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CATEGORIES STRUCTUREES QUOTIENT

par Charles EHRESMANN

Cette Note réunit les principaux résultats concernant le probléme du passage au
quotient dans les catégories structurées; leur démonstration, assez longue, est exposée
dans le mémoire «Structures quotient», partie II, actuellement 4 I'impression dans Comm.
Mat. Helv. (multigraphié a Paris, Juin 1963). Les notations sont celles de [ 1]; en parti-
culier le groupoide des éléments inversibles d'une catégorie K est désigné par K,y .

Soit (M,p, X ,}‘(,y) une catégorie d'homomorphismes résolvante 3 droite & produits
finis [ 1] et saturée au-dessus de M (c'est-a-dire p(}(,y) est une sous-catégorie saturée
de M). Soient H' et H" deux sous-catégories de H contenant ]{,y; les restrictions de
p a H' eca H" sont désignées par p’ et p” respectivement.

Soit JU la classe des graphes multiplicatifs [ 1] G- tels que G € mo. Si G*€ 71'0,
nous désignons par :

G'xG" la classe des couples composables (g', g) € G X G,

G, la classe des couples (g, a(g)), ot g €G,

Ya la bijection: g+ (g,a(g)) de G sur G(;,.

Soit JI' la catégorie des homomorphismes entre graphes multiplicatifs (appelée § dans
[11) dont les éléments sont les triplets (G *, f, G*) tels que: G 'efﬂ'o,.é '67'(‘0,(5,/.6) e,
f(GICG,,[(G%xG)ICG %G" et
f(g.g)=1f(g).f(g) si(g.g) €G xG".
Soit pypr le foncteur de N vers M défini par :
(G, [.G)~(G,f.G).

DEFINITION. On appellera graphe multiplicatif (p, e, H”)- structuré (resp. fortement

(p, Hr, H" )- structuré) un triplet (G*, s, s') vérifiant les conditions suivantes :*
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1) G'Efn:),s E}(o, s' e}(o,p(s') =G %G (resp. p(s') =G*xG" et s'°;:s X s) et
p(s) =G

2) 1l existe sa"pcs' tel que p(sy) =Giet (s,, Y, s) e}(,y

3)Ona: (s, k(G ),s")eH”, oa k(G*) désigne I'application :

(g.f)~g.f. (g.[) €G%xG".
4) 1l existe s 6}(0 tel que (s,¢,s ) eX, p(s, )= G, et

(sox s, [B.al,s)el, oa [B,ad(f)=(B(f),a(f).[€G.

La donnée du couple (G*, s') (resp. ou (G*, s)) définit entidrement le graphe
multiplicatif (p, H ,H™)- structuré (resp. fortement (p, H ,}(" )-structuré) (G*, s, s').

La condition 4 entraine sofs .

DEFINITION. On dit que (C*,s) est une catégorie H( X', H")- structurée si C- est
une catégorie et si (C*,s) est un graphe multiplicatif fortement (p,}(',}(")-struc-
turé (voir [1]).

Soit JU'(p, He,Hm) (resp Nk (p, K }(") ) la classe des graphes multlph-

catifs (p, H',H")- structurés (resp. fortement (p, }(' , H")- structurés) .

DEFINITION. On appellera homomorphisme (p,H’, H”)- structuré (resp. fortement

(p,H, H")- structuré) un triplet

®=((G",5,5),®,(G"s,s'))

vérifiant les conditions suivantes :

DG, s,s")el(p,H H)_ (resp. eT( p YO H") ) et (G+,5,5) e (pH0H"),
(resp. Eﬁ'(p,}(',}(")o).

2) py(®) = (G, ®,G) Mty (B) = (G, ®,G) €N et (5,0 40, 5') X, oa Dud
est la restrictionde ® X ® a@ G % G".

Ces conditions entrafnent : 1;}(((1)) = (; d,s)el.

THEOREME. Soit JU(p, H', X" ) (resp. o (0, ', H")) la classe des foncteurs (v, }(' }( )-
structures (resp fortement (p,]'( }(") structurés). Alors (31( pfm T( ).( ), (v ,pfn,,fﬂ 3'('
et (K, p}{ .T( T(' ) sont des catégories d'homomorphismes, o i peut étre lu JU(p, ' }("
ou N (p, X ,H"). si H' et H" sont des sous- catégories de N stables par produits
[11, (m,{;m,ﬁ',ﬁ'y) est a produits finis. '

Supposons que la sous-catégorie H' de H vérifie la condition (o) (voir propo-
sition 10,1,[2]) S’ “tf:S entraine S'°p<,5 S.

THEOREME. Supposons que N" vérifie aussi la condition (o). Soit (G*,s,s') 67(;.

Les conditions :
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r
assurent l'existence d'une sous-structure (G*, -, s')de(G" s , s') dans (m,pm, v

)
Stence @, ¥
De plus (m, "M e, T(,'y) est résolvante a droite.

G* f?'(' G*,5'< s et p(5') =G 'xG*

COROLLAIRE. Supposons de plus H' et H* stables par produits. Siona :
(G*.s)iKku(Gys;)) elo(p, H K,

og i=1,2, alors il existe o<s, X s, tel que (K% (G|, Ky)oo) eﬁ'(p,}{',}(”)o.
Si p est une relation d'équivalence sur une classe G, nous désignons par O

'application : x » x modulo p de G sur G/p-

THEOREME. Soient (G*,s,s') eV (p, H,H) et O une relation d'équivalence bicom-
patible sur G* (voir[1]). Siona (5 ,PxpP,s") €eHS(MS,p), o H(MS,p) estla
classe des (M5, p ) - surjections, il existe s/p—p-< s et (G/p,s/p, S') est un graphe
multiplicatif (p, X, H)- structuré quotient de (G-, s, s') par p.

Soit C* une catégorie et o une relation d'équivalence sur C telle qu'il existe
une catégorie quotient strict C*/p. Soit px P (resp. P,) la relation d'équivalence

induite par la relation d'équivalence produit p X o sur C 4« C* (resp. par p sur @(;).

THEOREME. Soit (C*,s) une catégorie H-structurée et (5", Px p,s") eHS(Ms,p).
Si les relations (§',1,5') €M et p(5')=(C/p)x(C-/p) entrainent s' = 5", alors
il existe s/p-?—< set(C */p,s/ p) est une catégorie H-structurée quotient de (C-,s)
par p.

COROLLAIRE 1. Soit (C*,C*) une catégorie double [1]. Si (C-xC*)* admet une
catégorie quotient (resp. quotient strict) par Px P, alors il existe une catégorie double

(e'/p,(e/p)"‘) (resp. (G'/,O,e*/p)) quotient de (C-,C+) par p.

COROLLAIRE 2. Soit (C*,s) une catégorie topologique [ 11, supposons C*y C - saturé
pour p X p(resp. supposons p fermée) et s séparée. Si s X s/ pX p est homéomorphe

~

a s/pXs/p(par exemple si p est ouverte), alors (C*/p,s/p) est une catégorie
topologique quotient de (C-,s).

Soit 5 la catégorie des homomorphismes ((M',< ),[,(M,<)) entre classes
ordonnées, tels que (M’, f, M) € ). Nous utiliserons les sous-catégories de 5 dont les
éléments sont les ((M', <), f.(M, <) € 5 vérifiant les conditions suivantes, ol x €M,
x' EM,x" eM,y €M’ :

5' :si x'<x et f(x')=f(x), alors x' = x ,
5“ :si y< f(x), il existe x" < x tel que f(x') =y.

425 (M, <) et (M',<) sont des classes sous-préinductives[2]; on a

f(x*nx") = f(x")Nf(x"), si x"<x et x" < x.
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45 :(M,<) et (M',<) sont des classes sous-inductives[2]; on a ((M', <), f, (M, <Ne§?s
et, si C est une sours-classe de M admettant un x- agrégat,(f &, C) = O f(cj, ot
y={(x).

d:(M,<) et (M,<) sont des classes inductives [2] et ((M*,<), f(M,<)els.

On pose : §"?S =§P5n Q" gns =45n Q" et§" =4n Q“

Une catégorie Q (Q' , Q ) - structurée est dite ordonnée [ 1]; une catégorie ordon-
née qui est aussi gps _ (resp. gs. , resp. §-) structurée est dite [ 1] sous-préinductive

(resp. sous-inductive, resp. inductive).

THEOREME. Soit (C* , s) une catégorie ordonnée. Si on a (s', Px P, s') €Q" et sila

condition suivante est v érifiée :

(a) Les conditions E 6@(;, e 6@8, e’ 6@;, e<E,e'<E et ﬁo(e) = ,Z-Do(e') entrai-
nent e = e'.

alors il existe une caté gorie ordonnée (C- /P,s/ p) quotient de (C- , S ).

THEOREME. Soit (C* , s) une catégorie sous-préinductive (resp. sous-inductive, resp.
inductive); si (s, 0% P,s') € gnps (resp. efrs, resp. €8") et si (a) est vérifiée, alors
il existe s/p—< s et (C*/p,s/p) est une catégorie sous-préinductive (resp. sous-
inductive, resp. inductive) quotient de (C*,s). On peut remplacer dans ce théoréme le
mot catégorie par le 7rzot groupoide (voir [ 2] pour la définition d'un groupoide sous-

préinductif,..).

Soit (M,<) € QO . On dit qu'une relation d'équivalence p sur M est compatible

sur (M,< ) sila relati on définie par :
p(x)< P (y) si, et seulement si, il existe x'~ x et y' ~ y

est une relation d'ordre sur M/ 0. On dit que ((M',<),f,(M,<)) egps (resp. €4%)
vérifie la condition ( g® °) (resp. (4°)) si les conditions y € M’ et y; <y pour tout i €],

o | est un ensemble fini (resp. quelconque) entrainent qu'il existe x € M et x,<x

tels que :

f(x) =1y et f(x;) =y, pour tout 7 €1.

THEOREME. Soit (C* , s) une catégorie ordonnée (resp. sous-préinductive, resp. sous-
inductive, resp. inductive). Supposons C ‘4 C* saturée pour pX p. Si p est compatible
sur s (resp. st (s/p. P,s) vérifie la condition (qP°), resp. la condition (q°), resp.
la condition (¢%)), px 0 est compatible sur s'; si de plus (a) est vérifiée, (C*/ p,s/p )
est une catégorie ordonnée (resp. sous-préinductive, resp, sous-inductive, resp. induc-

tive) quotient de ((C*, s) par p.
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Le symbole== (resp. —< ) signifie : "est sous-structure de " (resp. " est structure quotient de™)



