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چکیده
به معادله این تقارنهاي لی جبر کردن مشخص با سپس است. شده بررسی هذلولوي فضاي در موج معادله مقاله این در

پردازیم. می آن زیرجبرهاي کامل بندي دسته
تقارنها لی جبر موج، معادله کلیدي: لغات

مقدمه 1
مرتبه کاهش جهت موجود متغیرهاي تغییر کامل بندي کلاسه دیفرانسیل، معادله یک تقارنهاي لی گروه کاربردهاي مهمترین از یکی
همچنین [6 اند.[5، گرفته قرار بررسی مورد قبلا مسطح زمینه متریک با مهم معادلات از بسیاري هاي کاهش و تقارنها است. معادله
بررسی [11 ،8 ،4 ،3 ،1 ،6] است. شده بیان کامل طور به نیز مسطح فضاهاي روي موج معادلات از تعدادي براي بندي کلاسه مساله
مطالعه [2] در نیز S٢×R فضاي روي ds٢ = dt٢− dx٢− sin٢(x)dy٢ زمینه متریک با موج معادله هاي کاهش و تقارنها
روي منفی ثابت برشی انحناي با زمینه متریک با موج معادله مختلف کاهشهاي و تقارنها بندي کلاسه به مقاله این در است. شده

پردازیم. می است، مشهور هذلولوي فضاي به که R × R × R+ فضاي

t٢uxx + t٢uyy + ۵tut + t٢utt = ٠(1)

مزدوج، کلاسهاي اساس بر معادله تقارنهاي لی جبر زیرجبرهاي بندي کلاسه به باید ابتدا معادله کاهشهاي کامل بندي کلاسه براي
کلاس 3 بخش در ادامه در و است شده ارائه 1 معادله تقارنهاي لی جبر 2 بخش در [12] بپردازیم. تقارنها لی گروه مزدوج عمل تحت
بندي کلاسه که است بدیهی است، موضعی تقارنها روش اینکه به توجه با کنیم. می بیان را تقارنها لی جبر زیرجبرهاي کامل بندي

هستند. موضعی همگی شده بیان هاي

هذلولوي فضاي روي موج معادله 2
جاییکه است. ∆gu + f(u) = ٠ معادله از خاصی حالت هذلولوي فضاي روي موج معادله

∆gu =
١
√

g

∂

∂xi
(
√

ggij ∂u

∂xj
) = gij∇i∇ju = ∇j∇ju = ∇i∇iu
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به وابسته کواریانت مشتق ∇i ، (Mn, g) ریمانی) (شبه ریمانی زمینه منیفلد یک روي لاپلاس-بلترامی اپراتور از است عبارت
[7] است. زمینه منیفلد روي هموار تابع یک f(u) و چویتا، لوي التصاق

معادله و دهیم قرار H٣ = R × R × R+ هذلولوي فضاي روي را ds٢ = ١/t٢(dx٢ + dy٢ + dt٢) متریک اگر حال
آید. می بدست هذلولوي فضاي روي 1 موج معادله ،f(u) = ٠ که طوري به بنویسیم را بلترامی لاپلاس-

مشخص براي [10] است. گرفته قرار بررسی مورد بسیاري کتابهاي در دیفرانسیل معادله یک تقارنهاي لی جبر آوردن بدست روش
گیریم: می نظر در مشخص زیر صورت به را تقارنها لی جبر مولد ابتدا تقارنها لی جبر کردن

V = ξ١(x, y, t, u)
∂

∂x
+ ξ٢(x, y, t, u)

∂

∂y
+ ξ٣(x, y, t, u)

∂

∂t
+ ϕ١(x, y, t, u)

∂

∂u

اثر با دهیم. می دوم مرتبه امتداد را V برداري میدان لذا است دوم مرتبه جت فضاي روي دیفرانسیلی تابع یک 1 معادله که آنجا از
زیر عبارتهاي باشد، معادله جواب u اینکه شرط به آن دادن قرار صفر برابر و 1 جزئی مشتقات با دیفرانسیل معادله روي V [٢] دادن

آید: می بدست
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داریم: فوق دیفرانسیل معادلات سیستم حل از پس

ξ١(x, y, t, u) =
C٣

٢ (−t٢ + x٢ − y٢) +
x

٢)٢C١y + ٢C٢) − C۴y + C۶

ξ٢(x, y, t, u) =
C١

٢ (−t٢ + y٢ − x٢) +
x

٢)٢C٣y + ٢C۴) + C٢y + C۵

ξ٣(x, y, t, u) = (C٣x + C١y + C٢)t

ϕ١(x, y, t, u) = (−٣C٣x − ٣C١y + C٧)u + f(x, y, t)

کند. می صدق 1 معادله در که است تابعی f(x, y, t) آن در که
است: زیر صورت به 1 معادله تقارنهاي لی جبر بنابراین
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1 معادله تقارنهاي لی جبر اي کروشه روابط -1 جدول
X٧ X۶ X۵ X۴ X٣ X٢ X١
٠ X۴ −X٢ + ٣X٧ −X٣ ٠ −X١ ٠ X١
٠ −X۶ −X۵ ٠ X٣ ٠ X١ X٢
٠ −X٢ + ٣X٧ −X۴ X١ ٠ −X٣ ٠ X٣
٠ −X۵ X۶ ٠ −X١ ٠ X٣ X۴
٠ ٠ ٠ −X۶ X۴ X۵ X٢ − ٣X٧ X۵
٠ ٠ ٠ X۵ X٢ − ٣X٧ X۶ −X۴ X۶
٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ X٧

تقارنها جبر زیرجبرهاي بندي کلاسه 3
نیز و Z =< X٧ > از است عبارت جبر مرکز 1 جدول به توجه با

L٧ =< X٧ > ⊕ < X١, X٢ − ٣X٧, X٣, X۴, X۵, X۶ >

و رادیکال R =< X٧ > که شود می نتیجه است ساده شبه < X١, X٢ − ٣X٧, X٣, X۴, X۵, X۶ > زیرجبر که آنجا از
[12] است. لوي فاکتور L۶ =< X١, X٢ − ٣X٧, X٣, X۴, X۵, X۶ >

کافی لذا شود، جمع تواند می L۶ بردارهاي از یک هر با مستقل بردار یک عنوان به و است L٧ جبر مرکز < X٧ > زیرجبر چون
بپردازیم. L۶ زیرجبرهاي شناسایی به است

براي پایه عنوان به را {e١ = X١, e٢ = X٢ − ٣X٧, e٣ = X٣, e۴ = X۴, e۵ = X۵, e۶ = X۶} بردارهاي
الحاقی نگاشت L۶ در V = v١e١ + v٢e٢ + v٣e٣ + v۴e۴ + v۵e۵ + v۶e۶ دلخواه بردار براي گیریم. می نظر در L۶

شود: می مشخص زیر صورت به ad(V ) < x >= [x, V ]

ad(V ) =


v٢ −v١ −v۴ v٣ ٠ ٠
v۵ ٠ v۶ ٠ −v١ −v٣
v۴ −v٣ v٢ −v١ ٠ ٠
−v۶ ٠ v۵ ٠ −v٣ v١
٠ v۵ ٠ v۶ −v٢ −v۴
٠ v۶ ٠ −v۵ v۴ −v٢


آید: می بدست زیر صورت به K < V, W >= tr(ad(V ) ◦ ad(W )) کیلینگ فرم بنابراین و

K(V, W ) := ۴v٢w٢ − ۴v١w۵ − ۴v۴w۴ − ۴v٣w۶ − ۴v۵w١ − ۴v۶w٣
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زیر صورت به کیلینگ فرم ماتریسی شکل همچنین .W = w١e١ + w٢e٢ + w٣e٣ + w۴e۴ + w۵e۵ + w۶e۶ جاییکه
است:

K =


٠ ٠ ٠ ٠ ۴ ٠
٠ ۴ ٠ ٠ ٠ ٠
٠ ٠ ٠ ٠ ٠ −۴
٠ ٠ ٠ −۴ ٠ ٠
−۴ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠
٠ ٠ −۴ ٠ ٠ ٠


است. ساده شبه L۶ زیرجبر که شود می نتیجه فوق ماتریس بودن ناتبهگون به توجه با

زیرجبرها مزدوجی رابطه تحت غیرمعادل زیرجبرهاي از لیستی مشخصنمودن صورت L۶به بعدي یک زیرجبرهاي بندي طبقه مساله
g یک براي h̄Ad(g)h یعنی است معادل لیست اعضاي از یکی با دلخواه بعدي یک زیرجبر هر بنابراین شود. می انجام یکدیگر با

لی. گروه عضو
MV (٠) = I شرط با ∂

∂t
MV = ad(V ) ◦ MV دستگاه حل از V با متناظر MV مزدوجی عمل باشد دلخواه V ∈ g اگر

Ad(g) عمومی مزدوجی عمل باشد، مشخص g لی جبر اي پایه اعضاي از هریک با متناظر مزدوجی عمل چنانچه آید. می بدست
است.[9] اي پایه مزدوجی اعمال از ترکیبی صورت به

شوند: می مشخص زیر صورت به L٧ بعدي یک زیرجبرهاي -1 قضیه
A١
١ : X٣ + aX۵ + bX۶ + cX٧ A٢

١ : X١ + aX۵ + bX۶ + cX٧
A٣
١ : X۵ + aX٢ + bX۴ + cX٧ A۴

١ : X۴ + aX٢ + bX۶ + cX٧
A۵
١ : X٢ + cX٧ A۶

١ : X۶ + cX٧
A٧
١ : X۵ + cX٧ A٨

١ : X٧
مشخص را L۶ بعدي یک زیرجبرهاي ابتدا L٧ بعدي یک زیرجبرهاي کردن مشخص براي شد اشاره قبلا که همانطور اثبات-
بندي طبقه مزدوجی عمل تحت که L۶ بعدي یک زیرجبرهاي تعیین براي کنیم. می اضافه آنها به را X٧ بردار سپس و کنیم می
مزدوجی نگاشت F s

i : L۶ → L۶ اگر پردازیم. می L۶ اي پایه اعضاي از هریک با متناظر مزدوجی عمل محاسبه به ابتدا شوند می
دهیم. می نمایش M s

i با ١=۶i{ei}را پایه در F s
i ماتریس باشد، (i = ١,٢, ...,۶) ،ei با متناظر

M١(s) =


١ s ٠ ٠ s٢

٢ ٠
٠ ١ ٠ ٠ s ٠
٠ ٠ ١ s ٠ − s٢

٢
٠ ٠ ٠ ١ ٠ −s
٠ ٠ ٠ ٠ ١ ٠
٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ١

M٢(s) =



١
s

٠ ٠ ٠ ٠ ٠
٠ ١ ٠ ٠ ٠ ٠
٠ ٠ ١

s
٠ ٠ ٠

٠ ٠ ٠ ١ ٠ ٠
٠ ٠ ٠ ٠ s ٠
٠ ٠ ٠ ٠ ٠ s


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M٣(s) =



١ ٠ ٠ −s − s٢

٢ ٠
٠ ١ ٠ ٠ ٠ s

٠ s ١ ٠ ٠ s٢

٢

٠ ٠ ٠ ١ s ٠
٠ ٠ ٠ ٠ ١ ٠
٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ١



M۴(s) =



cos (s) ٠ sin (s) ٠ ٠ ٠
٠ ١ ٠ ٠ ٠ ٠

− sin (s) ٠ cos (s) ٠ ٠ ٠
٠ ٠ ٠ ١ ٠ ٠
٠ ٠ ٠ ٠ cos (s) sin (s)

٠ ٠ ٠ ٠ − sin (s) cos (s)



M۵(s) =



١ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠
−s ١ ٠ ٠ ٠ ٠
٠ ٠ ١ ٠ ٠ ٠
٠ ٠ −s ١ ٠ ٠
s٢

٢ −s ٠ ٠ ١ ٠

٠ ٠ − s٢

٢ s ٠ ١


M۶(s) =



١ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠
٠ ١ −s ٠ ٠ ٠
٠ ٠ ١ ٠ ٠ ٠
s ٠ ٠ ١ ٠ ٠

− s٢

٢ ٠ ٠ −s ١ ٠

٠ −s s٢

٢ ٠ ٠ ١


استفاده با کنیم می سعی و کنیم می انتخاب را L۶ عضو X = a١e١ +a٢e٢ +a٣e٣ +a۴e۴ +a۵e۵ +a۶e۶ دلخواه بردار
صورت به را نظر مورد عمل s١, s٢, ..., s۶ تعیین با که صورت این به آوریم. در شکل ترین ساده به را آن مناسب مزدوجی عمل از

کنیم. می تعریف Ad(s١s٢...s۶) = M s١
١ M s٢

٢ ...M s۶
۶

ضرایب s١ = s٣ s٢و = ١ ،s۶ = a٢
a٣

،s۵ = a۴
a۴

،s۴ = −tan−١(a١
a٣

) انتخاب با صورت این در a٣ ̸= ٠ اگر اول حالت
بردار کردن اضافه از پس X بنابراین و a٣ = ١ کرد فرض توان می مقیاس تغییر با لزوم صورت در کنیم. می صفر را a۴ a٢و ،a١

آید. می در A١
١ فرم به X٧

ضرائب s١ = s٣ و s۶ = −a۴
a١

،s۵ = a٢
a١

،s۴ = ٠ ،s٢ = ١ انتخاب با صورت این در a١ ̸= ٠ و a٣ = ٠ اگر دوم حالت
بردار کردن اضافه از پس X بنابراین و a١ = ١ کرد فرض توان می مقیاس تغییر با لزوم صورت در کنیم. می صفر را a۴ و a٣ ،a٢

آید. می در A٢
١ فرم به X٧

و s۶ = ٠ ،s۵ = −a۶
a۴

،s۴ = ٠ ،s٢ = ١ انتخاب با صورت این در a۵ ̸= ٠ و a۴ ̸= ٠ ،a١ = a٣ = ٠ اکر سوم حالت
اضافه از پس X بنابراین و a۵ = ١ کرد فرض توان می مقیاس تغییر با لزوم صورت در کنیم. می صفر را a۶ ضریب s١ = s٣

آید. می در A٣
١ فرم به X٧ بردار کردن
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بنابراین و a۴ = ١ کرد فرض توان می مقیاس تغییر با صورت این در a۵ = ٠ و a۴ ̸= ٠ ،a١ = a٣ = ٠ اگر چهارم حالت
آید. می در A۴

١ فرم به X٧ بردار کردن اضافه از پس X
می s١ = s٣ و s۶ = a۶

a٢
،s۵ = a۵

a٢
،s٢ = ١ انتخاب با صورت این در a٢ ̸= ٠ و a١ = a٣ = a۴ = ٠ اگر پنجم حالت

اضافه از پس X بنابراین و a٢ = ١ کرد فرض توان می مقیاس تغییر با لزوم صورت در کنیم. می صفر را a۶ و a۵ ضرایب توان
آید. می در A۵

١ فرم به X٧ بردار کردن
و s۴ = −tan−١(a۵

a۶
) ،s٢ = ١ انتخاب با صورت این در a۶ ̸= ٠ و a١ = a٢ = a٣ = a۴ = ٠ اگر ششم حالت

کردن اضافه از پس X لذا و a۶ = ١ کرد فرض توان می مقیاس تغییر با لزوم صورت در کنیم. می صفر را a۵ ضریب s١ = s٣
آید. می در A۶

١ فرم به X٧ بردار
a۵ = ١ کرد فرض توان می لزوم صورت در مقیاس تغییر با صورت این در a١ = a٢ = a٣ = a۴ = a۶ = ٠ اگر حالتهفتم

آید. می در A٧
١ فرم به X٧ بردار کردن اضافه از پس X بنابراین و

گیرد. قرار نظر مورد باید نیز A٨
١ حالت پس است L۶ از مستقل بعدي یک زیرجبر یک تنهایی به X٧ چون

�
هستند: زیر صورت به L٧ بعدي دو زیرجبرهاي -2 قضیه

A١
٢ :< X٣ + aX۵ + bX۶ + cX٧, X١ − bX۵ + aX۶ >,(abelian)(not a=b=0)

A٢
٢ :< X٣, aX١ + bX٢ + cX٧ >),(non-abelian)

A٣
٢ :< X١ + aX۵ + bX۶ + cX٧, X٣ + bX۵ − aX۶ >,(abelian)(not a=b=0)

A۴
٢ :< X١, aX٢ + bX٣ + cX٧ >,(non-abelian)

A۵
٢ :< X۵ + aX٢ + bX۴ + cX٧, X۶ + bX٢ − aX۴ >,(abelian)(not a=b=0)

A۶
٢ :< X۵, aX٢ + bX۶ + cX٧ >,(non-abelian)

A٧
٢ :< X۴ + aX٢ + bX۶ + cX٧, X۵ − (١+a٢

b
)X٢ − aX۶ >,(abelian)(b ̸= ٠)

A٨
٢ :< X٢ + cX٧, X۴ >,(abelian)

A٩
٢ :< X٢ + cX٧, aX١ + bX٣ >,(non-abelian)

A١٠
٢ :< X٢ + cX٧, aX۵ + bX۶ >,(non-abelian)

A١١
٢ :< X۶, X٢ + aX۵ + cX٧ >,(non-abelian)

A١٢
٢ :< X۵, X٢ + aX۶ + cX٧ >,(non-abelian)

A١٣
٢ :< X٣ + aX۵ + bX۶, X٧ >,(abelian)

A١۴
٢ :< X١ + aX۵ + bX۶, X٧ >,(abelian)

A١۵
٢ :< X۵ + aX٢ + bX۴, X٧ >,(abelian)

A١۶
٢ :< X۴ + aX٢ + bX۶, X٧ >,(abelian)

A١٧
٢ :< X٢, X٧ >,(abelian)

A١٨
٢ :< X۶, X٧ >,(abelian)

A١٩
٢ :< X۵, X٧ >,(abelian)

Y = b١e١+b٢e٢+ دلخواه بردار کار این براي کنیم. می محاسبه را L۶ بعدي دو زیرجبرهاي ابتدا قبل قضیه مانند اثبات-
h = span{X, Y } کنیم می فرض و کنیم می انتخاب را بعدي یک زیرجبرهاي از X بردار و b٣e٣ + b۴e۴ + b۵e۵ + b۶e۶

باشد. L٧ متناظر جبر زیر g و L۶ بعدي دو جبر زیر یک
[X,Y ] = دهیم می قرار باشد بسته لی کروشه به نسبت باید h چون صورت این در X = e٣ + ae۵ + be۶ اگر اول حالت
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آید: می پیش حالت دو .αX + βY
Y = و α = β = داریم٠ صورت این در b = ٠ و a ̸= ٠ یا b ̸= ٠ و a = ٠ یا a, b ̸= ٠ الف)اگر
بردار کردن اضافه با .Y = e١ − be۵ + ae۶ دهیم قرار توانیم می مناسب پایه انتخاب با .b٣X + b١(e١ − bX۵ + aX۶)

آید. می در A١
٢ فرم به g بعدي دو جبر زیر X٧

می مناسب پایه انتخاب با .Y = b١e١ + b٢e٢ + b٣e٣ و α = −b٢, β = ٠ داریم صورت این در a = b = ٠ اگر ب)
آید. می در A٢

٢ فرم به g بعدي دو جبر زیر X٧ بردار کردن اضافه با .Y = b١e١ + b٢e٢ دهیم قرار توانیم
آید: می پیش حالت دو [X, Y ] = αX + βY و X = e١ + ae۵ + be۶ اگر دوم حالت

Y = b١X+b٣(e٣+be۵−ae۶) αو = β = صورت٠ این در b = ٠ و a ̸= ٠ یا b ̸= ٠ و a = ٠ یا a, b ̸= ٠ اگر الف)
آید. می در A٣

٢ فرم به g ، X٧ بردار کردن اضافه از پس .Y = e٣ + be۵ − ae۶ مناسب پایه انتخاب با که
می مناسب پایه انتخاب با .Y = b١e١ + b٢e٢ + b٣e٣ و α = −b٢, β = ٠ داریم صورت این در a = b = ٠ اگر ب)

آید. می در A۴
٢ فرم به g بعدي دو جبر زیر X٧ بردار کردن اضافه با .Y = b٢e٢ + b٣e٣ دهیم قرار توانیم

آید: می پیش حالت دو [X, Y ] = αX + βY و X = e۵ + ae٢ + be۴ اگر سوم حالت
Y = و α = β = ٠ داریم صورت این در b = ٠ و a ̸= ٠ یا b ̸= ٠ و a = ٠ یا a, b ̸= ٠ اگر الف)
g ، X٧ بردار کردن اضافه از پس .Y = e۶ + be٢ − ae۴ مناسب پایه انتخاب با که b۵X + b۶(be٢ − ae۴ + e۶)

آید. می در A۵
٢ فرم به

توانیم می مناسب پایه انتخاب با .Y = b٢e٢ + b۵e۵ + b۶e۶ و α = b٢, β = ٠ داریم صورت این در a = b = ٠ اگر ب)
آید. می در A۶

٢ فرم به g بعدي دو جبر زیر X٧ بردار کردن اضافه با .Y = b٢e٢ + b۶e۶ دهیم قرار
آید: می پیش حالت دو صورت این در [X, Y ] = αX + βY و X = e۴ + ae٢ + be۶ اگر چهارم حالت

انتخاب با که Y = b۴(a٢e٢ + a۶e۶ + e۴) + b۵(e۵− ١+a٢

b
e٢− ae۶) و α = β = ٠ صورت این در b ̸= ٠ اگر الف)

آید. می در A٧
٢ فرم به g ، X٧ بردار کردن اضافه از پس .Y = e۵ − ١+a٢

b
e٢ − ae۶ مناسب پایه

آید. می بدست بعدي یک زیرجبر یک لذا و Y = b٢e٢ + b۴e۴ و α = β = ٠ صورت این در b = ٠ اگر ب)
پایه انتخاب با که Y = b٢e٢ + b۴e۴ و α = β = ٠ صورت این در [X, Y ] = αX + βY و X = e٢ اگر پنجم حالت

آید. می در A٨
٢ فرم به g ، X٧ بردار کردن اضافه از پس .Y = e۴ مناسب

Y = b١e١ + b٢e٢ + b٣e٣ و α = −b٢, β = ١ صورت این در [X, Y ] = αX + βY و X = e٢ اگر ششم حالت
آید. می در A٩

٢ فرم به g ، X٧ بردار کردن اضافه از پس .Y = ae١ + be٣ مناسب پایه انتخاب با که
Y = b٢e٢ + b۵e۶ + b۶e۶ و α = b٢, β = −١ صورت این در [X, Y ] = αX + βY و X = e٢ اگر هفتم حالت

آید. می در A١٠
٢ فرم به g ، X٧ بردار کردن اضافه از پس .Y = ae۵ + be۶ مناسب پایه انتخاب با که

که Y = b٢e٢ + b۵e۵ + b۶e۶ و α = b٢, β = ٠ صورت این در [X, Y ] = αX + βY و X = e۶ اگر هشتم حالت
آید. می در A١١

٢ فرم به g ، X٧ بردار کردن اضافه از پس .Y = e٢ + ae۵ مناسب پایه انتخاب با
با که Y = b٢e٢ + b۵e۵ + b۶e۶ و α = b٢, β = ٠ صورت این در [X,Y ] = αX + βY و X = e۵ اگر نهم حالت

آید. می در A١٢
٢ فرم به g ، X٧ بردار کردن اضافه از پس .Y = e٢ + ae۶ مناسب پایه انتخاب

آیند. می بدست بعدي یک زیرجبرهاي از هریک به e٧ مستقل بردار افزودن با A١٠
٢ ...A١۶

٢ حالات

�
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هستند: زیر صورت به L٧ بعدي سه زیرجبرهاي -3 قضیه
A١
٣ :< X٣, aX١ + bX٢ + cX٧, aX۴ − bX۶ >

A٢
٣ :< X١, X٢ + cX٧, X٣ >

A٣
٣ :< X٢ + cX٧, X٣, X۶ >

A۴
٣ :< X١, aX٢ + bX٣ + cX٧, bX۴ + aX۵ >(a̸=0)

A۵
٣ :< X۵, aX٢ + bX۶ + cX٧, aX١ − bX۴ >(a ̸=0)

A۶
٣ :< X۵, X۶, aX٢ + bX۴ + cX٧ >

A٧
٣ :< X٢ + cX٧, aX١ + bX٣, aX۵ + bX۶ >(a̸=0)

A٨
٣ :< X٢ + cX٧, aX۵ + bX۶, aX١ + bX٣ >(a̸=0)

A٩
٣ :< X۶, X٢ + aX۵ + cX٧, X٣ + aX۴ >(a ̸=0)

A١٠
٣ :< X۵, X٢ + aX۶ + cX٧, X١ − aX۴ >

A١١
٢ :< X٣ + aX۵ + bX۶, X١ − bX۵ + aX۶, X٧ >,(not a=b=0)

A١٢
٢ :< X٣, aX١ + bX٢, X٧ >

A١٣
٢ :< X١ + aX۵ + bX۶, X٣ + bX۵ − aX۶, X٧ >,(not a=b=0)

A١۴
٢ :< X١, aX٢ + bX٣, X٧ >

A١۵
٢ :< X۵ + aX٢ + bX۴, X۶ + bX٢ − aX۴, X٧ >,(not a=b=0)

A١۶
٢ :< X۵, aX٢ + bX۶, X٧ >

A١٧
٢ :< X۴ + aX٢ + bX۶, X۵ − (١+a٢

b
)X٢ − aX۶, X٧ >(b ̸= ٠)

A١٨
٢ :< X٢, X۴, X٧ >

A١٩
٢ :< X٢, aX١ + bX٣, X٧ >

A٢٠
٢ :< X٢, aX۵ + bX۶, X٧ >

A٢١
٢ :< X۶, X٢ + aX۵, X٧ >

A٢٢
٢ :< X۵, X٢ + aX۶, X٧ >

دلخواه بردار لذا نماییم. می اضافه آنها به را X٧ بردار بعد و کنیم می محاسبه را L۶ بعدي سه زیرجبرهاي ابتدا اثبات-
انتخاب را L۶ بعدي دو زیرجبرهاي از یک هر از Y و X بردارهاي و Z = b١e١ + b٢e٢ + b٣e٣ + b۴e۴ + b۵e۵ + b۶e۶

باشد. L٧ متناظر جبر زیر g و L۶ بعدي سه زیرجبر یک h = span{X,Y, Z} کنیم می فرض و کنیم می
[X,Z] = دهیم می قرار صورت این در Y = e١ − be۵ + ae۶ و X = e٣ + ae۵ + be۶ کنید فرض اول حالت
بعدي دو زیرجبر یک بنابراین .Z = b١X + b٣Y داریم و [Y, Z] = β١X + β٢Y + β٣Z و α١X + α٢Y + α٣Z

آید. می بدست
و [X,Z] = α١X + α٢Y + α٣Z دهیم می قرار صورت این در Y = ae١ + be٢ و X = e٣ کنید فرض دوم حالت

آید: می پیش حالت دو .[Y, Z] = β١X + β٢Y + β٣Z
.Z = ae۴−be۶ آوریم می بدست مناسب پابه انتخاب به Zکه = b١e١+

bb١
a

e٢+b٣e٣+ae۴−be۶ داریم a ̸= ٠ اگر الف)
آید. می در A١

٣ فرم به g ، X٧ بردار کردن اضافه از پس
یا Z = b١e١ + b٢e٢ + b٣e٣ بنابراین Y = e٢ و X = e٣ دهیم قرار توانیم می صورت این در a = ٠ اگر ب)
، X٧ بردار کردن اضافه از پس .Z = e۶ یا Z = e١ آوریم می بدست مناسب پایه انتخاب با که Z = b٢e٢ + b٣e٣ + b۶e۶

آید. می در A٣
٣ یا A٢

٣ فرم به g
[X,Z] = دهیم می قرار صورت این در Y = e٣ + be۵ − ae۶ و X = e١ + ae۵ + be۶ کنید فرض سوم حالت
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بعدي دو زیرجبر یک بنابراین .Z = b١X + b٣Y داریم و [Y, Z] = β١X + β٢Y + β٣Z و α١X + α٢Y + α٣Z
آید. می بدست

و [X, Z] = α١X + α٢Y + α٣Z دهیم می قرار صورت این در Y = ae٢ + be٣ و X = e١ کنید فرض چهارم حالت
آید: می پیش حالت دو .[Y, Z] = β١X + β٢Y + β٣Z

.Z = be۴+ae۵ آوریم می بدست مناسب پایه انتخاب با که Z = b١e١+b٢e٢+ ab٢
a
−be۴−ae۵ داریم a ̸= ٠ اگر الف)

آید. می در A۴
٣ فرم به g ، X٧ بردار کردن اضافه از پس

است. A٢
٣ حالت همان که Y = e٣ و X = e١ داد قرار توان می a = ٠ اگر ب)

[X,Z] = دهیم می قرار صورت این در Y = e۶ + be٢ − ae۴ و X = e۵ + ae٢ + be۴ کنید فرض پنجم حالت
بعدي دو زیرجبر یک بنابراین .Z = b۵X + b۶Y داریم و [Y, Z] = β١X + β٢Y + β٣Z و α١X + α٢Y + α٣Z

آید. می بدست
و [X,Z] = α١X + α٢Y + α٣Z دهیم می قرار صورت این در Y = ae٢ + be۶ و X = e۵ کنید فرض ششم حالت

آید: می پیش حالت دو .[Y, Z] = β١X + β٢Y + β٣Z
.Z = ae١−be٢ آوریم می بدست مناسب پایه انتخاب با Zکه = ae١+b٢e٢−be۴+b۵e۵+

bb٢
a

e۶ داریم a ̸= ٠ اگر الف)
آید. می در A۵

٣ فرم به g ، X٧ بردار کردن اضافه از پس
پایه انتخاب با که Z = b٢e٢ − b۴e۴ + b۵e۵ + b۶e۶ داریم و Y = e۶ و X = e۵ داد قرار توان می a = ٠ اگر ب)

آید. می در A۶
٣ فرم به g ، X٧ بردار کردن اضافه از پس .Z = ae٢ + be۴ آوریم می بدست مناسب

دهیم می قرار صورت این در Y = e۵ + ١+a٢

b
e٢ − ae۶ و X = e۴ + ae٢ + be۶ کنید فرض هفتم حالت

آید: می پیش حالت دو .[Y, Z] = β١X + β٢Y + β٣Z و [X,Z] = α١X + α٢Y + α٣Z
ندارد. وجود حقیقی جواب a ̸= ٠ اگر الف)

.Z = b۴(e۴ + be۶) آوریم می بدست و Y = e٢− be۵ و X = e۴ + be۶ داد قرار توان می صورت این در a = ٠ اگر ب)
شود. می ایجاد بعدي دو زیرجبر حالت این در بنابراین

و [X,Z] = α١X + α٢Y + α٣Z دهیم می قرار صورت این در Y = e۴ و X = e٢ کنید فرض هشتم حالت
آید. می بدست بعدي دو جبر زیر یک بنابراین .Z = b٢e٢ + b۴e۴ داریم و [Y, Z] = β١X + β٢Y + β٣Z

و [X, Z] = α١X + α٢Y + α٣Z دهیم می قرار صورت این در Y = ae١ + be٣ و X = e٢ کنید فرض نهم حالت
آید: می پیش حالت دو .[Y, Z] = β١X + β٢Y + β٣Z

آوریم می بدست مناسب پایه انتخاب با که Z = b١e١ + b٢e٢ + bb١
a

e٣ + b۵e۵ + bb۵
a

e۶ داریم a ̸= ٠ اگر الف)
آید. می در A٨

٣ فرم به g ، X٧ بردار کردن اضافه از پس .Z = ae۵ + be۶
است. A٢

٣ حالت همان که Y = e٣ و X = e٢ داد قرار توان می a = ٠ اگر ب)
و [X,Z] = α١X + α٢Y + α٣Z دهیم می قرار صورت این در Y = ae۵ + be۶ و X = e٢ کنید فرض دهم حالت

آید: می پیش حالت دو .[Y, Z] = β١X + β٢Y + β٣Z
آوریم می بدست مناسب پایه انتخاب با که Z = b١e١ + b٢e٢ + bb١

a
e٣ + b۵e۵ + bb۵

a
e۶ داریم a ̸= ٠ اگر الف)

آید. می در A٩
٣ فرم به g ، X٧ بردار کردن اضافه از پس .Z = ae١ + be٣

است. A٣
٣ حالت همان که Y = e۶ و X = e٢ داد قرار توان می a = ٠ اگر ب)

[X,Z] = α١X + α٢Y + α٣Z دهیم می قرار صورت این در Y = e٢ + ae۵ و X = e۶ کنید فرض یازدهم حالت
مناسب پایه انتخاب با که Z = b٢e٢ + b٣e٣ + ab٣e۴ + ab٢e۵ + b۶e۶ داریم و [Y, Z] = β١X + β٢Y + β٣Z و

آید. می در A١٠
٣ فرم به g ، X٧ بردار کردن اضافه از پس .Z = e٣ + ae۴ داریم

[X,Z] = α١X + α٢Y + α٣Z دهیم می قرار صورت این در Y = e٢ + ae۶ و X = e۵ کنید فرض دوازدهم حالت
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مناسب پایه انتخاب با که Z = b١e١ + b٢e٢ + ab١e۴ + b۵e۵ + ab٢e۶ داریم و [Y, Z] = β١X + β٢Y + β٣Z و
آید. می در A١١

٣ فرم به g ، X٧ بردار کردن اضافه از پس .Z = e١ − ae۴ داریم
آیند. می بدست 1 قضیه بعدي دو زیرجبرهاي به X٧ بردار کردن اضافه از حالات بقیه

�
هستند: زیر صورت به L٧ بعدي چهار زیرجبرهاي -4 قضیه

A١
۴ :< X١, X٢ + aX٧, X٣, X۴ >

A٢
۴ :< X٢ + aX٧, X۴, X۵, X۶ >

A٣
۴ :< X٣, aX١ + bX٢, aX۴ − bX۶, X٧ >

A۴
۴ :< X١, X٢, X٣, X٧ >

A۵
۴ :< X٢, X٣, X۶, X٧ >

A۶
۴ :< X١, aX٢ + bX٣, bX۴ + aX۵, X٧ >(a ̸=0)

A٧
۴ :< X۵, aX٢ + bX۶, aX١ − bX۴, X٧ >(a ̸=0)

A٨
۴ :< X۵, X۶, aX٢ + bX۴, X٧ >

A٩
۴ :< X٢, X۴, aX٣ + bX۵ + cX۶, X٧ >

A١٠
۴ :< X٢, aX۵ + bX۶, bX١ + aX۴, X٧ >(a ̸=0)

A١١
۴ :< X۶, X٢ + aX۵, X٣ + aX۴, X٧ >(a ̸=0)

A١٢
۴ :< X۵, X٢ + aX۶, X١ − aX۴, X٧ >

دلخواه بردار لذا نماییم. می اضافه آنها به را X٧ بردار بعد و کنیم می محاسبه را L۶ بعدي چهار زیرجبرهاي ابتدا اثبات-
را L۶ بعدي سه زیرجبرهاي از یک هر از Z و Y ،X بردارهاي و W = b١e١ + b٢e٢ + b٣e٣ + b۴e۴ + b۵e۵ + b۶e۶

باشد. L٧ متناظر زیرجبر g و L۶ بعدي چهار زیرجبر یک h = span{X, Y, Z, W} کنیم می فرض و کنیم می انتخاب
[X,W ] = دهیم قرار و کنیم انتخاب را A١

٣, A
٣
٣, A

۴
٣, A

۵
٣, A

٧
٣, A

٨
٣, A

٩
٣, A

١٠
٣ بعدي سه زیرجبرهاي از یک هر چنانچه

[Z, W ] = γ١X+γ٢Y +γ٣Z+γ۴W و [Y, W ] = β١X+β٢Y +β٣Z+β۴W ،α١X+α٢Y +α٣Z+α۴W
زیرجبر لذا و است محاسبه قابل X, Y, Z بردارهاي توسط کند صدق فوق شرایط در که شده محاسبه W بردار صورت این در

داریم: A۶
٣ و A٢

٣ جبرهاي زیر مورد در نیست. مطلوب اینجا در که شود می بعدي سه آمده بدست
[X,W ] = α١X + α٢Y + دهیم می قرار صورت این در باشند Z = e٣ و Y = e٢ ،X = e١ کنید فرض اول حالت
بدست و [Z,W ] = γ١X + γ٢Y + γ٣Z + γ۴W و [Y, W ] = β١X + β٢Y + β٣Z + β۴W ،α٣Z + α۴W
به g ، X٧ بردار کردن اضافه از پس .W = e۴ داریم مناسب پایه انتخاب با .W = b١e١ + b٢e٢ + b٣e٣ + b۴e۴ آوریم می

آید. می در A١
۴ فرم

[X,W ] = دهیم می قرار صورت این در باشند Z = ae٢ + be۴ و Y = e۶ ،X = e۵ کنید فرض دوم حالت
.[Z, W ] = γ١X+γ٢Y +γ٣Z+γ۴W و [Y,W ] = β١X+β٢Y +β٣Z+β۴W ،α١X+α٢Y +α٣Z+α۴W

آید: می پیش حالت دو
بنابراین و شود می تولید X, Y, Z بردارهاي توسط که W = b٢e٢ + b۴e۴ + b۵e۵ + b۶e۶ صورت این در a ̸= ٠ اگر الف)

است. بعدي سه آمده بدست زیرجبر
انتخاب با که W = b٢e٢ + b۴e۴ + b۵e۵ + b۶e۶ داریم و Z = e۴ و Y = e۶ ،X = e۵ صورت این در a = ٠ اگر ب)

آید. می در A٢
۴ فرم به g ، X٧ بردار کردن اضافه از پس .W = e٢ آوریم می بدست مناسب پایه
آیند. می بدست L۶ بعدي سه زیرجبرهاي به X٧ بردار کردن اضافه از حالات بقیه
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�
هستند: زیر صورت به L٧ بعدي پنج زیرجبرهاي -5 قضیه

A١
۵ :< X١, X٢, X٣, X۴, X٧ >

A٢
۴ :< X٢, X۴, X۵, X۶, X٧ >

دلخواه بردار لذا نماییم. می اضافه آنها به را X٧ بردار بعد و کنیم می محاسبه را L۶ بعدي پنج زیرجبرهاي ابتدا اثبات-
L۶ بعدي چهار زیرجبرهاي از یک هر از W و Z ،Y ،X بردارهاي و T = b١e١ + b٢e٢ + b٣e٣ + b۴e۴ + b۵e۵ + b۶e۶
باشد. L٧ متناظر زیرجبر g و L۶ بعدي پنج زیرجبر یک h = span{X,Y, Z,W, T} کنیم می فرض و کنیم می انتخاب را
[X,T ] = دهیم می قرار صورت این در باشند W = e۴ و Z = e٣ ،Y = e٢ ،X = e١ کنید فرض اول حالت
[Z, T ] = ، [Y, T ] = β١X + β٢Y + β٣Z + β۴W + β۵T ،α١X + α٢Y + α٣Z + α۴W + α۵T
آوریم می بدست و [W,T ] = λ١X + λ٢Y + λ٣Z + λ۴W + λ۵T و γ١X + γ٢Y + γ٣Z + γ۴W + γ۵T
بعدي چهار آمده بدست زیرجبر لذا و شود می تولید X,Y, Z, W بردارهاي توسط که T = b١e١ + b٢e٢ + b٣e٣ + b۴e۴

است.
است. اول حالت مانند نیز حالت این .W = e۶ و Z = e۵ ،Y = e۴ ،X = e٢ کنید فرض دوم حالت

چهار زیرجبرهاي به X٧ بردار کردن اضافه به L٧ بعدي پنج زیرجبرهاي بنابراین است بعدي پنج زیرجبر فاقد L۶ اینکه به توجه با
دهند. می تشکیل را A٢

۵ و A١
۵ حالات که آیند می بدست L۶ بعدي

L۶است. لی جبر L٧ لی جبر بعدي شش جبر زیر تنها -6 نتیجه
بجز بعدي شش زیرجبر هیچ نیز L٧ لوي، تجزیه به توجه با بنابراین و ندارد بعدي پنج زیرجبر هیچ L۶ ،5 قضیه به توجه با اثبات-

ندارد. L۶

�
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