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Résumé La méthode d'équivalence de Cartan permet de décider de I'équivalence locale de deux
objets de nature géométrique sous l'action d’'un pseudo-groupe de difffomorphismes
locaux. En utilisant cette méthode, nous donnons des conditions explicites pour qu’'une
équation différentielle ordinaire du 3eme ordre soit linéarisable par une transformation de
contact.Pour citer cet article: S. Neut, M. Petitot, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. | 335 (2002)
515-518.
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The geometry of the equation y”’ = f(x, y,y', y")

Abstract Cartan’s method of equivalence allows to decide if two geometrical objects are equivalent
under a pseudo-group of local diffeomorphisms. Using this method we give explicit
conditions for a third order ordinary differential equation to be linearisable by a contact
transformationTo cite this article: S. Neut, M. Petitot, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. | 335
(2002) 515-518.
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1. Introduction

Grace a sa méthode d'équivalence [1,4,5], Cartan a facilement démontré que I'équation générale du
deuxieme ordre)” = f(x, y, y’) peut étre linéarisée sous la fornpé = 0 par une transformation de
contact. La classification de I'équation générale du troisieme ordre

Y'=fy vy @)

est nettement plus compliquée puisque les équatihs 0 ety + y = 0 ne se déduisent pas I'une de
I'autre par une transformation de contact.

Sous la direction de Cartan, Chern [2,3] en 1937 calcule les équations de structure (6) et (8) obtenues en
discutant sur la nullité d’un semi-invariant mis en évidence dans la thése de K. Wiinschmann en 1905.

Gréace au calcul sur machine, nous obtenons explicitement les invariants fondamentaux mis en évidence
par Chern, ce qui nous permet d’esquisser la classification de I'équation générale du troisieme ordre sous
I'action du groupe des transformations de contact. Des conditions simples de linérarisation de I'équation (1)
sontdonnées. Signalons les travaux de Sato et Yoshikawa dans [6] qui démontrent le Théoréme 1 en utilisant
des résultats de Tanaka.
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2. Formulation du probléme

Pour toutr € N, on considére I'espacé dles jets d’ordre deR dansR. Unetransformation de contact
de ¥ dans 3 est un diffeomorphisme analytiqlecal qui préserve le module des formes de contact du
J'. D’'aprés un théoréme de Backlund, une telle transformation de contaétdend 3 (n > 1) est la
prolongation d’une transformation de contact deldns 3.

Soit x:= (x,y,p = y',qg = y") € R* un systéme de coordonnées locales 8eDeux équations
y"'=f(x,y,y,y") ety” = f(x,y,5,y") sont équivalentes par une transformation de corxtact (x)
lorsqu'il existe [3,4] des fonction&us, ..., ag) de ¥ dansR telles que

dg — f(&, 3, p.q) dx ar(¥) az(x) az(x) 0 dg — f(x, y, p.q)dx
o dy — pdx _ 0 asx) 0 0 dy — pdx @
dp —gdx - 0 as(X) as(X) 0 dp —gdx )
dx 0 a7(X) ag(X) ag(X) dx
@ (X) g(xX)eG »(X)

On se raméne a I'équivalence de dekpstructures, i.e. au systeme de Piafh = 0 en posand = gw et
0=ga.

3. Lesemi-invariant 1
Apreés quatre normalisations, on obtient les équations de structure suivantes

dol =7l A 0L+ 72 A 03+ 1162 A 94,
d92 =71 A 02+ 275 A 02— 93 A 64,

3
(R S VNARE LUNCLEE SUNCARCEYN A ®
do* =73 A2+ 74 A3+ O A 04,
faisant apparaitre I'invariadg = 1 /ag en posant
Iz_%fpfq‘*‘%Dxfp_%foq_fy‘*‘%ququ_z%fqg 4

la dérivation totale étant notd®, :=d/dx + pd/dy +qd/dp + f(x,y, p,q)d/dq.

D’apres Wiinschmann, la nullité du semi-invariarsignifie que la condition de contact de deux courbes
intégrales voisines solutions de I'équation (1) est une équation de Monge du 2eme ordre.

Pour une équation linéaire de la forme

"

¥y +a@x)y" +b(x)y +cx)y=0, (5)
ona:l =1/6a" +1/3aa’ +2/27a® — 1/3ab — 1/2b’ + c. Vessiot a montré que la conditidn= 0 traduit
I'existence d'un systéme fondamental de solutigns y», y3) = (Zflez,z%) telles que les fonctions

(z1, z2) forment un systéme fondamental de solutions d’'une équation linéaire du 2eme ordre qui se déduit
de (5).

4. LecasI =0

A cette étape, aucune normalisation n’est possible. Aprés une prolongation et trois hormalisations, il
faut prolonger encore une fois pour obtenir un systeme en involution. Les équations de structure obtenues
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(formules (25) dans [3]) :

dol=—01 A 6% — 63 A 65,

do2=—62 A 65— 202 A 0% — 03 A 6%,

dod=—01 A 0% — 0205 —03 A0°—03 A G2,
do?=—02A07—03 A 68— 0% NGO,

do®> = —201 A 98 — 93 A 67 — 6% A 6,

do® = —01 A 07 — 03 A 6104+ 96 A 09,

do7 = 1101 A0%2 4+ 0L A O3 + 1302 A 63 — 04 A 010 — 05 A 07 — 98 A 0B+ 07 A 69,
do8 = 1401 A 02 4+ I5601 A 03 + 1602 A 63 — 0% AO7 — 65 A 68,

do® =61 A 68 — 62 A 910+ 9% A 6S,

do10= 1701 A 62 + Ig01 A 03 + 1092 A3 — 65 A 010 — 68 A 97 — 209 A 910

(6)

font apparaitre neuf invariantgy, . . ., Ig) fondamentaux. Grace a l'identité de Poinca(és’) = 0 pour
1 <i < 10, on montre que l'algébréifférentielle(les dérivations sondualesdes 1-forme®?, ..., 610)
générée par ces neuf invariants est engendrée par I'invariant :

1
Is = _é—fg’”q : (7)
atag

Pour I'équationy’”’ = 0, les neufs invariants fondamentaux sont nuls. Par suite,

THEOREME 1. — L'équationy” = f(x, y,y’,y"”) se raméne a I'équation” = 0 par une transforma-
tion de contact si et seulement/s= 0 et f;444, = 0.

5. Lecasl#0

Dans ce cas, on normalise I’invariakytag’ a1 en posanig = J = /I, ce qui conduit aux équations de
structure (formules (32), (33) dans [3]) suivantes comportant 16 invariants fondaméhtaux, /1) :

dot = —01 A 65+ 1162 A 63 + 02 A 0% + 1,63 A 64,

do2 = 1362 A 93 — 02 A 95 — 03 A 64,

do3 = 1101 A 02 — 01 A 0% + 1502 A 63 + 1602 A 0% — 63 A 6°, (8)
do* = 17601 A 02 + Ig01 A 63 + 1962 A 63 + 11062 A 64,

do> = 11101 A 62 + 11901 A 63 + I1301 A 0% + 11402 A 63 + [1502 A 0% + [160° A 62,

Lidentité d(d’) = 0 pour 1< i < 5 permet de montrer que I'algébre différentielle générée par ces 16
invariants est engendrée par les quatre invariants (gr=al?) :

18:::;5217
Jaj
o =8Jafqd + 2fqJ% —12J,J +12J,D,J
3= 3.]3611 ’ (9)
DyJ, — D2J, — J,
lo=— T3 .
; —3J2f, — J2f2+3J%D, f; —6J D2J + (D, J)?
2= .
64

Pour I'équation générale (1), la 1-forme invariagfevaut

0% = Jdx + (J, — Dy J,)(dy — pdx) + J,(dp — g dx). (10)
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La nullité de la 2-forme invariantesd est une condition nécessaire et suffisante pour que I'on puisse
fixer le semi-invarianf = (/)2 a la valeur 1. En posanf = dx, on a alors :

1 1 2 da
95 = éfq dx + E(6qu - 3Dquq - qufq)(dy - de) + §qu(d17 - qu) + a_]_l (11)

THEOREME 2. — Soit une équation” = f(x,y,y’,y”) telle quel # 0. Alors, les trois conditions
suivantes sont équivalentes
(i) L'équation est linéarisable sous la forn(®) par une transformation de contact.
(i) Les invariants définis ef8), sauf éventuellemei = Is, sont nuls.
(i) Les2-formesdd? etds® définies er(8), (10) et (11) sont nulles.

Pour I'équation linéaire (5), une transformation ponctuelle de la farme (x) ety = n(x)y ne modifie
pas le semi-invarianf = 1 mais permet de se ramener au a&s) = 0. On a alorsl, = (1/2)b(x) et
I =—(1/2)b'(x) + c(x) = 1. Par suite, I'équation linéaire se raméne a la focargonique

y" +bx)y + (1+1/2b'(x))y =0. (12)
Le casl> = 0 correspond a I'équatiofi” + y = 0 étudiée par Chern [3].
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