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SUR UNE CLASSE
D’EQUATIONS DIFFERENTIELLES,

Par M. E. VESSIOT,

MAITRE DE CONFERENCES A LA FACULTE DES SCIENCES DE LILLE.

Nous nous proposons d’é¢tudier les équations differenticlles du pre-
mier ordre
dr

i Iz, ),

(1)
qui jouissent de celte propriété que leur intégrale générale a0 s'ex-
prime, en foncetion d’un certain nombre d’intégrales particulivres

(2) - S (N

par une formule, connue ou inconnue,
(3) s flay, oo, x| a),

qui subsiste lorsqu’on y remplace les intégrales (2) par 2 autres in(é-
grales particulieres quelconques.

En d'autres termes, il s’agit des équations du premier ordre, qui
possedent ce que Uon peut appeler des systémes forndamentaux ¢'inté-
grales. Nous montrerons que ces équations se ramenent, par un chan-
gement de foncetion

xro=o(X),

T

a des équations linéaires du premier ordre avee ou sans second mem-
bre, ou a des équations de Riccati, résultat qui a été démontré par
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M. Konigsherger ('), dans le cas ou la relation (3) est algébrique en

Xy, ..., x,. Nous indiquerons ensuite comment on peut [es caractériser
. ’ - . . . . M : 7 " ’

et en ramener 'intégration soit & deux quadratures, soit a Pintégra-

tion d’une équation de Riccati (*).

I. Nous démontrons d’abord un lemme sur les groupes de transfor-
mations. Il résulte des pfoposilions fondamentales de la théorie de
M. Lie, que la condition nécessaire ct suffisante pour que les équa-
tions

xp == fi( &gy oo, x| gy oy @) (£-~1,9, ..., 0)
définissent un groupe & r paramttres est que fy, fu ...y [y soicut les
n intégrales d’un systeme complet de Ja forme

” ”

N . ()/ ~ ’)f N
z_’gh[(.‘p,, ceey ) 1)1, _.Jr}-‘ﬁh,‘.((t‘, ey () i, 0 (fe =1y, 000y 1),
[N ko=l

qui se réduisent respectivement & xy, &y, ..., &, quand ony donne
aux a certaines valeurs particulivres @), ..., «,. On doit supposer, de
plus, que le déterminant des fonctions B4, n’est pas identiquement
nul.

Cela posé, soient
(4) i fi( gy ooy T | g oy ) (F 1,2, n)
les équations d’un groupe simplement (ransitif; et faisons-y le chan-
gement de parametres
(5) b= fi(a, oo ab ay, oo, 01y) N T B K
les nouvelles équations du groupe

(6) T gl Xy oy Oy o, by (i 1,2y o0,nm)

sont telles que g; se réduit & b, quand on y remplace x,, ..., x, par

(1) Adcta mathematice, t. 111,

(%) Ceei prouve, comme nous Favions annoneé, que les dquations du premicr ordre
que Fon rencontre dans Papplication de notre méthode d'intégration des dquations
linéaires peuvent étre remplacées par des équations de Rieeatis (Voir Aun, de 1" Feole
Norm., 18qgv.)
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0
ye

), ..., z,. Or, d’apres le théoreme précédent, les g sont intégrales
d’un systeme complet

n n
Y . Y ()/ R
>§/zi(xl7---:a’lz)+2 ﬁ/l-k(bla"wbn)mt:‘u (h==1,2, ..., n);

=1 =1

et, de plus, le groupe (4) étant transitif, le déterminant des Z,; n’est
pas identiquement nul. Donc, toujours en vertu du méme théoreme,
les équations

(7) bi=gi(2yy ..y @y |01y ooy 0p) ({==1,2,...,1)
définissent un groupe aux parametres a,, ..., x,. Cest le résultat que
nous voulions obtenir.
2. Revenons & I'équation (1). De la propriété que nous lui suppo-
sons résulte que les équations
i == (&, ooy iy | ;) (E=1,2, ..., n)

définissent un groupe simplement transitif. Si done 'on pose

b= [(axy, ..., 2} | a;:),
on aura des équations analogues

Xpzm g ( &gy oo ey iy | 0:) 5
et, en vertu de notre lemme, les équations

bi =g (g, .., | 0;)

définissent elles-mémes un groupe, ce qui revient i dirve que la seule
équation

O'=g( 2y, ..., x| 0)
définit un groupe. On peut done supposer que, dans la formule (3),
la constante d’intégration @ est tellement choisie que I’équation
(8) a'= f(&gy ..., x| &)

définisse un groupe aux paramitres z,, ..., z,.
Or M. Lie a démontré qu’il n’y a que trois types de groupes & un
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paramelre : le groupe linéaire homogene, le groupe lincaive oeneral
et le groupe projectif. Donc, par un changement de variables conve-

nable, _
a=—ao(c), a==o(ce),

I"équation (8) prendra une des trois formes

el (g o),

¢ e 01(‘1"l~ R '“/1) -+ 02('1‘11 .. -»‘1'11)!

o (01( Ly g ly) Oy(ry, ooyity I
Ty (g ey 2y) O (s )

Cela revient 2 dire que Péquation (3), qui définit Pintégrale géndérale
de I'équation (1), prend, par le changement de fonetion et de con-
stante

(XY, e w(e),

"une des trois formes
X eca (),
X veo(l) -+ 2z (1,

o (L) ez, ()
. 2
coy(l) 2, (1)

et que, par suite, le changement de fonetion
aow(X,

appliqué a I'équation (1), fournit ane équation linéaire sans second
membre, ou avee second membre, ou une équation de Riceati, Cest e
théoreme annoneé.

La réciproque est, du reste, évidente, en vertu des propriétés hien
connues des équations linéaires et de Uéquation de Riceati. Blle
montre enfin que le nombre 2 des intégrales d'un systeme fondamental
est 1, 2 0u 3. De la trois classes d"équations que nous allons étudier
suecessivement.

3. Equations de la premicre classe. — 1. équation (1) provient, par un
changement de fonetion
(X)),
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d’une équation linéaire sans second membre

X :
(9) X ()X =o.

On a done
Bz, ) =—P () X5'(X),

’ s\ . ~ H ’ » . . -
c¢’est-d-dire que F est le produit d’une fonction 2 par une fonction de ¢,
ce qui s'exprime par I'identité

d?logk Y
dx It

ou
p O2F _ oF oF
dx Jdi dx It~

Réciproquement, si cette condition est remplie, I'équation (1) est
une équation de la premicre classe, ct s'integre par deux quadratures
indépendantes. On a, en eflet,

F(.Z‘, = P(¢) l.‘b(.l'),
et on pourra prendre

P(0) = hF (g ), Y() = K F (2, 1),

Posons alors

¢’ est-a-dire
dx

X:—;cw'/lm;

et celle ¢quation définira le changement de fonction qui rambne
I"équation donnée & la forme (g). D’autre part, la proposée s”écrit

dx
_LP—(ZL_'—)_ — P ( t) (l[ H

" dr ')
W‘;‘j _.‘./l* (¢)dt.

Ann. de l'Ee. Normale. 3° Série. Tome X. — Fivrisr 1893. S

d’ott 'intégrale
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En résumé, les équations de la premicre classe sont celles ou les variables
sont separees.

4. E‘quations de la deuxiéme classe. — Si l’équulion (1) provient
d’une équation linéaire avee second membre

(ro) -(:7}—/{- P YX == Q(¢),

par un changement de fonction

o= C:J(X),
on a
B, 6) =—P )X ¢'(X) - Q) ¢'(X).
[ est done intégrale d'une ¢quation linéaire du second ordre, dont les
coefficients sont fonctions de 2 seul. De plus, deux des intégrales de
cette équation
dty . dy
o) dan R G )y o

sont
yi=Xo'(X), e (X)),

et sont, par suite, lices par la relation

d (_y,)
Ya o Vo ’

¢’est-h-dire
(12) Yo Yoy Vi

L’équation (r1) a done cette propriété que le déterminant fonetionnel
de deux intégrales est une intégrale; on en conclut sans peine

Réciproquement, si cetle condition est remplie, je dis quon peut
trouver deux intégrales de Péquation (11) vérifiant la relation (12).
Soient, en effet, z,, z, deux intégrales quelconques; on a, par hypo-
these,

(13) S 5) == 5y 5y mm - b3y
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et si I'on pose

}’235‘51‘*‘1)52: _)’1:’551,

on retombe précisément sur la relation (2). <Si b était nul, on pose-

ity — 12
rait y, = — - 5,.
Supposons donc que F soit intégrale d’une équation de la forme
&y LY 2V =o:
(14) L @) N @)y =o;

F(z, t,), F(x, t,) en sont deux intégrales, et 'on a une identité
F(z, ) = A (&) F(a, ) + A () F(a, L),

oul’on déterminera A, et A, en donnant & o deux valeurs particulicres.
On a de plus une identité de la forme

B, 1) P00 g, 1) 200 E) e, 1) - 00, 1),

ol les constantes @ et b s¢ déterminent de méme. Si on pose alors
N N | -
Vo= alt(x, ) + b F(x, ), Yi== 7 (o, ),
i
on a enfin une derniere identité de la forme

[ (w, ) == P ()1 Q4

ol P et Q sont connus, ct ol y,, y, vérifient la condition (12). I’ ¢qua-
tion
) gl
Ve
définit alors un changement de fonction qui transforme P'équation
donnée en

dX . /o
T POy Q( (Ol (_ l_

ou, a cause de (12),

dX 1
T 3,‘2 [—P(O)yi+ QL) y:]
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¢’est-i-dive en Uéquation (o). Gelle-ci sintegre des lors par deux qua-
dratures superposées.

En résumé, les dquations de la dewreicme classe sont celles pour les-
quelles ¥ est intégrale d’une équation lincaire du second ordre a cocffi-
cients en x telle que le déterminant fonctionnel de dewr intégrales en soit
une intégrale; elles s'intégrent par dewx quadratures.

Remarque. — On peut (raduire cette condition par deux identités
entre F et ses dérivées. I osatisfaisant & Uéquation (1), il en est de

2

. JaF Jl ., . ,
meme de e de plus, Fet = sont deux intégrales indépendantes,

J at
sans quoi
A F_J{lﬂ' 4)1" Jar o
doedt de ot

et Péquation serait de la premivre elasse. On doit done avoir (et eely
suffit)
N 1 0A - ) A O /AN VA U
A(ar) e o S, 2 () - ( . ! , ‘ .
A o ’ Ao wartal ot e dt
Les conditions annoneées sont done

d* logA
oo ol
1 (()l" A 758 LA ) P log A

A\ g ot ot dat dua Ol LR

On peut enfin remarquer que la premiere, développée, s'éerit

i J' R

M
Jr 0*F ket
o e adl ot L o
753 U8 O ah
O drott datort |
5. Equatwns de la troisiéme classe. — Si Féquation (1) provient

d"une équation de Riceati,

dX

(1d) e

S POOXE Q00X 4 (1,
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par le changement de fonction x = ¢(X), on a
F(z, t) =P )Xo/ (X) + Q(6)X ¢/ (X) + R(£) ¢/(X).

F est donc intégrale de Iéquation linéaire du troisitme ordre, i coef-
ficients indépendants de ¢,

, PI i T D
(16) T M) g h e ) g (= o,

qui admet pour intégrales

y1i=X*¢'(X), Y= X ¢'(X), Ya=9'(X).
Ces intégrales vérifient les identités
(17) FYs— 5= 0,
(U8)  Ja=0a)e =020 RN Y0 Ve s
Péquation (16) est done identique & sa transformée au déterminant
fonctionnel de deux intégrales. Je dis que, réciproquement, s'il en est
ainsi, on peut (rouver trois intégrales vérifiant les identités (17) ot

(18). Soient, en ellet, u,, u,, a, trois intégrales quelconques. On a, par

hypothese,

Uyl = Uy 10y = Ly q Uy~ Uy Uy ~= g Uy,
(r9) Ug €8 — 1y == gy Uy~ (lyy Uy~ Clyytly,

d’ot fa relation quadratique
Za[/cuiu,,:, 9] (6 k==1,2,3).
ik

On peat alors trouver trois nouvelles intégrales z,, z,, 5, telles que
cette relation prenne la forme

(20) 518y &1z o,
Posons

—— ~, e r,—l — H’ lod ! — -
W IZ 3,5 — 5,5y, 200y 555 - 5 By, Wy By 5y — 5,5y
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on a
W Ty WS 2V 5y TR0,
’

Wy S, - WSy — a5, T 0,

et aussi, & cause de (20),

Ty 83 b Syl 2595y T 6O,
3 5 S, S = 2 Ea G, T O
515, 555, Su S,
et, par suite,
Wy £, 0,
e = e fia
3 D9 Sy

Or ces identités sont de la forme

by st by sy 4 by msy,
by 5yt bag Syt Doy sy = 034,

byg 5yt by Syt by 34 35,

ol les & sont des constantes. On a done

byp=—m by, an i
by Doy tn by } o,
by o by o l

¢’est-d-dire que o est lui-méme une constante donnant lieu aux iden-

tités
- / ! ’ ’ ’ '
(21) MILIE STy o 51 S5y, T, Ty S PR oy EI P
Sialors on pose
(22) Sy Y, Sy Yy Sy Vo,

Yis Yar ¥s sont les trois intégrales demandées,
Cela posé, supposons que F(a,z) satisfasse & une équation (16)
ayant la propriété énoncée. On pourra poser

wy== F (e, b)), ty = F(a, 1y), wy == F (e, ty),

et reprendre les caleuls précédents, les constantes ay et o qui v
figurent se calculant, comme on I'a va au paragraphe précédent, au



SUR UNE CLASSE D EQUATIONS DIFFERENTIELLES. 63

moyen d’équations du premier degré. Les intégrales y,, v., yq étant
déterminées, on a

F(a, ) =P () y1+ Q) yy+ R(&) ys,
et les fonctions P, Q, R s'obtiennent encore en donnant & x (rois

valeurs particulieres. Si 'on pose alors

X = 21— >
e

on trouve, en vertu des identités (18),

(lX flx . yl R
=7 = o ML L) =y, : Oy, 1y,
77 dxl(“L’,) yg(l_)l—i— Dys+ Ryy)
ou
aX — X2 ’ YiVs

¢’est--dire 'équation (15). On a done bien allaire & une équation de
la troisieme classe, et tout revient i intégrer Péquation de Riceati (15).

Enrésumé, les équations de la troisiéme classe sont celles pour lesquelles
F est intégrale d’une équation lincaire du troisicme ordre, a cocfficients
en x, identique @ sa transformcee aw déterminant fonctionnel de deux
intégrales. L'intégration s'en raméne, par des caleuls algébrigues, a celle
d’une équation de Riccali.

Remarque. — 11 est facile de donner la forme générale des équa-
tions (16) qui jouissent de fa propri¢té precédente. Posons, en effet,

’ Sy Ve

il vient
o? 3 AR . . s .
e oA o (A2 M 4= ) == L A 1 e ) 20,
PRl (A% 2+ [J)’/"’. = (hp A= o V) =0

[dentitiant avec (16), on obtient
h=o0, TR
Le type d’équation cherché est done

dy dy
dx? +1"'("”);/‘; +4p/(2)y = o.
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Cestla forme générale des dquations Tinéaives du troisicme ordre,
manquant de sccond (erme, et dont (rois intégrales sont lices par une
relation quadratique i coeflicients constants,

I serait facile de déduire de T, comme on a fait au paragraphe
précédent, les relations différentielles entre 19 et ses dérvivées, qui
caractérisent les ¢quations de la troisieme elasse,



