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SUE LES FIBRES TANGENTS D'ORDRE 2

BY CHRISTOPHE YUEN

Dans ce article on generalise aux fibres tangents d'ordre 2 les resultats sur
les relevements de derivations aux fibres tangents [4]. Si M est une variete
differentiate de dimension finie, on designe par τ2(M)— (T2M, π, M) le fibre
tangent d'ordre 2 de M. On associe a toute derivation D de Γalgebre tensorielle
£Γ(M) des champ de tenseurs sur M, une derivation DΠ de 2"(T2M), appelee le
relevement de D a T2M. L'application D->DΠ est un homomorphisme d'algebres
de Lie. De meme, on definit le relevement d'une derivation de Γalgebre ex-
terieure Λ(M} des formes differentielles sur M a T2M. D'une fap on generate
on peut definir les relevements de derivations aux fibres tangents d'ordre
superieur et la plupart des resultats restent encore valables.

Dans la deuxieme partie on etudie certaines 1-forme vectorielles h sur T2M
et les derivations ih et dh de Frδlicher-Nijenhuis attachees a la 1-forme vectorielle
h. Ces derivations donnent un calcul differentiel sur le fibre tangent d'ordre
2.

PARTIE I

Relevements de derivations aux fibres tangents d'ordre 2

1. Relevements des tenseurs.

Soit M une variete differentiate de dimension finie n. Si {xh} est un
systeme de coordonnees locales sur un ouvert U de M, un jet j0

2F d'ordre 2 de
R dans £7, d'origine O^R, peut etre represente par(*ft, yh, zh} :

rn_Fh(n, r._x -F (0), y -

oύ Γapplication F: R^U a pour Γexpression locale: xh—Fh(t\ t^R. L'ensemble
des jets d'ordre 2, d'origine O(=R, de R dans M forme une variete differentiate
T2M. Si π est la projection naturelle de T2M sur M, {xh, yh, zh] forme un systeme
de coordonnees locales sur π~l(U\

Soit /<Ξ £F(M) une fonction differentiable sur M. On peut ecrire localement :
f=f(x) sur U. Les functions sur π~l(U) definies par :

Received Oct. 22, 1975.

197



198 CHRISTOPHE YUEN

determinent trois fonctions globales sur T2M, notees respectivement par /°, /7

et fπ. Un champ de vecteurs sur T2M est completement determine par ses
actions sur les fonctions /7/, avec /e£F(M).

Soit X^T(M) un champ de vecteurs sur M. Localement on peut ecrire
X=Xh(d/dxh} sur £7. Les champs de vecteurs sur π~l(U) definis par:

determinent trois champs globaux de vecteurs sur T2M, notes respectivement
par X°, X1 et X11. Un champ de tenseurs de type (1, s) (resp. de type (0, s))
sur T2M est completement determine par ses actions sur les champs de vecteurs
XΠ, avec X^T(M).

Soit ω^Λl(M) une 1-forme differentielle sur M. Localement on peut ecrire
ω=ωhdxh sur U. Les 1-formes differentielles sur π~l(U} definies par:

determinent trois 1-formes differentielles globales sur T2M, notees respective-
ment par ω°, ω1 et ω11.

Plus generalement, les relevements d'un champ de tenseurs sur M a T2M
sont definis par les conditions: soient R, 5, Te£Γ(M) des champs de tenseurs
sur M, on a [3] :

(S(S)T)°:=S0(S)T0

)/=rS/(8)T0+S()(8)T/

(R+syl=RII+sΠ

2. Relevements de derivations de £Γ(M).

Soit £Γ(M) Γalgebre tensorielle des champs de tenseurs sur M. L'ensemble
des derivations de £Γ(M) forme une J?-algebre de Lie, notee par ^(£Γ(M)). Un
element De^)(2*(Λf)) est completement determine par ses actions sur £F(M) et
^ (M). Toute derivation D de £Γ(M) se decompose d'une faf on unique :
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oύ Lx est la derivation de Lie par rapport au champ de vecteurs Ze3f(M) et
iF est la derivation de £Γ(M) definie par un champ de tenseurs F de type (1, 1)
sur M.

PROPOSITION. Deux derivations D et D de £Γ(T2M) sont identiques si et
seulement si

(a) Dfπ=Dfπ pour toute fonction /e £F(M)
(b) DXII=DXΠ pour tout

Preuve : Considerons D et D sous sa forme canonique'

D=Lχ+iF, D=Lχ-{-ij,

oύ Z, le^(T2M) et F, FeHYCT2M). La condition (a) implique que Xfπ=Xfn

pour toute fonction differentiate /e£F(M), d'oύ Z^Z. La condition (b) im-
plique que

[Z, F^+FF77-^ Yπ-]+FYπ

pour tout champ de vecteurs Γe3f(M). Comme X—X, on a FYn—FYn pour
tout FeX(M). Comme les champs de tenseurs sur T2M sont completement
determines par ses actions sur les champs de_vecteurs de la forme F77, avec
FeΞ3?(M), on a F=F. Par consequent, .D^Λ Soit D=Lx+iF une derivation
de £Γ(M). On pose

D°, D7 et D77 sont des derivations de £Γ(T2M), appelees les relevements de D a
T2M. On a les relations :

PROPOSITION. Pour toute /e£F(M) et tout Ze3?(M), on a

D°fn= (D/γ D°Xn= (DXγ

D1/11^ (DfY D*XΠ= (OX)1

Dπfπ= (Df}π D77^77-: (DX)Π

Preuve: Soit Ώ~Lx+iF une derivation de £Γ(M). Pour toute /e£F(M), on

Dπfπ= Xπfπ= (Xf)π= (DfY1 .

Pour tout YtΞ%(M\ on a
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TH£OREME. L 'application D^>Dn est un homomorphisme d'algebres de Lie
de ^)(£Γ(M)) vers

Preuve: Soient D—Lx+iF et D—Lx+ij deux derivations de H'(M). On
verifie facilement

Or, le commutateur [£, D] peut s'ecrire sous la forme :

ou iw—\_Lx, zVl+Cv, Lχ~]-{-[iF, i i] est une derivation de 2*(M) definie par un
champ de tenseurs W de type (1, 1) sur M. La derivation v est completement
determinee par ses actions sur 3?(M). Pour tout champ de vecteurs
on a

77, r77]
— -[_Xn, FIIYII~]+FIIFIIYII—FΠFIIYΠ

D'autre part, on a

oύ

%— C^jr//, ΪF//]+[V/Λ Lχii]+[iFn, ijii] est une

derivation de £Γ(T2M) definie par un champ de tenseurs W de type (1, 1) sur

T2M. Pour tout champ de vecteurs Fe3?(M), on a

w/7-[^77,F77r77]-F77[z77, y/7]+F77[J77, r77]
— [J?77, F77 F77] + FΠFΠ Yπ — FΠFΠ Yπ

c'est-a-dire que WYπ=WπYI]ί pour tout 7e3f(M). On deduit que W= Wπ.
Comme [Z77, ̂ /7]-[Z, XJ1, on a ainsi demontre que [£>77, D7/]-[D, ί)]77.

Les applications D-^D0 et D-+D1 ne sont pas des homomorphismes d'algebres
de Lie car [*°, r°]=0 et [̂ 7, F7]-[Z, F]° pour tout X,

3. Relevements de derivations de Λ(M).

Soit Λ(M) Γalgebre exterieure des formes differentielles sur M. Toute
derivation D de degre r de Λ(M] se decompose d'une facon unique [1] :
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oύ IL est une derivation de type z*, determinee par une (r+l)-forme vectorielle
L sur M et dN est une derivation de type d*, determinee par une r-forme
vectorielle N sur M. On pose

DII=iLιι+dίfn

Dπ est une derivation de Λ(T2M\ appelee le relevement de D a T2M.
LEMME. Soit Q un element de 2V(M) aυec les composantes locales Qh

τι...ls.
Les composantes locales QABI BS de Q11 sont donnees par :

QhιΓ n is—(Q ii it-is)

Tΐ/i _ ( C\h \H
V tr ίβ— W ii-ij

/Ίfc . _ (Γ\h \1
V ti tί is — \V t^ if is/

rfi . . —(nh \°
V t j iί tr tβ V^ tj—tί— tr i*/

/^Λ = _ tr\h N O
V tl tf lί - \V tj-tί- ts/

composantes etant zeros. (Notations: yh=xκ; zh—x11)

LEMME. Solent L et N des formes vectorielles sur M. On a les relations :

ou [_N, L] est le crochet de N et L, au sens de Frόlicher-Nijenhuis.

Preuve: Si Le=!P(M) et N^Ψr(M}y on a

(r—

On deduit que 7V777\L/7-(Λ^7\L)/J.
Soit {x1} un systeme de coordonnees locales defini sur un ouvert U de M.

Si L^WP(M) a pour composantes locales Ll

aι...ap et si N^Ψr(M) a pour com-
posantes locales Af*^...^, le crochet [ΛΓ, L] a pour composantes locales [1] :
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\_l\j L,\ bι" brcii" ap

_ V ~Γ) ( \Γk
— — γ j p i - V v [δr δr

('l*l1' αr-αp]~^^ Cαr αp^l Λl^ v δr-δr]

A Γaide des expressions locales donnees par le lemme precedent, des verifica-
tions directes montrent que

IN11, Lnl=lN, LJ1

TπέOREME. L 'application D->DΠ possede les proprietes suivantes :
(a) Pour tout_λtΞR, (λDY^λD11;
(b) Si D et D sont deux derivations de meme degre de Λ(M\ on a

(D+Dyl=DII+Dπ;

(c) Si D et D sont deux derivations quelconques de Λ(M), on a

Preuve: Soient D~iL-\-dN et D=ij;+dx deux derivations de Λ(M). On
verifie facilement

(D+Dyι=Dn+Dπ

Si D et D sont deux derivations quelconques de Λ(M\ respectivement de degre
r et 7, on a

[A Dl=liL, iτl+LiL, dsd+ld*, iτl+ldN9

Or,

DL, IΪ]=IΪΛL — ( —
on a :

Puisque

on a :

Cύi ]̂7/

De meme,

WΛΓ, iΣ]//

D'apres la definition du crochet, on a

[dtf, d^']II—dιNίjf:[ιι

On deduit done que
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Si Ώ—ιL-\-dN est une derivation de Λ(M\ on peut egalement definir les
relevements

D°=ίLQ+dNo', D^iLi+dm

D° et D1 sont des derivations de Λ(T2M). L'application D-*D° (resp. D-+D1)
possede les deux premieres proprietes du theoreme, mais elle n'a pas la troisieme
propriete.

4. Relevements de differentiations covariantes.

Soit V une connexion lineaire sur M. Pour tout champ de vecteurs
3?(M), la differention covariante V x par rapport a X est une derivation de
£Γ(M). Puisque V xf— Xf pour toute function /e£F(M), on a la decomposition:
V x— LX+IF, oύ F est un champ de tenseurs de type (1, 1) sur M.

Soit b^T2M. Pour tout vecteur weT6(T2M), il existe au moins un champ
de vecteurs Ze3f(M) tel que u=Xn(b). Pour un champ de vecteurs 7e3f(Af)
donne, la valeur de (/7

X)//F//=(FXF)// au point b^T2M ne depend pas du choix
de X tel que u=Xπ(b}. En posant

on deduit alors un operateur FM* sur 3C(T2λ4). En effet, si K=ΣftYt" est un
champ de vecteurs sur T2M, oύ ft^3(T2M} et Fie^f(M), on pose

PROPOSITION. L Operateur ju* possede les proprietes suivantes :

(a) Γ
(b) F
(c) Γ
(d) F

Preuve : Les proprietes (a) et (b) sont immediates d'apres la definition de
Ftt* car (F^)7/ est une derivation de £Γ(T2M), oύ X est un champ de vecteurs
sur M tel que u=Xn(b). Si Λe/Z, on a tf*)"^*77 et (^^)7/(^)-^z/. Par
consequent,

pour tout Λe^(T2M). Soient Ze^f(M), Fe^(M) tels que Xπ(b)=u et
y77(6)=v. On a alors (X+Y)n(b)=u+v. Par consequent,

La proposition est ainsi demontree.
Soient A et 5 deux champs de vecteurs sur T2M. On construit un champ
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de vecteurs F ' A*B sur T2M en posant (FA*£)(6)— F*^C6)£. On obtient ainsi une
application :

F*:

D'apres la proposition precedente, on a :

THEOREME. L'operateur F* definit une connexion lineaire sur T2M. P/ws
precisement, on a

(a) F^*(P+0)
(b) F^*(£P)=

(c) rβA*P=gΓ
(d) F^P^F

ON A 5, P, ρe^(T2M) βί £ e£F(T2M).

Soit T le tenseur de torsion de la connexion F. On a

ou X, Ke3f(Λf). Par consequent, on a

=T*(Xn,

ou T* est le tenseur de torsion de F*. On a ainsi T*=TJ/.
Soit P (resp. P*) le tenseur de courbure de la connexion F (resp. F*). On

a

ou X, Y, Ze3f(M). Or,

et

P77(^77, F77)Z77-(P(Z, F)Z)77

on deduit que P*— P77.

PROPOSITION. 5ozί T (resp. T*) /e tenseur de torsion de la connexion F (resp.
F*) s0iί P (resp. P*) /β tenseur de courbure de F (res/). F*). On a :

La connexion lineaire F* coincide avec le relevement de F defini autrement
par Yano et Ishihara [2].
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5. Remarques.

Soit TkM le fibre tangent d'ordre k, forme par des Λ-jets de R dans M,
d'origine O^R. Les resultats se generalisent aux relevements de derivations
a ThM.

PARTIE II

Operateurs differentiels sur les fibres tangents d'ordre 2

1. Endomorphisme vertical.

Soit / la Lforme vectorielle identique sur une variete differentiate M.
Les relevements 7°, I1 et Iπ de / a T2M sont des 1-formes vectorielles sur T2M.
Si {xh} est un systeme de coordoonnees locales sur un ouvert U de M et si
{xh, yh, zh} est le systeme de coordonnees locales induit sur π~1(ί/)cT2M, on a

//J est done la 1-forme vectorielle identique sur T2M; on a (/°)2=0 et (/7)3=0.

PROPOSITION. Le tenseur de Nijenhuis associe a 7° (resp. /7) ^sί nul.

Preuve : Soit TV (resp. N) le tenseur de Nijenhuis associe a /° (resp. /7).
Pour tout Z, 7e3f(M), on a

:/0^77, /°r77]+(/°)2[^/

-/°[z77, /°r77]

-0

De meme, on a

Comme les champs de tenseurs sur T2M sont completement determines par ses
actions sur les champs de vecteurs de la forme Xπ, avec A"e3£(M), on deduit
que N=Q et ^V^O.

Dans la suite on posera v=I° et v—I1. La 1-forme vectorielle v (resp. ϋ)
definit un endomorphisme du fibre tangent r(T2M), appele Γ endomorphisme
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vertical (resp. I' endomorphisme semi-vertical) de τ(T2M).
Soient A et B les champs de vecteurs fondamentaux sur T2M. Localement

ils sont definis par :

L'endomorphisme f (resp. £) n'est pas compatible avec le crochet de Lie.
En effet, on demontre a Γaide des expressions locales:

PROPOSITION. Soient A et B les champs de vecteurs fondamentaux sur T2M
et soit X un champ de vecteurs arbitraire sur T2M. On a

(a) vΛ=0; vB=Q
ϋA=Q; vB=A

(b) VIA, xi+lvX, AI=Q

, A]=vX

L'endomorphisme v (resp. υ) de 3C(T2M) determine un endomorphisme v*
(resp. v*) de Λ(T2M) appele operateur vertical (resp. operateur semi-vertical) dans
Λ(T2M).

PROPOSITION. Uoperateur vertical f* (resp. v*) est un endomorphisme de
carre nul (resp. de cube nul) de Γalgebre exterieure A(T2M). Si X est un champ
de vecteurs sur T2M, on a

en particulier :

Ces proprietes se demontrent sans difficultes.

Expression locale : L'endomorphisme v* (resp. v*) est determine localement
par

υ*f=f ϋ*f=f

v*(dxft)=0; v*(dxh)=Q

v*(dyh)=Q;

v*(dzh)=dxh

2. Derivation verticale.

Considerons la derivation iΌ (resp. z») de type ι*, determinee par v (resp.
v) c'est une derivation de degre 0, appelee la derivation verticale (resp. la
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derivation semi-verticale) de Γalgebre exterieure Λ(T2M}. Si ω est une p -forme
differentielle sur T2M, on a [1]

ivω(Xl9 -, Z^-Σ^^, .-, ι;*t, -, Xp)
I

Cette derivation est caracterisee par les relations

/e £F(T2M)

On a:

x>*=ι;*i1,=0; ι5(ί;*)8=(i;*)8ίi=0

PROPOSITION. Sozϊ ω w?ί^ p-forme differentielle sur T2M. On a
(a) (iv)

pa)=p ! z;*ω
(b) (zυ)

9ω-0 pour q>p

La verification de cette propriete est immediate.

Expression locale: La derivation ίυ (resp. ι-υ) est determinee localement par

PROPOSITION. S0zY A" wn champ de vecteurs sur T2M et soient A et B les
champs de vecteurs fondamentaux sur T2M; on a

(a) Kr, it)]=^z [ijr, ^]=Ϊ5 JT
(b) [zυ, L^]=0; [zυ, LΛ]=[ί5, L^]=iβ

Preuve : II suffit de verifier que ces expressions prennent les memes valeurs
pour a=f et α=d/, /e£F(T,M). Or:

-o
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'», LBldf)(Y)=(ίvY,

COROLLAIRE. On a par recurrence : [(^)p, LB^= p(iυ)
p

3. Differentiation verticale.

Soit h une 1-forme vectorielle sur M. La derivation dh de type d# attachee
a Λ, est une derivation de degre 1 de Γalgebre exterieure Λ(M}. Si ω est une
ί-forme differentielle sur M, on a [1]

(4)2ω=[A> [A, ω]]=[--[Af A],

oύ le crochet est au sens de Frδlicher-Nijenhuis. Done, (dh)
2 est une derivation

de type d*, determinee par Nh=(l/2)[h, A], qui n'est autre que le tenseur de
Nijenhuis associe a h.

Considerons maintenant la derivation dυ (resp. d-v) de type d* determinee
par v (resp. v) c'est une derivation de degre 1, appelee la differentiation verticale
(resp. la differentiation semi-υerticale) de Γalgebre exterieure Λ(T2M\ Elle est
definie par

dυ—ivd—diυ

Cette derivation est caracterisee par les relations

dvf=v*(df); ddυ=-dυd

oύ /e £F(T2M). Puisque le tenseur de Nijenhuis associe a v (resp. v) est nul,
on a:

PROPOSITION. La differentiation verticale dv (resp. d»} est une derivation de
carre nul.

LEMME. On a iυdv*df=Q pour toute function /e£F(T2M).

Preuve : Soient X et Y deux champs de vecteurs sur T2M.
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(ι,dυ*df)(X, Y)=(dv*df)(υX, Y)+(dv*df}(X, vY)

= vX(vY f)-(v\:vX, YΊ)f-(vY)(vX f)~(vlX, υ

=0

car le tenseur de Nijenhuis associe a v est nul.

PROPOSITION. Solent A et B les champs de vecteurs fondamentaux sur T2M.
On a

(a) D'., d,]=0
(b) iAdΏ+dviA=0

iA<k +^» iA=^Bdv+dviB=iv

(c) W,,L^=0;Cdυ,LJ=d,
(d) [Lκ,LB]=Lx

Preuυe : II suffit de verifier que ces expressions prennent les memes valeurs
0our «=/ et «=<//, /e£F(T2M). Or:

[ι;, dΏ]df=-iΏdivdf-ivdivdf+d(i,)!tdf

=0

(iAd,+d,iJf=iΛv*df=0

(iAdv+dυiA)df=-iAdivdf+v*d(Af)

= —LΛivdf+iΏLΛdf

=0

(iBdυ+dυiB)f=iBv*df=Q, ivf

(iBdv+dυiB)df= [iυ, LB~\df= ivdf

(iAd-Ώ+dϊiA)f=iAv*df=(),

(iAd-v +d-Ώ iA)df=[k, LA]df=iυdf

LdΏ, LAlf=iυLAdf-LAivdf=liv,

Id,, LAldf=d,d(Af)-LAd,df=-dd,(Af)+dLΛd,f=-d(ίd,,

ldv, LB]/=[i,, LBldf=iυdf=dυf

Id,, LB-]df=-d(ίdv, LB-]f)=-d(ίvdf}=dv(df}

[_LA, Lβ}^^L\_AjB-^LA
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COROLLAIRE. On a v*dΌ=Q

Preuve: Si ω est une £-forme differentielle sur T2M, on peut ecrire

v*dυω=

-0

COROLLAIRE. On α dvv*=v*d.

Preuve : On verifie tout d'abord par recurrence la relation

Si maintenant ω est une ί-forme differentielle sur T2M, on peut ecrire

v*dω=

= dυv*ω

4. Remarques.

D'une facon generale, on peut considerer les relevements de la 1-forme
vectorielle identique / sur M a TkM, qui est le fibre tangent d'ordre k de M.
Les derivations attachees a chacune de ses formes vectorielles donnent un
calcul differentiel sur TkM.
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