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���� �� �&'�(� )���� � �*+���� �,�-� �. /�� 0+. �� 1)�� 0+. �� 2��3 �'��� ������% 4��
���� 56. �. ���� 7��. �� �����89 � :���-� ��� 0+. �� 1;�<���% �� ),�= �����> ���9 ����.
;���. ���? �. ;����>�� �'��� 4�� �� �� �,���� @���� �. ��� 0+. �� 1;��� �� A��. �� )�� <���
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�	F��� 7�� 7�	G��, H���� H� I9�� �� J)�� ������ ����� <� ����-� 7�	G��, �����
1����� ���K� �	F��� 7�� ����� ��(. �� )�� L��� 7���8, 7�� ��G,����� 7����� <� 7�������>

J���M�% 7��6�� �. A��� �� �	�N A? <� �� ����� ��N� ����� )��� 4���M �	G��, ����� ��
J�O�.<��' 7��6�� J���6�� −S J�4�P���� A����� Q�� J�A����� Q�� J�2�3 ���K� J�A���� 7��6��
7��6�� 1��� ���3� ����6�� −H J��4�P���� �'�� �. 7��6�� J��'���. 7��6�� J	4�P���� O�.<��' 7��6��
/�� �� A���� R��� ��. 4�'�� A���� 7��6�� 1)�� ������ ����� �� �3�. 7��6�� �.��� ��M�%
���� ;��-� �	G��, ����� �. �'�� �. R���  #CS /�� �� � �3 �,�-� ������ 7���	F��� 7��.  "TE
4��� �. � ���G� �FU A���� ����� �� �� )��� 4�� �9�. ��M�% 7��6�� � A���� 7��6�� $V. 1W#X�3
���'�Y �� ���= �� �<���� �� �8, 2�3 A���� 7��6�� 1����� �� ������ ��Z 7�� )��� �� ���? 2�'�
�. ����$� ���G. [�&��� ��M�% 7��6�� 1���� �� @���� �� �8, 7�� \�� ���K� ������ ��Z 7�� )���

1WE X WCDXWEX���� ������ ��Z 7�� )��� 4��
7���	F��� <� �U�> 7��� 7�	G��, 7���8, �� ��������Z 7�� )��� <� �8-. A�3 �FU
A����� Q�� JA����� Q�� ] 2�3 ���K� ����� 7�� )��� A�3 �FU _̂ `� 1��� ��a+�� �� 7�	G��,
b���� �. J4�P���� �'�� �. 7��6�� J�'�� �. 7��6�� J4�P���� O�.<��' 7��6�� JO�.<��' 7��6�� Jc4�P����
<� ��� 1��� ��a+�� �� :�- 7�'���. � 7�'���. J:�- �=�.<��' J�=�.<��' J������ 7���8,

Flag curvature�

Riemann curvature�

Distorsion�

Cartan Torsion�

Mean Cartan Torsion�

S - Curvature�

Landsberg Curvature�

Mean Landsberg Curvature�

Berwald Curvature�

Mean Berwald Curvature�	

H - Curvature��

C



!

)��. �U�d+� � ��������Z 7�� )��� 4�� ����� ���-� �-'�(� �	G��, ����� �� ;�� 2e�G�
4�� A���? )��. 7��. H���� H� 1)�� ������ ��Z 7�����% �. ������ 7�����% 4�. R.�� � A���?

1�3�. �� �*�� 7����6�� <� ���F��� JR.�� �
F̄ � F 7�	G��, 7�� H���� 1)�� �	G��, ����� <� ���� 0+. H� 7�	G��, 7���d� �����
�=� ;���= c 7���d� 2��&� H� �� F → F̄ 2��&�] R&��� 7���d� ��(. �� M 7�-.fn �	F��� 7��
H���� 7��. �	� ��(. 1g�-'�. � �3�. $�� F̄ H�<��eh H� [�i� �
��V� �j� <� F H�<��eh ��
R&��� 7���d� ��(. F �. �� M 7�� 7�	G��, 7�� H���� ��� 4��-� M 7�� F ��3 ���� 7�	G��,
�� )�� M 7�� 7�	G��, 7�� H���� ��� 4��-� �	kG� 4�� l�> )'�Y 1)�� �&'�N �	kG� J���G�
�� 7�	G��, 7�� H���� 4��M 1���G� R&��� 7���d���(. M 7�� ��G,����� �-�� H���� H� �.
7������� a�+�� ;j�� )'�Y �� m�&	�� ����M �	kG� I9�� �� 1����� �� 7���d� @(G� �-��
a�+�� 7��. 7� ���% 2�G���F�� mn��-� <� ��P��� H� W "X �2��� 1)�� 7���d� @(G� 7�	G��,
7�	G��, 7�� H���� WC XWCoX�H��, � W oX��'���. 1���? )��. 7���d� @(G� 7�� H����
H���� �� )�� �'�� �. �. bG��� )i�iY 4�� 1����� ����. �� ).�p ��M�% 7��6�� <� 7���d� @(G�
�	G��, ����� �� ;�� �	kG� H� 4���.��. 1���G� �'���� 7��6�� <� 7���d� @(G� 7�	G��, 7��
2Y 2��� ��(. <��� �	kG� 4�� 1�3�. �� �'���� 7��6�� <� 7�	G��, 7�� H���� 7��. �i&q � �-'�(�
�V��� 4����. 1)�� ���� 2Y $�� ).�p ��M�% 7��6�� <� 7�	G��, 7�� H���� 7��. ��Y J)�� ����
���< �&�� ��G,��% <� ��< 7��89 ).�p 7��6�� �. 7�	G��, 7�� H���� a�+�� � �-'�(� ���� ��

�W!X)��

K = λ ).�p ��M�% 7��6�� �. ����, 7�	G��, �	F��� H� (M,F ) ;��� r�, � '��" ���� �

m��U 4�� �� 1�3�.
Jλ < � �=� )�� ������ F c 

1λ = � �=� )�� ��G,����� �-�� F cC

7��6�� <� 7<����� 7������� J���� A���% �. WDX �. � �3 ���3 WEEX <� �� �'�� CT s�i6� H� ��
1���3 7��. �i&q ).�p ��M�%

1)�� �	��� �	kG� �'���� 7��6�� <� 7�	G��, 7�� H���� a�+�� �	kG� �3 ��F= �� ��(����
H��$� 7��. t�� H� 4���.��. J���� ������ ��Z 7�� )��� �. ����$� [�&��� ��M�% 7��6�� �,�q <�
�U�> 7�� ��F. ������ ��Z 7�� )��� 7���� J7�	G��, �	F��� �� )�� 4�� �	kG� 4�� Q��N �. A�3

1�3�.
H� a ∈ Rn ���� r�, 1�3�&�� ��< m��d. �'���� 7��6�� <� 7�	G��, 7�� H���� <� /�`� H�

�;��� �� :��-� Bn(�) ⊂ Rn �Y�� 7�= 7�� J�3�. ���+'� �Y�� ����.
G. Hamel�

Berwald�

Funk�
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F :=

√
(|x|� < a, y > −� < a, x >< x, y >)� + |y|�(�− |x|�)

�− |x|�

−|x|� < a, y > −� < a, x >< x, y >

�− |x|�
� '���� 7� �6�� <� 7�	G� � , H�� � � H� 4�� �� ��3 �� ).� p WEoX �� 1y ∈ TxRn ≡ Rn ��
I.�� H� σ := � < a, x >� −�|x|� � )�� s�9� ���, f H� θ :=< a, y > �� )�� K = �θ

F + σ

�� )�� u�, ��F. ���? �'���� 7��6�� �� 7�	G��, 7���	F��� A��� �� /�`� 4�� ;��-� �� 1)�� �'����
�'���� 7��6�� <� n ≥ � �-. �. 7�	G��, �	F��� H� M �=� ��� ��3 �� m�&p� W!oX �� 1��� ����.
1K = �θ

F + σ(x) �=� ������=� )�� H = (n�−�)θ
�F

JM 7�� θ ���+'� ���, H� �� 7��. ��P�? �3�.
7<����� 7������� ����. 1)�� 7<����� ��� <� 7�	G��, H���� H� �3 �e��� n�. �� �� �'�`�
fS �� 7�	G��, 7���	F��� ����. �� 1���� �� u�U S = (n + �)c(x)F �(.�� �� ��3 ��>��3
�	F��� H� �=� ��� )�� ��3 ).�p W  X �� ���� �� u�U S = (n + �)c(x)F �(.�� �� ���? 7��6��
1)�� K = �cxmym

F + σ(x) ��P�? JS = (n + �)c(x)F � �3�. K(x, y) �'���� 7��6�� <� 7�	G��,
�(.�� �� ���? 4�P���� O�.<��' 7��6�� �� �'���� 7��6�� <� 7�	G��, 7���	F��� W  X �� 4��*��
�. 1)�� ��3 4��-� �e$N ��(. �'���� 7��6�� � )�� ��3 ����. J���� �� u�U J + c(x)FI = �

J),�= �j� �� �� 7���d� @(G� 7�	G��, 7���	F��� A��� �� u�, �	kG� <� �U�> )'�Y H� A���

u�U S = (n + �){c(x)F + η} �(.�� �� ���? 7��6��fS �� ���	G��, 7���	F��� 4��M W !X ��
7���d� @(G� 7�	G��, 7���	F��� �-'�(� �-�&q �	kG� H� 4���.��. 1)�� ��3 ����. J������

1���� �� u�U J + c(x)FI = � �(.�� �� ���? 4�P���� O�.<��' 7��6�� �� )��
R&��� 7���d���(. W!"X�� 1��� �� �F�� 7�	G��, 7���d� ����� �� ���� 0i� �*�� 7��6��
4��*�� 1)�� ��3 ����. J)�� ).�p ���? �*�� �'���� �� ��������� 7�	G��, 7���	F��� A��.
7�G��i� 7�� ���� ��89 � )�� ��3 ���� . 7���d� ����� �� �*�� 7��6�� W TX � W EX��
��G��� ������ ����� �� 1)�� ���? )��. JR&��� 7���d���(. 7�	G��, 7��H���� �*�� 7��6��
�� ��-.��fR �� �����	F��� 4��M �	G��, ����� �� J)�� �-.�� yi �. )&G� Ri

k A���� 7��6��
�� �� )�� ��3 m�&p� � )�� ��3 ����. ���G� �-.�� fR �������� 7�	G��, 7���8, WTX �� 1�����
7�� H���� WCEX �� � �3�. ������ ���. )G�� @(G� �*�� �� �-.�� fR �������� 7�	G��, 7�8,
m�&p� � )�� ��3 ����. ��6�� fH ������ ��Z )��� WC"X �� 1��� ��3 ����. �-.�� fR 7<�����
7���	F��� ����. 4���.��. J)�� �FU �-.�� fR 7�	G��, 7���	F��� 7��. )��� 4�� �� )�� ��3
<� 1�3�. �� �N�� b'�N $�� ���G� �U�> 7����, 7���� ���? ����� 7�� )��� �>�. �� 7�	G��,
������� b'�N �	kG�H� 4���.��. J���� ��N� @(G� �*�� 7�	G��, 7���8, 7�� ��� v���� �,�q

1�3�. ���? 7���d� [�&��� � @(G� �*�� 7�	G��, 7�� H���� �-'�(�

R-quadratic�



T

)'�Y 7<����� 7�� H���� 1��� ��3 ����. W CX �� ������ ��Z 7�� )��� �. 7<����� 7���8,
�,�-� WCSX �� �����G��� R��� ��. 4�'�� �� H���� f (α, β) 1���G� �� H���� (α, β) <� �U�>
�-�� 7�� H���� WC#X ��1)�� ��3 ��V�� �� H���� (α, β) ����. �� 7���< 7�� 03�� 1���3
��F. 7�� H���� f(α, β) W!DX �� � ��� ��3 �-'�(� F = α + εβ + �k β�

α ��F. 7���d� @(G�
@(G� �-�� F ����� 7��. �,�� � �<n [�3 H� � ��� ��3 ����. F = α + εβ + �k β�

α − k�β�

�α�

7�� H���� �	F��� H� 7�� �� ��� �� �j� �. �-�&q 4���.��. 1)�� ���? )��. �3�. 7���d�
7��6�� � A���� 7��6�� WETX �� 1),�= �j� �� �� s = β

α �� F = α(�+
∑i=n

i=� ais
i) ��F. 7�	G��,

7��. �,�� � �<n [�3 H� R.�� � 4�� <� ���F��� �. � )�� ��3 �&��6� �� H����f(α, β) 7��. �*��
4�� A��. ����� 2�'� �. I9�� �� 1)�� ���? )��. �3�. �'���� 7��6�� <� F = (α+β)�

α H���� �����
1�3�. b'�N 7�	G��, 7�� H���� <� ��� 4�� ����. �� ����� �j� �. �� H����

7�����= ����. 4���.��. 1��� ��3 ��. m^��&� 7�����= 7���% �. ���^� 7������� �� ;���� ��
7���d� ����� �3 ��F= �� ��(���� 1��� ��a+�� �� A? ���^� 7�� ����� �8, H� m^��&�
����< 4�� �� 7� ����G= m�i�i6� A��� �� � ��� �� 2���� �� �	G��, ����� <� ���� 0+. 7�	G��,
�. ���? L^=�� 1WECX��� �,�-� ������ 7������� 7��. 7���d� 7���% H� 2�� 1)�� ��3 ��V��
7�� H���� �� �FU 7���d� 2�� 7��6�� �. 7�	G��, 7�� H���� 1W DX��� I���� 7�	G��, 7�������
�2�� 7��6�� $V. 1���G� �'���� 7��6�� <� 2�� 7�� H���� �� ��� ).�p W!SX �� ��.�< 1����� �� 2��
J�L^=�� 7��6�� ����� ���G� ��N�� 7�	G��, 7���	F��� �� �P�� 7���d� 7���% )��� 4���M
1W X)�� ���< �&�� �. bG��� �� ���3���6� 7���d� 7��6�� � J���,�� ;��-� 2��fL^=�� 7��6��

J7����$�� m^��&� ���= ���.�� 7� ����G= m�i�i6� ���< �&��  ##o ��  #TS 7��'�� /�q ��
�	F��� H� 7��. �� ��� m�&p� W!X �� ���< �&�� 1WCX��� ��V�� 7�	G��, 7���	F��� �� 7���d� � g����
�	F��� �� ��� m�&p� W X �� 4��*�� JH = � �=� ������=� )�� ).�p ��M�% 7��6�� n ≥ � �-. <� 2��
�.��. A? 7��3���6� 7���d� 7��6�� �=�������=� )�� ).�p ��M�% 7��6�� <� n ≥ � �. Fn 7�	G��,
��,�= �j� �� 7���d� fC m^��&� ��� �. 7���d� m^��&� <� �U�> ��� H� W!CX �� 1�3�. �FU �.
fC m^��&� )6� �� ��? �� )��. ��6�� fW̃ ��� �. ����� )��� H� A? <� ���F��� � . � ��3
������=� )�� ).�p 7��6�� <� n ≥ � �-. �. 7�	G��, �	F���H� �� )�� ��3 ).�p � )�� ���% 7���d�
1�3�. �� b'�N $�� g���� �� 7���d� m^��&� <� �U�> 7�� ��� ����. 4���.��. 1�3�. W̃ = � �=�
7��3^� 1WC!X���� A���. �� 7�	G��, 7���8, g���� m^��&� ���j�  #C# /�� �� �4�	&�
�	F��� H� g���� 2�� 7��6�� ��G��� �. ��&3 ���% g������(. 7����G��� A��� ���% 7��. 7���<
1�3 ��V�� J�3�. @(G� g���� ��(. 7�	G��, �	F��� H� �� �(���3 A���? )��. 7��. � ������

Szabo�

Weyl curvature�

Douglas curvature�

Generalized Douglas-Weyl curvature�

Restricted Weyl curvature�

M. S. Knebelman�



S

g���� ��(. [�3 � ���? )��. g���� m^��&� )6� ���% 7�	G��, u�d�'� H� WCCX �� � �M����
�� ��� :��-� 7��� [�3 H� �. A�� � �� Ri, �� u�d�'� 4�� �'� J���? )��. �� A��. @(G�
�3�. ���% g���� ��(. �� �9�d�'� w�� ������ ����� �� A�M � )�� 2��� ��&G� [�3 4�� ����.
�� 7��G��� H� A��� ���% $�� A��� �� 1)G�� ���9�. ������ ����� �� r�, 4�� �V��� �� ����� ��N�
H� A���
 �. J�3�. ������ ����� �� g���� 2�� ��G��� <� ����-� � �3�. ���% g���� m^��&� )6�
2��&� ��� �. g���� m^��&� <� �U�> ��� #DS /�� �� 	�M�P�3�� 1�� 1)�� ����� �9�. <�. �	kG�
l�> 7�	G��, 7���	F��� <� �8-. 7�� 2��&� 4�� ��N� W!TX �� 1W #X��� �,�-� �� g���� fC

H�%����$�� 7��6�� fS <� 7<����� 7�8, H� �=� �� )�� ��3 ).�p W!EX �� 1)�� ��3 ����.
H� X ����� �� )�� 7�'���. �� �8, ��P�? J�3�. X ����� 4�,?��Z 7���d� 7����. A���� H� 7����
g���� J7���d�] l�> 7����. 7������� ��N� ����. 4���.��. 1)�� (M,α) 4�,? 7����. A����
�� ���	F��� <� ���� 7��. ���� ����� �� � �3�. �� �&'�N 7�	kG� 7�	G��, 7���	F��� 7�� c4�,?��

1��� )��.

Kikuchi�

M. Hacshiguchi�



� ���

������� ������ � ������

;��� �� r�, 1;�<���% �� b	(� A����, ���. 7��. �<n 7���89 � :���-� A��. �. 2d, 4�� ��
1�3�. �-�&q ���d� )3�P� π : TM → M � ���. 7�-. −n ��x% 2�G���F�� �	F��� H� M

���=�� ;���= �	G��, c���>��] H���� H� �� F : TM → [�,∞) �����% I.�� � (��)� ���� �

1�3�. C∞ JTM\{�} 7�� F c 

∀λ > �, F (x, λy) = λF (x, y) ��-� J�3�. H� �N�� <� )&`� 4P�� F cC

)&`� 4�-� TM\{�} �(i� �� �� ��< A��G� g����� ��-� J��� u�U �7�9 Q�6� [�3 �� F c!
(gij) :=

([
�

�
F�

]
yiyj

)
��3�.

TM\{�} 7�� JC∞ 7������ 7����. A���� H� JM �	F��� 7�� G 7���� H� � (��)� ���� �

���3 �� ���� 0���� ��< m��d. (π−�(U), (xi, yi)) ��������� �-�� m�d�+� ��P��� �� �� �� )��

G = yi ∂

∂xi
− �Gi ∂

∂yi
.

C �N�� <� )&`� 4P�� � ���G� TM 7�� �-�� �-.��� �� ;���� �� G 7���� b��� �� Gi(x, y)

1�3�. G /��P��� ;> H� ���d� ��=�� ;���� �� G H�<��eh H� �� M 7�� C ;j�� ;> 1��3�. ��
���� �� :��-� ��< m��d. 7���� H� �	G��, H���� �� �� ;���� ��

Gi :=
�

�
gij{(FFxk)yjyk − FFxj}

� �'�� �. A����� 7��u�d�'� ����� ��� :��-� �F	�+� 7��9�d�'� A��� �� 7�	G��, �	F��� H� 7��
�� m��e$N 7��. 1;��� �� ���F��� �'�� �. � A����� u�d�'� �� <� l�> ��q �. �V��� �� 1c����] A�M

Strong convexity�

D



" ������� �����	 
 ����� �� ���

D• � D ,∇• ,∇ ;��� �� r�, �V��� �� 1��� �-N��� W!#X � WSXJWEX �. A��� �� ��9�d�'� 4�� ����
Q� ����� A��� � <� ���F��� � �'�� �. � A����� �. )&G� ;e�9 � �i,� s��� 7����� A��� �y���� ��(.

1�3�. y ��
�V��� �� 1�������N� �	G��, ����� �� 7���< ����� 7�� )��� �3 ��F= /�� 2d, �� �� ��(����

1;�<���% �� ���? <� �8-. �,�-� �.
���3 �� :��-� ��< m��d. Ri

k A���� 7��6�� M 7�� Gi 7���� �� 7�<� �.

Ri
k := �

∂Gi

∂xk
− ∂�Gi

∂xj∂yk
yj +

∂�Gi

∂yj∂yk
Gj − ∂Gi

∂yj

∂Gj

∂yk

��3�. �� TM L��� B^� <� ��� �� �� A���� 7��6�� �p� I9�� �� Ric(x, y) �*�� 7��6��

Ric(x, y) := Ri
i,

�*�� �'���� 1�3�. �� y �. )&G� �� �N�� <� )&`� 4P�� I.�� �*�� 7��6�� J�	� )'�Y ��
���3 �� :��-� ��< m��d. F H����

Ric(x, y) :=
�

F�
Ric(x, y),

���3 �� :��-� m��U 4��. F H���� �*�� ��G���

Ric(x, y)ij :=
�

�
[Ric(x, y)]yiyj .

�;���� )'�Y 4�� �� 1�3�. x <� �-.�� Ri, �*�� �'���� ��=�� ;���= �������� �� F 7�	G��, H����

Ricij = Ric(x)gij .

7��. ���3 �� :��-� ��< m��d. �� )�� ������ ����� �� ��3�. 7��6�� <� ����-� ��M�% 7��6��
���3 �� :��-� ��< m��d. K(P, y) ��M�% 7��6�� JP = span{y, u} ⊂ TxM �6FU ��

K(P, y) :=
uiRiju

j

(gijuiuj)(gijyiyj) − (gijyiuj)�

K(P, y) ��=�� ����� �'���� 7��6�� <� �� 7�	G��, H���� H� 1�3�. �� Rij := gikR
k
j A? ����

1�3�. TM� 7�� K(x, y) �'���� �-.�� ��M�% 7��6�� ��-� J�3�. u ����. Q�+��� <� 2i�G�

���3 �� :��-� ��< m��d. A����� Q��

Cijk :=
�

�
(F�)yiyjyk

Sectional Curvature�



# ������� �����	 
 ����� �� ���

���3 �� :��-� ��< m��d. A����� 4�P���� Q�� A? <�

Ii := gjkCijk.

1�3�. I = � �=�������=� )�� ������ 7�	G��, H���� H� �� ��� �� A��. W SX������ ���89
1)�� ��G,����� 7����� 4�. �� ����	9� 7�� ��� ����� a+�� c 4�P���� ] A����� Q�� 4���.��.
7�� )��� �,�-� �. �V�� �� H�<��eh /�q �� c 4�P���� A����� Q�� ] A����� Q�� m����K� z�� �-'�(�
4���.��. 1���� �� 0���� (J) L �. �� ���? �� ��3 �� c 4�P���� O�.<��' 7��6�� ] O�.<��' 7��6��

�;����

Lijk := ∇�Cijk = D�Cijk.

Ji := ∇�Ii = D�Ii. Ji = gjkLijk

7��6�� −J ] 7��6�� −L <� �� (J + c(x)FI = �) L + c(x)FC = �)�U�> �. 7�	G��, H����
1;���= �&G� H�%����$�� c

I9�� �� �� ��3 �� :��-� Gi
jkl := ∂Gi

∂yj∂yk∂yl m��d. �'���. 7��6�� JGi 7���� b��� 7��.
−E �� ] 4�P���� �'�� �. 7��6�� �� )��� 4�� �p� 1)�� �	F��� �'�� �. u�d�'� c(	�+� ] ��� 7��6��

�;���� ��-� 1����� �� c��6��

Ejk := Gi
jki.

�;����� :��-� ��< m��d. �� τ(x) I.�� (xi, yi) ��������� �-�� m�d�+� ��P��� H� ��

τ(x) := ln

√
det(gij(x, y))

σF (x)

A? �� ��

σF (x) :=
V ol(Bn)

V ol{(yi) ∈ Rn|F (x, yi ∂
∂xi )}

�� )��� 4�� 1)�� U ⊂ Rn <� . �
��V�� �< H� ����	 9� ;VY ����� A��� V ol(U) � )��
4�� <� �=� 1�3�. τ = � �=�������=� )�� ������ F H���� �� ��� ).�p A��� �� � ����� �� 2�3���K�
4���.��. 1��? �� )��. ��6�� −S ��� �. 7�P�� )��� ;���P. s��� F 7�� H�<��eh /�q �� )���

� ;����

S := ∇�τ.

Deicke�
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 ����� �� ���

�-�� m�d�+� ��P��� �� �� ��� A��� �� 1)��  �N�� <� )&`� 4P�� I.�� H� S = S(x, y)

�)�� ��< ��F. ��6��−S ���������

S =
∂Gm

∂ym
− ym ∂

∂xm
(lnσF (x)).

�	���(. � �3�. S = (n +�)c(x)F ��=�� ����� H�%����$�� 7��6��−S <� �� F �	G��, H���� H�
I.�� H� c = c(x) �� �3�. S = (n + �){cF + η} ��=�� ;���= H�%����$�� �&��i� 7��6��−S <� �� F

)��� ;���P. 7���
 s��� ��.�� S <� �=� 1���G� M 7�� ��G. ���, −�H� η = ηk(x)yk � �'����
� �6�� −S �=� �� )�� @�� 4��� .� � . 1Eij = Syiyj ��-� � �? �� )��. 4�P�� �� � '�� � . 7��6��
��-� �3�. H�%����$�� ��6�� −E �=� � )�� H�%����$�� ��6�� −E ��P�? �3�. H�%����$�� �&��i�
�� �'� )�� S = (n + �){cF + η} �����(. )�� ��N�� η ���, −�H� ��P�? E = n+�

�
cF−�h

1���G� <�� ;� ���F� �� 4�� 7<����� 7�� H���� 7��. ��� 1)G�� ��G. η �	� )'�Y
I9�� �� 1;��� �-'�(� �� ��6�� −E )��� m����K� z�� ;����+. �� )�� �-�&q b'�(� 4�� �. �N�� �.

�;���� ��-� 1��� 0���� H �.� ��? � ��� �,�-� ���< �&�� �� )��� 4��

Hij := ∇�Eij.

I.�� 1���G� 7�	G��, 7�� H���� <� ��Z L^� �� H���� −(α, β) ;��F= �� ��(����

F = αφ(
β

α
)

� ����� �-.�� φ(s) � ���G� M 7�� ���, f H� β � ������ H���� H� α :=
√

aijyiyj ��
4�� ���� �� m��e$N 7��. 1����� �� H���� −(α, β) �� �3�. �� [−r, r] A��i�� �<�. H� 7�� )&`�
�� ��? �� )��. F = α + β H���� φ(s) := �+ s :��-� �. /�Y 1��3 �-N��� WEoX�. �� H����

1��3 �-N��� W"X �. 7<����� 7�� H���� ���� �� 2dF� m��e$N 7��. 1)�� 7<����� H���� H�
1;�<���% �� 7�	G��, 7���	F��� 7�� g���� � 7���d� m^��&� �,�-� �. )�G9 4�� ��

�3�. (M,F ) 7�	G��, 7�8, c�-�� ;G�,����kF�� ] [�i� 2��&� H� φ : M → M ;��� r�,
���3 �� ���� 0���� ��< m��d. (′x,′ U) � (x,U) �-�� m�d�+� 7����P��� �� ��

′xi = φi(x),

� ;���� 2��&� 4�� <� ���F��� �.
′yi = (

∂φi

∂xj
)yj .

�-��� [�i� 2��&� �� A? �� ��� �� �i'� TM 7�� [�i� 2��&� H� M 7�� [�i� 2��&� H� 4���.��.
H� �� φ 2��&� J��� {FY [�i� �
��V� �j� <� �� (M,F ) 7�� H�<��eh φ �=� /�Y 1����� �� ���,��

�;��� ���9 �=� I9�� �� 1����� �� 7���d� 2��&�

Extended point transformation�
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 ����� �� ���

F̃ (x, y) := F (φ(x), φ∗(y)),

�� 1��3�. A�G�� [�i� �
��V� �j� <� F̃ � F 7�� H�<��eh �=� )�� 7���d� 2��&� H� φ ��P�?
������(. )�� ��N�� H� �N�� <� )&`� 4P�� I.�� H� �� ��3 �� ).�p W!#X �� )'�Y 4��

G̃i = Gi + Pyi,

�3�. �HM�� )���� �. 7���d� 2��&� φ �� ;��� ��r�, /�Y 1����� �� �7���d� �����, �� P I.��
���-�

′xi = xi + vidt, ′yi = yi + (
∂vi

∂xj
)yjdt,

�� X = vi ∂
∂xi 7����. A���� m��d��� �� 1)�� M 7�� 7����. A���� H� 7�� �F'�� vi A? �� ��

�-�� ���= ��=�� )�� 7���d� X 7���� . A���� 4��� .� � . 1�� ��= 7���d� 7���� . A���� H�
��3�� ����� )�� 7���d� X �� ��3 �� ).�p WE!X�� 1��3�. 7���d� m^��&� A? 7������ %f 

�;�3�.

LXcGi = Pyi,

� �3�. �� �' s��� �P	�
 ����� A��� L J)�� X �2��� I�,�� Xc = vi ∂
∂xi + yj ∂vi

∂xj
∂

∂yi ��

LXcGi = ∇�∇�vi + vjRi
j .

���3 �� :��-� ��< m��d. X 7����. A���� �. )&G� T i
jk 7��G��� A���� H� �' s��� �	� ��(.

LXcT i
jk = vl∇lT

i
jk + (vl∇lv

m)∇•
mT i

jk − Tm
jk∇mvi + T i

mk∇jv
m + T i

jm∇kv
m.

���-� J�3�. �(> y �. )&G� A? 7���d� �����, ��=�� ����� ��3 ���6� �� X 7���d� 7����. A����

P (y) = pj(x)yj ,

1)�� M 7�� �'���� �-.�� pj(x) ��
�;�3�. ��3�� ��=�� ����� 7���d� fC �� X 7����. A����

DjPi = DiPj ,

1�3�. �� Pi := ∂P
∂yi A? �� ��

Projective factor�

Infinitesimal transformation�

Complete lift�



 C ������� �����	 
 ����� �� ���

���3 �� :��-� ��< m��d. � ��3 �� ��>�� A���� 7��6�� <� 7���d� 2�� ��G���

W i
k := Ai

k − �

n − �

∂Am
k

∂ym
yi,

1W!#X)�� ���% 7���d� m^��&� )6� ��G��� 4�� 1�3�. �� R := �

n−�Rm
m � Ai

k := Ri
k − Rδi

k ��
7���d� m^��&� )6� �� )�� 7���d� 2�� 7��6�� <� �U�> )'�Y ��3 ���6� 7���d� 7��6��

1)�� ���% ��3 ���6�
7��. �'� )�� �FU ������ 7���	F��� 7��. �� )�� 7�P�� 7���d� 7��� % L^=�� ��G�� �

�W!#X��3 �� :��-� ��< m��d. 7�	G��, 7���	F���

Di
jkl := Gi

jkl −
�

n + �

[
Ejkδ

i
l + Ejlδ

i
k + Eklδ

i
j +

∂Ejk

∂yl
yi

]
.

Tjkl ��G��� H� 7��. ��=�� ����= ��,�� ;��-� L^=��f2�� H���� H� �� (M,F ) 7�	G��, �	F���
�;�3�. ��3��

∇�Di
jkl = Tjkly

i.

1W! X��3�. �� L^=�� 7�� H���� � 2�� 7�� H���� 2��3 �� H���� 4��
�� {FY �� ����< �� )�� ϕ : M → M ;G�,����kF�� H� (M,g) ������ 7�8, g���� 2��&�
1g̃ij(x) = eα(x)gij(x) ��=�� )�� g���� 2��&� H� ϕ ��P�? g̃ij(x) := gij(ϕ(x)) ;��� ���9 �=� 1���
A? 7��. �� )�� ϕ : M → M ;G�,����kF�� H� (M,F ) 7�	G��, �	F��� g���� 2��&� �.��� ��(.

�;����

F̃ (x, y) := F (ϕ(x), ϕ∗(y)) = eα(x,y)F (x, y).

g���� �� X 7����. A���� 1WC!X�3�. x <� �-.�� Ri, ���. α m��U 4�� �� �� ��� ).�p 4�	&�
X 7����. A���� �� ��3 �� ).�p 1�3�. g���� m^��&� A? 7������% f �-�� ���= ��=�� ����=

��=�� )�� g����

LXcgij = �αgij .

�;�3�. ��3�� ��=�� ����= g���� fC �� X 7����. A����

Ci
jkα

k = �, αk := gkj ∂α

∂xj
	= �

1��3 �-N��� WE!X �. �' m�i��� � g���� � 7���d� m^��&� ���� �� m��e$N 7��.
J)�� ����� �9�. <�. �	kG�H� A���
 �. A��� �� 7�	G��, 7���	F��� �� g���� 2�� ��G��� :��-�

���3 �� :��-� ��< m��d. ������ 7���	F��� �� �'�



 ! ������� �����	 
 ����� �� ���

Ci
jkl := Ri

jkl + δi
kCjl − δi

lCjk + Ci
kgjl − Ci

lgjk

J)�� ����Mf7�' u�d�'� 7��6�� Ri
jkl ��

Cij := − �

n − �
Rij +

�

�(n − �)(n − �)
rgij

1�3�. �� gij H���� �'���� 7��6�� r �



� ���

����� �����

�� 7�	G��, 7����� �-'�(� 1��3�. �� ��< |�3 �. ���G� �j����� �'��� ������% 4�� �� �� �,����
)����6� �M )'�Y 4�� �� ����� � ���G� �U�> 7����, 7���� ���? <� �d+�� ����� 7�� )���
7���	F��� 7�� g���� � 7���d� m^��&� ����. 4��*�� 1��3 �� ��V�� �� )��� �P�� 7�� ����
���� �M ���	F��� 4�� 7�� c g���� � 7���d� ] l�> 7����. 7������� ��N� ����� � 7�	G��,
g���� �� 7���d� 7����. 7������� ��N� 4�. [�&��� � ����� )��. 7�	G��, 7���	F��� <� 7��.
4�� �� 7����� �	�N <� 1;��� �� ����. ������ ��Z 7�� )��� � . �� 7�	G��, 7���	F��� 7��
����. � �-.�� fR 7�	G��, 7���	F��� 7�� 7���d� 7����. 7������� ����. �. A��� �� ����<
����. 4��*�� � �P���� �. ���? A��. R&��� 7���d� ��(. � @(G� �*�� 7�	G��, 7���	F���

1��� ���3� ��-.�� fW 7���	F��� 7�� g���� �� 7���d� 7����. 7�������
�� )G��� ������ ��V�� 7��. 2�n� �	�N <� 1;��G� �� H���� f(α, β) ����. /�&�� �. ����� ��
A����, ���. �. ����� �� ������� f(α, β) �-'�(� 4��*�� J���G� �&��6� 2.�9 ������� f(α, β)

�� ���? )��. v���� A��� �� I9�� �� J��� H�� �	� )'�Y �� 7�	G��, 7�� H���� �����l��>
2�'� 1��� ���9 ����. ���� �	� )'�Y �� 7�	G��, 7�� H���� ���. �� �� �� H���� f(α, β) ����
�� 2e�G� �	�N <� 1WEX����� 7h�'��. � H�$�, �� ���� 7����.��� �� H���� f(α, β) �� )G��� �P��
H���� �� J�'�� �. H���� 7�� H���� f(α, β) A��. R&��� 7���d� ��(. ����. �. A��� �� ����< 4��
f(α, β) ����� 7��. �,��� �<n R���3 ����. J�� H���� f(α, β) �P�� � �����G��� H���� � �'�� �.
�<n [�3 ����. /�`� ��(. 1��� ���3� J��3�. �U�> 7����F. ������ ��Z 7�� )��� 7���� �� H����

1��3�. H�%����$�� �&��i� 7��6��fJ <� �� H���� f(α, β) ����� 7��. �,�� �

���� ����� y 	� �
�� ��� ������ ��� ����� 	� ����������

 E
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