
Ueber  Fl~chen t ransformationen.  

Von A. V. B;~ eKLUXD in Lurid. 

I .  

Im vorigen Jahre hatte ich mir die Frage gestellf, ob es unter 
den FIRchentransformationen eines dreifach ausgedehnten Raumes solehe 
g~be, fiir welehe'1~icht Berfihrung 1.0rdnung, sondern ers~ Beriihrung 
2. Ordnung, Osculation, die Rolle elner Invariante spie]te. Diese Frage 
habe ieh sodann in einem Aufsa~ze im X. Bande der Jahresschrift der 
Universit~t Lund (Sept. 1874) behandelt und bin dabei zu dem Resul. 
tare gelangt, dass diejenigen Transformationen, bei denen schon Be- 
r~ihrung 1. Ordnung eine invariante Beziehung ist, d. i. die Lie'schea 
Beriihrungstransformationen, auch die einzigen sind, die Ber~ihrung 
hSherer Ordnungen invariant lassen. Zu derselben Zeit war in dem 
VIII. Bande der Mathematischea Annalen eine Arbeit yon Lie*)  er- 
sehienen, in der die n~mliche Frage nach Osculationstransformationen 
aufgeworfen isK Desshalb babe ich es unternehmen wollen, die er: 
w~hnte frfihere Untersuchung yon mir etwas umst~ndlicher darzulegen, 
sowie einige darin nur angcdeutete PuntrLe niiher auszuf~ihren. - -  Ich 
range hier damit an, den Beweis ffir die Nicht-Existenz e[ner beson- 
deren Osculationstransformation der ebenen Curven zu geben und werde 
diesen Beweis erst rein geometrlseh, sodann rein analytisch f~ihren 
(w 1.~ 2.). Erst dann gebe ich sine genauere Uebersicht fiber die 
weiterhin zu behandelnden Fragestellungen. 

w  

Geometriseher Beweis fiir das Fehlen einer besonderen Osculations- 
transformation der ebenen Curven. 

1. Die Osculations~ransformation wi~rde eine jede Curve der Ebene 
in eine oder einige, nut nicht unendlich viele Curven derselben Ebene, 
weiterhin je zwei einander oscutirende Curven in zwei gleichfalls ein- 

*) Begr~ndung einer Invariantentheorle der Berfihrungstransforma~ioneh. 
Von Sophus Lie. S. 2"23, Note. 
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ander osculirende Curven verwandeln. Wenn also auf eine Figur, 
bestehend aus einer Curve C und "zwei einander unendlich benaehbarten 
Curven C' C", welche C in zwei benachbarten Punk~en osculirten, eine 
Osculationstransformation angewandt w[irde, so mfisste eine neue Figur 
resultiren, hestehend aus einer Curve F, der transformirten yon C~ und 
zwei einander benachbarten Curven I-" f'", transformirten Curven yon 
C' C.", -- die V in zwei benachbarten Punkten osculirten. Weil C' C" 
in zwei benachbarten Punkten eine und dieselbe Curve osculirten~ so 
milssten sie sich selbst berfihren und aus demselben Grunde mfissten 
auch I-" f" sich beriihren. So dass eine jede Osculatiortstransformation 
die •igenschaft besitzen miisste, je zwei unendlich benachbarte einander 
beriihrende Curven in zwei Curven derselben Art zu verwan'deln. 

Diese Eigenschaft kommt abet, wie ich sogleich zeigen werde, einzig 
~ind alma den Lie'schen Ber~ihrungstransformationen zu, und damit 
ist der Beweis fiir das Fehlen einer besonderen Osculationstransfor- 
marion geleistet. 

2. Wenn in der Ebene (xy) eine Transformation der genannten 
Art vorhanden ist, die also eine jede Curve der Ebene in eine Carve, 
je zwei unendlich benachbarte einander berfihrende Curven in zwei 
unendlieh benachbarte ebenfalls einander berilhrende Curvet ilberffihr~, 
so mfissen, wenn 4 t ~ 43 die Parameter irgend eines dreifachen Curven- 
systems ~p (xy4~4243) ~ 0 sind, und wenn 

.(1) ~ (4, 4~ ~ d4~ d ~  d ~ )  = 0 

die Bedingung dafiir ausdrfickt, dass zwei benaehbarte Curven (4) (4+d4) 
sich berfihren, die aus den Curven (4) durch die genannte Transfor- 
mation hervorgegangenen Curven, oder kiirzer, die den Curven @) 
entsprechenden Curven durch eine Gleichung 

(2) f (x y 4, z~ 4~) = o 

repr~isentirt sein, welehe so beschaffen ist~ dass, wenn man x Y2 aus 
dieser Gleichung ,und aus den drel folgenden: 

f '  (x) + pf '  (y) = o, 

(3) ~ df ~T dX ~ 0~ 

____3y__d4 (x) X elf'(y)d~__ d~ -~-- 

eliminirt, man die Gleichung (1) wiederbekommt. Denn dann bildet 
die letztere Gleichung die Berfihrungsbedinguug ftir zwei consecutive 
Curven (4), some fflr zwei consecutive Curven (2). So dass, wenn 
zwei unendheh benachbarte Curven (Z) sich berfihren, die entsprechen- 
den Curven (2) sieh auch berfihren mfissen. 
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Wenn umgekelrrt irgenct zwei dreffache C~rvensys~me zu der- 
selben Differentialglelchung als Ber~ihrungsbedingung Anlass geben, 
so wh'd dutch dieselben e~ne Transformation begT~ndet yon ge~au dem 
oben angegebenen Charakter. 

Gesetzt, es w~re gegeben ein dreifaehes Curvensystem, etwa das 
ers~e System (X), so wird man zu einer wesentliehen Beziehung zwi- 
scben diesem Systeme und irgend einem anderen (2) in folgender 
Weise geffihrt. 

Werden die Parameter X als Punktcoovdinaten eine~ Raumes /~3 
mit drei Dimensionen, die V~riabeln x y als willk~rliche Coas~auten 
aufgefass~, so stetl~ die Gleicbung (2) ein System van c~ ~ Ft~chen in 
~ dar~ die Gteichung (1) ordnet jeelem Punkfe des-~a einen elemen- 
~aren Complexkege[ zu and, well (1) durch die Gleichungen (3) aus 
(2) resuFdrt, m~issen je zwei unendlieh ben~ehbar~e Ft~chen (2) nach 
ether Cur~e sieh sehneiden~ deren silmmtllche Linienelemen~e (~d~) 
der Gleiehung (1) gentlgea, also elementaren Complexkegeln (1) an~ 
gehSren; oder, in anderen Worten, diese Sehnitteurven sollen Curven 
des Complexes (1) se th . . - -  Dutch irgend einen Punkt des /~  gehen 
oct Ft~chen (2). Ihre Tangentenebenea in dem Punkte werddn yon 
einem Keget umhfitt$~ der ia der ~'Khe des Punktes m~ demjenigen 
Keget zusammenF,~ll~, der ~-on den dutch den Punk~ bes~imm~en Linien- 
etemenien der Schni~tcurven je zweier benaehbm'ter der ~ Fl~chen 
erzeug~ ist. Dies ist aber gerade der ~om Punk~e ausgehende elemen- 
tare Complexkegel (1). Fotglieh wircl eine jede der or ~ Fl~chen (2) 
in einem jeden ihrer Punkte yon dem dazu gehSrigen Kegel (1) be- 
riihrt. Also: die _Flgcl~en (2) bilden eine L~sung mit zwei willt~iirlichen 
Constanten. x y derjen~gen 2artielten ~ifferentialgleichung 1. Ordnung~ 
deren elenumtare ComTlexkege~ dureh die Gleid~ung (1) dargestdtt stud, 

Nun sollen immer zwei benacbbarte tn~egrale der ]parf~elIen Glei- 
ehung 1. Ordnung - -  ieh nenne sie kurz q ) =  0 - -  naeh einer Cha-- 
ral~'.~eris~ik dieser Gleichung sieh sehneiden. Es mUSS dann die dureh 
die Gleiehungen: 

f = O ,  f'(x)+.2f'(y)=~O 
dargestellte Carve eine Chara:kteristik yon ~ ) ~  0 seth, und zwar wird 
einem jeden Werthsys~eme X Y la eine bestimmte Charakteristik ent- 
sprechen*). D . h .  einfach unendlieh vielen Cur~'en (2), die ein ge- 

*) Das ResuI~ dieser Uebe~egjung is~ elnfach folgencIes: Eine jec~r gewShn- 
liehe nich~tiaeaxe DifferentiaIgteiehu~g ~ It d ~) ~ 0 kana in unbegrenz~; vielen 
Weisen dutch ~ Curven V(xy~,~;~)=~O, g(a:ypZt~;~)~O ersetz~ wer- 
dea, oder e~ ist, nach Lie, dutch ~ ( l d t ) ~  o ein gewisser G~vencomplex be~ 
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meinsames Element x y  2) besi~zen, entsprechen 001 Punk~e (~), die eine 
Charal~eris~ik yon ~b == 0 bilden. - -  Stelien wit  das ~rvemystem (2) 
dutch seine Gleichung in l?unktcoordinaten x y dar: 

(4) ~ (x y ~ ~-2 ~3) ~ 0 ; 

dasse]be wird --  wenn x y gl ~2 ~L~ in obiger Welse interpretir~ werden 
- -  eine LSsung mit x y als zwei willkfirlichen Constanten vo~r q)~--0 
sein, und ether jeden Schaar Curven X (d. i. Curven (4)), die in einem 
und demselben Puukte sich berfihren~ muss daher eine Charakteristik 
von � 9  en~;sprechen. Nun giebt es nich~ mehr als oo ~ Charak~e- 
ristiken yon (P ~ 0, so dass im Allgemeinen eine Charakteristik keiue 
Schaar yon oo ~ Charakteristiken umhiillt, und durum miissen umge- 
kehrt den PunkCen (it) einer beliebigen Charakteristik yon �9 ~ 0 ein- 
fach unendlich viele Curven (~t), Curven (4), entsprechen, die sich in 
einem und demselben Punk~e beriihren. Also, einfach unendlich vielen 
Curven (2), die sieh in einem Punkfe beriihren, entsprechen einfach 
unendlich viele Curven (~), die ebenfalls in einem Punkte sich berfih- 
ten ,  - -  indem den beiden Curvensehaaren dieselbe Charakteristik ent- 
sprichL 

~iermit  is?: bewiesen worden, dass', wenn zwischen zwei dre~fache~ 
Gurvensys~emen d~ .Ye~ts2rec]~ etablirt i~ ,  in der Ar G dass je ~wd 
benachbarten einander ber~hrenden Cu~'en des eimn Systems zwei ebe~- 
solche des anderen Systems ents~ezhen, dann auch allen in einem ]Put&re 
sigh beriihrenden Curven des einen Systems ebensolche Curven des ander.~ 
entsTrechen miissen. Folgtich is~ die Transformation, die yon dem einen 
zum andern Curvensysteme ffihrt~ eine Transformation yon Linien- 
elementen (xy2). Sie muss weiterhin je zwei vereinigt liegende Ele- 
mente in zwei ebensoIche Elemente fiberi~hren, denn zwei vereinigr 
iiegende Linienelemente gehSren immer ether (reellen oder imaglniiren) 
Curve des einen Systems an und die entsprechenden Elemente werde~ 
sich an die entsprechende Curve anschliessen. - -  Eine jede Trans/br- 
marion der anfangs angegebene'n Art ist also eine L ie " sehe .Bc~ri~hrungs - 
transfarmation. W. z. z. w. 

grfinde~. Es giebt nun blos eln einziges Curvensys~m dieses Complexes, welches 
durch ein Gleichungssystem der Form: 

dursteltbar isk Es sind dies die Chaxakteristiken der mit ep (~di) ~ 0 zusammen* 
h'~ngenden partiellen Gleichung 1. Ordnung. 

Mug aueh bemerk~ sein, was aus dem Obigen folg$, d~ss eine jede gewSn- 
fiche nieht-lineaxe Differen~ialgleichu~g ~( i td~)=0 ~ls Bedin~mg fiir die Be- 
Ffihrung zweier ben~ehbar~er Curven eines dreifachen Curvensystems interpre~irt 
werden kann. 
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w  

Analytischer Bow0is desselben Satzes. 

3. Da eine jede Curve der Ebene ein Werthsystem x y p p ' . . . * )  
besitzt, wodurch sie umgekehrt v511ig bes~immt wird, so muss in erster 
t~[and eine jede Curventransformation zweier Ritume ( x y ) ( X  Y )  der 
Ebene~ - -  diese R~ume auf einander ausgebreitei gedacht, -- eine 
Transformation yon Werthsystemen x y . p . p ' . . . ,  und X Y . P . P ' . . . .  
sein. Insbesondere wiirde eine Osculationstransformation Werthsysteme 
(xy.pp') in (XY_P2")  iiberfiihren und natib-lich alle derartigen einer 
Curve in (xy) angehSrenden Werthsysteme in entsprechende Werth- 
systeme, die einer Curve in ( X I  7) angehSrten, verwandeln. - -  Eine 
jede Oseulatlonstransfarmation wtirde daher dutch Gleichungen der 
Form : 

x --- P ( x  y r 2 ' ) ,  
y = F , (  ) ,  

) ,  

definirt sein, wo die ~ . . .  q)~ so zu bestimmen wi~ren, dass immer 
das Gleichungssystem 

(a) dy . -  p d x  ~ O, d p - -  p ' dx  ~--- 0 

in das ~hnliche System 

(b) d Y - -  :PdX = O  , d P - -  -P'dX--~O 

iiberginge. Denn dies ist die analytische Bedingung dafiir, dass, wenn 
zwei benachbarte ElemenM ( x .  �9 p') (x --{- dx  �9 �9 p' + dp') einer Curve 
angehSren, die entspreehenden Elemente (X. .  1 ~') (X-{- d X.-  i O'-~t- d/) ' )  
ebenfalls einer Curve zukommen. 

Nun betrachte ich folgende Reihe yon oo l conseeutiven Elementen 
(xy~vp'): 

xo Yo I%.P', 

Xo YoPo.P' + dp', 

Xo Yo Po _P" -~ "2 dp', 

Es gentigen je zwei benachbarte dieser Elemente den Gleichungen 
(a), - -  denn nun sind dx  ~ dy ~ d p ~ 0, - -  und yon den entspre- 
chenden c~ l Elementen ( X Y _ P . P ' )  miissen also je zwei benachbarte 
den Gleichungen (b) geniigen, d. h. diese c~ 1 Elemente werden an eine 

*) P:~ ~ x  ' P ' ~  -dx ' 
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Curve sieh ansehliessen. 
chungen: 

Dureh Elimination yon P ,  P '  aus den Glei- 

xo-~- F (XYPP') , 

yo=F, ( ), 
~o=% ( ) 

soll selbstverst~ndlich die Gleichung jener dem. Linieneleme~te (x o y~10~) 
e~ts10recheaden Curve, und in ~ihnlicher Weise die Gleichung einer dem 
Zinienelemente (X YP) entsweehenden Curve in (xy) erhalten werden. 
- -  Oder, wenn aus den Transformationsgleiehungen die GrSsse iP' 
e]iminirt wird~ eine jede Osculationstransformation miisste zu zwei 
Gleichungen filhren: 

(c) f (xy10X Y t  ~) = O, ~ (xy~ X Y P )  = 0 ,  

die sowohl in den Variabeln xyp als in den X Y P  ein gemeinsames 
Integral bes~ssen. Umgekehrt wfirden zwei Gleiehungen (c), die is 
der n~mlichen Beziehung zu einander stis eine Osculationstrans- 
formation bestimmen, vorausgesetzt~ dass die Gleichungen 

df  _ df _ , g f _ o  df ~ d[ _I..P' df ~0"~ 

ffir ein jedes beliebiges Werthesystem (XY.P.P')  bez. (xypff) ein 
Wer~hesys~em (xy10/) bez. (XY~:P ' )  oder einige solche Werthe- 
systeme ergeben. 

Abet ich we~'de zeigen, dass Gteichunqssysteme yon der ~igenschaft 
(c) nicht zu allen Werthesystemen (xys  der ~bene fiihren kSnnen, 
indem jene Gleichungen den dreifaeh unendlieh vielen (X Y/~) nur 
zweifaeh unendlich viele Curven zuordnen, also dureh die erw'~hnte 
Rechnung nur die cc~ Elemente (xyp#) dieser Carven zum Vorschein 
kommen k5nnen. Damit ist dan~ bewiesen, dass keine besondere 
Oseulationstransformafion stattfindet. 

i .  Werden _P bez. 1o aus den Glr (e) eliminirt, so eat- 
stehen zwei Gleichungen: 

(d) ~ =  f ( x y X r ) ,  ~ =  ~ ( z y X r ) ,  
die jene vollstiindig ersetzen und die sowohl im Raume (xy) wie im 
Raume (XY) ein gemeinsames Integral besitzen sollen. Nun wird 
diese Beziehung der Gleichungen (d) zu einander algebraiseh durch 
die Relationen: 

*) Combinirt, wenn es nGthig wfixe, mit den Gleiehu~gen 

die, wegen des zwischen [ cp geltenden Zusammenhangs, stets mit den obigen 
Gleiehungen vereinbar sind. 
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d~ d~ df  df  
~ + / - a ~  - - ~  ~ , d x  + ~ - a T  = o 

ausgedrfickt~ woraus durch Elimination yon f eine Oleichung zur Be- 
stimmung yon 90 hervorgeht: 

d dq~ dq~ dq~ dm : : - ~ )  = 0 .  

Dieselbe kann in die Form gebracht werden: 

dq~ dq~ d~ d~0 dq~ 
dx 

dq~ dcp d. h. wenn - ~ -  -~- 2 ~ ---~ 0, so muss auch sein: 

[ dr d~ Die Differeni~iale yon r and yon i . d )  -]- cp ~ - ~ ) ,  beide als Functio- 

nen yon x, y betrachtet, sollen also gleichzeitig verschwinden, datum 

dcp dq~ 
ax  + ~o g-~- = ~ ( x  y ~ ) ,  

Des Integral dieser G]eichung is$ yon der Form: 

eine arb. Function yon ( ~ ( X Y c p ) ~ ( X Y c p ) x y ) = 0 .  

Setzt man hier 2 start cp, so hat man die zweiCe der G]eichungen (d). 
Sic is~ nur zweifach unendlieh in Bezug auf X lr2 ~, es werden daher 
den o~ ~ (X Y2 ~) nur c~ ~ Curven in (xy) zugeordnet and also giebt 
es, nach dem eben Auseinandergesetzten, keine besondere Osculations- 
transformation der Curven einer Ebene. W. z. z. w. 

II. 

Die Frage lieg~ nun nahe: In wie wei~ lassen jene f~r die Ebene 
gefundenen Resultate auf R~ume laehrerer Dimensionen sigh erweltern ? 
Diese Frage werde ich erledigen, indem ich allgemein das Problem 
der Aufstellung aller derjenigen Transformationen eines Raumes yon 
n ~t_ 1 Dimensionen, die die Mannigf-.ltigkeiten yon ~ Dimensionen, 
die Fl~chen dieses Raumes, in einander fiberffihren, behandle. - -  Von 
derartigea Transformationen ist a priori einleuchtend, dass es deter 
zwei wesentlich verschiedene Classen geben muss: "die eine umfass~ 
dieienigen Transformationen, die eine jede ~]~iehe des einen Gebietes 
( z~ lx2 . . .  x,,) des Raumes im Allgemeifien in nur eine Fl~iche (bez. 
einige Fl~ehen) des anderen Gebietes ( Z X  1X 2 �9 �9 �9 X~) fiberffihren~ die 
zweite Classe dagegen die, welche einer jeden Fl~iche eines der Ge- 
biete tmendlich viele des anderen entsprechen lassen. 
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Fasse ich wiederum Riiume yon 2 Dimensionen, Ebenen, in Be- 
tracht. ~ Weil eine jede Curve tier Ebene dutch ein Werthesystem 
( x y p p ' . . . )  vSllig bestimmt is~, und well die Bedingung dafiir, dass 
zwei tmendlich benachbarte derartige Werthesysteme einer und der- 
selben Curve angehSren, durch die folgenden Gleiehungen ausgedriiekt 
wird: 

(A) d y  ~ p d x  ~ O, d~ - - ~ ' d x  ~ O, . . . .  

so muss eine jede Curventransformation zweier Gebiete (xy) ,  ( X  Y )  
dutch Gleiehungen zwisehen x y 2 2 ' . . . ,  X Y P J P ' . . . ,  die das Glei- 
ehungssystem (A) in das ~hnliche System: 

(B) d Y - -  P d X - ~ -  O, 

tiberfiihren, charakterislrt sein. 
aufzustellen, bilde man beliebig 

{X 
~ F  

(C) r = F, 

d-P ~ - P ' d X  ~ O, . . . .  

D. h. um eine Curventransformation 
zwei Gleichungen : 

( xy t~#  �9 �9 . t~ ~) , 

( x y ~ "  �9 . .  # )  , 

und leite aus ihnen, indem man 
dem gleichzeitigen Bestehen der 
die folgenden Gleichungen her: 

der oben gestellten Bedingung yon 
Gleichuugssys~eme (A), (B) geniigt~ 

(D) 
(xy2 f . . ) ,  

: e ' =  r ( ), 
, . . . . , . . . . . .  

Im Allgemeinen wird es dann geschehen, dass die Gleichungen 
(C), (D) nach x y 2 p ' . . ,  sich nicht auflSsen ]assen, - -  dann gehSrt 
die Transformation der oben erw~hnten zweiten Classe zu, sie wird 
eine mehrdeutige Transformation sein. Zwar wird niimlich eine jede 
Curve in (xy )  in nut eine Curve des Gebietes (XY)  verwandelt, abet 
einer Curve des letzten Gebietes entsprechen unendlich viele Curven 
des ersten, niimlieh alle Integrale einer gewissen Differentialgleichung*). 

- -  Wenn abet die Gleiehungen (C) so gew~hlt worden wi~ren, class 
dieselben mir etwa den k ersten tier Gleichungen (D) ein System bil- 
deten, das in Bezug .auf x y 1 ~ . . . p ~ - i  aufge]5~t werden kSnnte~ so 
dass diese Gleiehungen auch in folgender Form darstellbar wiiren: 

x = f ( X Y z O . . . ) ,  

y=f ( ) ,  
),  

*) Oder mSglicherweise eines Systems yon mehreren Differentia]g|eichungen. 
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so wiirde die Transformation zu der ersten der obigen Classen gehSren, 
sie wfirde eine eindeutige (d. h. endlich-deutige) Transformation sein. 
Denn in erster Linie w[irde sie eine Transformation yon gleichnamigen 
Curvenstricken ( x y p . . . p ~ - 1 )  und (X ] r i o . . .  io~-1) sein, und welter 
wiirden solchen Stricken ( x y p . . . ~ - 1 ) ,  die zu einer Curve sich ver- 
einigen, gleichnamige Stiicke entsprechen, die ebenfalls zu einer Curve 
sich vereinigen. 

Hinsichtlich der Transformation en dieser Classe besteht der Satz, (lass 
sie ausschliessend Beriihrungstransformationen sind, wie diese yon Herrn 
Lie definirt werden. Alle eindeutigen Curven~ransformationen sind 
also Transformationen yon ( xy~ )  in (X Yio). Es ist schon bewiesen 
worden, dass keine anderen Curventransformationen yon ( x y p p ' )  an 
( X  Y io io ' )  existiren; im folgenden Paragraphen soll gezeigt werden, 
dass auch keine besonderen Berrihrungstransformationen hSherer Ord- 
nungen stattfinden. 

Gehen wir zu R~umen mit einer beliebigen Zahl, n -Jr- 1, Dimen- 
sionen fiber. Um in allgemeinster Weise eine Transformation zu bilden~ 
die aus allen Fli~chen (~/.) wiederum Fl~chen macht, darf man be- 
lieblg ~-~- 1 Gleichungen: 

I Z ~ F (zx~ �9 . x,,,v~ �9 .p,,  P~lPI~ �9 ".P,,,, " �9 pkg,, " �9 "),  

(C') X, -~ F, ( ) ,  
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  ; 

nehmen und ans ihnen dutch Differentiation und Elimination die fol- 
genden ableitea: 

iok --~ % (z �9 �9 xk �9 . l  ok �9 �9 �9 "2k~  �9 �9 "), 

(D') io~z---- r  ) ,  
�9 ~ . . . . . . . .  ~ . . . . . . . . . .  ~ . �9 

(k, l, m, �9 . =  1 2 -.  n ) ,  

so dass das Gleichungssystem: 

( A ' )  = o ,  - = o , . . .  in inf. 

invariant bleibt. 

Im Allgemeinen wird dutch (C') eine mehrdeutige Transformation 
begriindet; nut  wenn (C') eine Lie ' sche  Berfibrungstransformation ist, 

und yon diesem Satze wird der 4. Paragraph handeln, ~ nur dann 
ist die Fli~chentransformation eindeutig (endlich-deutig). 

Ich babe schon friiher, wie bemerkt, die Frage discutirt, ob es 
nicht audere eindeutige Fliichentransformationen giibe, als gerade die 
Lie 'sehen Beriihrungstransformatibnen, und den Beweis dleses Cha- 

MatJaematiache ~z~nalem IX. 20 
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rakters der letzteren Transformationen in einem Aufsatze in der Jahres- 
schrift der Universit~t Lund f~ir zwei und ffir drei Dimensionen ge- 
leistet. Gleichzeitig hatte Lie  in einer Abhandlung in den Mathema- 
tischen Annalen dieselbe Frage aufgeworfen und dazu die andere gefiigt, 
ob partielle Differentialgleichungen hBherer Ordnung Umformungen 
gestatten, die keine Berfihrungstransformationen sin& Der in meinem 
frfiheren Aufsatze geffihrte Beweis fiir die Nicht-Existenz yon Ber~ih- 
rungstransformationen hSherer Ordnung, welche sich auf die Gesammt- 
heir aller Fl~chen beziehen, zeigte soglelch, wie auch Lie  brieflich 
mir mittheilte, dass keine derartigen ffir den Inbegriff der Integ"zal- 
fl~chen einer partiellen Differentialgleichung hSherer Ordnung geltenden 
Transformatlonen stat~finden kSnnten; in dem gegenw~rtigen Aufsatze 
habe ich dies als Corollar eines meiner fr~iheren S~tze hingestellt. 

In dem 5. Paragraphen werde ich eine aus den Auseinander- 
setzungen der vorangehenden Paragraphen herfliessende Abbildung 
einer partiellen Gteichung 1. Ordnung eines t~aumes mit n q- 1 Di- 
mensionen auf einen Raum mit n Dimensionen erw~ihnen, um daraus 
einen Sehluss hinsichtlich der Transformation yon Gleichungen 1. Oral- 
hung zu ziehen. 

Es wird eine solche Abbildung schon durch elne Berfihrungs- 
transformation begrfindet~ und sie ist auch yon Li% wie ich aus 
einer Bemerkung in seiner Abhandlung ,Allgemeine Theorie 10artieller 
Differentialgleichungen 1. Ordnung" Abh. der Gesellsehaft der Wissen- 
schaften zu Christiania ffir 1874, S. 218, schliessen muss, bei seinen 
synthetischen Untersuchungen zur Hiilfe genommen worden. 

Zum Schlusse finden sich einige kurze Bemerkungen fiber eine 
Classe mehrdeutiger Transformationen des Raumes yon drei Dimen- 
sionen. 

Uebrigens muss ich bier bemerken, wie auch in meinem frfiheren 
Aufsatze geschehen ist, dass ich im Sommer des vorigen Jahres mit 
Herrn F e l i x  K le in  in Miinchen insbesondere fiber die Frage nach 
Osculationsiranstbrmationen der Ebene im Gespr~iche gewesen bin, 
und dass, wenn auch bei diesen Unterhaltungen die Aufgabe nicht 
erledig~ wurde, doch die IAsung derselben dutch einige yon ilam auf- 
geworfene neue Gesichtspunkte, unter denen sich die Frage betrachten 
liesse, wesenflich gefSrdert worden ist. 

w  

Ueber die eindeutigen Transformationen der ebenen Curven. 

5. Ich nehme zun~chst die Betrachtungen der zwei~en Nummer 
in einer etwas erwei~erten Form wi~der ~uf. - -  Start eines dreffaehen 
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Curvensystems (4) behandle ich eln System mit ~ + 1 wiltk~rlichen 
P&rametern )~: 

(5) f (xV Z~ ;L: - �9 - &41) ~ 0 

and wende auf dieses das friiher% in der zweiten Nummer f'fir das 
System (4) gebrauchte Verfahren an. ~1Z~. �9 - 2~+1 werden als Punki- 
coordinaten eines Raumes ~ + ~  mig k + i D~mensionen~ x y als will- 
kiiriiche Constuatea aufgefassg. Dutch E|iminatSon yon x ys aus den 
Gieichu~gen: 

-aT d)~ ~ O, dz dZ + , p  dz 

resuliirt eine GleJchung 

(7) ~, (~dX) = 0 ,  

die nun die Bedingung flit die Ber~ihrtmg zweier benaehbar~er Cur- 
yen Z, Curven (5), ist. 

Von dieser GIeichung mag vor Allem Folgendes bemerkt sein. 
Man erkennt aus den Gieiehungen (6), wenn man x y t ~ A  eons~anr 
seizt-, - -  dann die Werthe yon ): so gew~hlt, duss den zwei ersten 
get Gleichuagen (6) Genfige geleistet wird, ~ das8 einem jedea sol- 

chen Wer~hesysteme c~ ~- ~ Wel~he yon d-~-~-~- enisprechen. Uad zwar 

sind diese Werihe der Form: 

( i =  t ,2 . . .  ~ +  ~), 

wo die a beliebig zu nehmen sind. - -  Die Strahlen des irgend einem 
Punkte (A) zugehSrenden Kegels zp ~ 0 ordnen sich darum za einfach 
unendlich vielen ebenen Bfischeln yon k ~ 2 Dimensionen zusammen~ 
und der Kegel selbs~ solt daher in Ebenencoordina~en durch k -  1 
Gleichungen repr~sen~ir~ sein, $eien 

~ (;t i - . .  Z~.+~ u~ - -  �9 ~+~)  ------- 0 ,  

(8) ,& ( ) == o ,  

t 

diese ~ ~ I Gleichungen, homo~en in Bezug auf ~r Es wlr~I dazn 
zun~ehs~ die Berilhrungsbedingung (7) dutch dieses System yon par- 
tielten Gleie.hungen t. Ordnung im /t~+~ za ersetzen sein. Hiermi~ 
ist abet jene Gteichung (7) noeh nieht vollst'~dig charakterisirg. Es 
gilt n ~ l i e h  weiter, class die Fiiiehenetemen~e (Zze) der Matmigfaltig- 
keiten (5), - -  ~[~ im Raume /~+ i ,  - -  dea Gleichungen (8) geniigen, 

20* 
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dass also die Gleichungen (8) das Mannigfal~gkei~ssys~em (5) als eine 
gemeinsame LSsung mit zwei willkiirliehen Constanten x y besitzen. 

Umgekehrt wird auch je~es System k -  ! partielter GZeichungen 
1. Ordnung in ~k+l, das eine gemeinsame Z6sung mit zwei willkh;r- 
Zichen Constanten gestattet~ zu einer Gleichu~g ~p (• d ~ ) ~  0 fiihren, 
wdcIx als Beriihrungsbedingung zweier benachbarter Gurven eines k Jr 1- 
faehcm Systems 

f (xy~l " "  Z~+I) ~-- 0 

gedeutet werde~ kann. lYnd die G~ichung eines jeden so~chen C~rven. 
systems wird, wen~ x y b~oss als witlkiirliche Constanten betrachtet wer- 
den~ stets eine gemeinsame vollstdindige L6sung des Systems tier lartiel~ 

1)ifferentialgl~ichuzsgen darstellen. 
Durch die hieraus fiiessende hbbildung des Gle[chungssystems (8) 

aut die Ebene wird einem jeden Linienelemen~ (xy~) der Ebene eine 
charakteristische M~_I, Sehnittmannigfaltlgkei~ yon k ~ 1 Dimensio- 
hen zweier unendlich benachbaxter Integral-=3/~, einem jeden Elemente 
(xypff)  eine charal~teristische M~-2, der Schnit% dreier eonsecutiver 
InCegraI-Mk~ enf~prechen~ u. s. w. Den Punk~en einer charak~eristi- 
sehen Mk-1 entspreehen somit diejenigen Curven (5), die sieh in einem 
Punl~e beriihren~ den Punkten einer charakteris~sehen M~_2 die- 
jenigen (5), die sich in einem Punkte osculiren~ u. s. w. 

Und welter, was hier besonders hervorgehoben sein mSg% wenn 
zwischen zwei k -~- 1-fachen Curvensystemen: 

f (x y ~ : - �9 ~k+~) = 0 ,  

) = o  
eine solehe Correspondenz fesf~eh~ dass je zwei benachbarten einander 
bertihrenden Curven des einen Systems zwei" benachbarte ebenfalis 
einander beriihrende Curven des anderen Systems entspreehen, dann 
miissen allen Curven f ~ 0, die sich in einem Punld~e beriihren, Curven 
r ~ 0 entsprechen yon genau derselben Eigenschaft. Denn beide Curven- 
systeme geben zu demselben Systeme partieller Differen~ialgleiehungen 

�9 (8) Anlass und den beiden Schaaren yon in einem Punkte sich ber'dhren- 
den f ~  0 bez. r ~ 0 en~sprieht eine und dieselbe charakterisfisehe ~ 
M~_~. Was darauf hinauskommt~ dass ftir alle Transformationen der 
Ebene, bei denen zwei benachbarte einander berfihrende Curven in 
~ihnliehe Curven verwandelt werden, die Beriihrung l. Ordnung eine 
invariante Beziehung sein muss; also, alle jene Transformationen sind 
Lie 'sche Ber/ihrungstransformafionen. - -  Wie nun schon in der zwei- 
ten Nummer erwiesen war. 

6. Eine Curventransformation~ die Beriihrung 2. Ordnung un- 
ver~ndert l~st ,  ist, wie sehon gezeigt, eine gewShnliehe Berfihrungs- 



Ueber Fl~chentrausformationen. 309 

transformation; eine Transformation, die Berfihrung 3. Ordnung unver- 
~ndor~ l~sst, wtirde je zwei benachbarte mit einander eine Berfihrung 
der 2. Ordnung eingehende Curven in zwei ~hnliche Curven verwan- 
deln; odor, auch sie sollte, behaupte ich, eine Transformation der 
fr~iher in der vorangehenden Nummer erfrterten Classe sein, die zwei 
benachbarte, eine Berfihrung der 1. OMnung eingehende Curven in 
~hnliche verwandelt. Wenn n.~mlich C'C"  irgend zwei unendlich 
benachbarte eine Berfihrung der J. Ordnung besitzende Curven be- 
zeichnen, so kann immer eine C geleg~ werden, die C" C" unendlich 
benachbart ist und die in zwei dem Ber~ihrungspunkte dieser Curven 
benachbarten Punkten dieselben osculirt. Eine jede Transformation 
der genannten Art wird C ' C " C  in I"V"I" umformen, und yon diesen 
Curven soll die letztere die beiden ersteren in zwei benachbarten Punk- 
ten osculiren. Well abet ["[" eine und dieselbe Curve V in zwei be- 
nachbarben Punkten osculiren, gehen sie mit einander selbst eine Be- 
rfihrung der 1. Ordnung ein. Also werden hierbei irgend zwei benach- 
barte einander berfihrende Curven C" C" in zwei ~hnliche I ~" [-" fiber- 
gef~ihrt, - -  wie behauptet war. 

Von einer Transformation der letzten Art ist aber schon gezei~o~ 
worden, dass sie eine L ie'sche Berfihrungstransformation ist. Durum 
giebt es keine andere Transformation, bei welcher Ber[ihrung 3. Ord- 
nung eine invariante Beziehung ist. 

In derselben Weise folgt, dass keine besondere Berfihrungstrans- 
formation 4., 5. �9 �9 Ordnung existirt. Es muss aber, wie oben be- 
wiesen wurde, eine jede eindeutige Curventransformation eine Trans- 
formation yon gleichnamigen Curvenstiicken (xyp �9 �9 p~) ( X  Y:P . .  _P~), 
also entweder eine Berfihrungstransformation 1. oder 2. bder 3., 4 . . . .  
Ordnung sein. Also schliesslich: eine jede aindeutige Transformation tier 
Curven einer ~Ebene muss eine L ie" sche J~eriihrunystransformation sein. 

w  

UebBr Transformationen yon Mannigfaltigksiten yon n Dimensionen, M~, 
eines Raumes yon n ~ - 1  Dim~nsionen. 

7. Erstens bemerke ich, dass, wenn eine Fl~che, eine ~V~, mit 
zwei einander unendlich benachbarten Fl~chen in zwei unendlich be- 
naehbarten Punkten ~vp' eine Berfih~ng tier r te~ Ordnung elngehen 
solI, so mfissen die beiden letzteren Fl~chen im Punkte 2" eine Berfih- 
rung yon der r -  1 t~" Ordnung besitzen. Und umgekehrt, wenn zwei 
unendlich benachbarte Fl~ichen eine Berfihrtmg der r - - 1  ~" Ordnung 
besitzen, so ist es in unbegrenzt vielen Weisen mfglich, F]~chen zu 
construiren, die mit denselben in tier N~he des Berfihrungspunktes 
eine Berfihrung tier r t" Ordnung eingehen. Eine jede Fl~chentrans= 
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formation, die Fliichen~ welche mit einander eine Bertihrung der 
2. Ordnung.eingehen, in ebensolche fiberf'tthrt, wird daher je zwei 
unendlich benachbart~ mit einander eine Berfihrung tier 1. Ordnung 
besitzende Fl~ehen in zwei derartige Fl~chen verwandeln; und aus 
dem niimlichen Grunde muss eine Tra.nsformation, bei welcher Berfih- 
rung 3. Ordnung invariant bleibt~ je zwei unendlich benachbarte FI~- 
chen~ die eine Berfihrung der 2. Ordnung besitzen, in zwei unendlich 
benachbarte ebenfalls eine Bertihrung" der 2. Ordnung besitzende Fl~- 
chen verwandeln. Dutch Wiederholung des in der vorangehenden 
Nummer geffihrten Raisonnements, - -  durch Construction einer Fl~che 
C, die mit zwei beliebigen einander benachbarten in einem Punkte eine 
Berfihrung der 1. Ordnung besitzenden FIRchen C' C" in dem Bertih- 
rungspunkte benachbar~en Punk~;en eine Ber/ihrung der 2. Ordnung 
eingeht and die selbst diesem Fl~chenpaare C'C" unendlich bcnach- 
bart ist~ - -  sieht man, dass aueh diese Transformation jc zwei unend- 
lich benachbarte einander bertihrende Fl~chen in zwei Fliichen yon 
genau derselben Eigenschaft verwandeln muss. U. s. w. So dass 
schliesslich eine jede Flgehentransformation, far welche Beriihrung 
gewisser Ordnung erhalten bleibt, yon der Eigenschaft sein muss, dass 
sie je zwei unendlich benachbarte cine Berghrung der 1. Ordnung be- 
sitzende Fl~chen in ghnliehe Flgchen umformt. Nun muss eine jede 
eindeutige Fl~chentransformation eine Transformation yon gleiehnami- 
gen Ftgchenstticken (ZXk2k~V~'' " ) ( Z X ~ P k P ~ . . - ) ,  far eine jede 
derselben also Bertihrung gewisser Ordnung eine invariante Beziehung 
sein. Darum, e/he jede eindeutige x~liichentransformation muss eine 
solche Transformation sein, die Beriihrung 1: Ordnu~'~g zweier unendlich 
benachbarter x~liichen invariant l~sst. 

8. Betrachten wit e i a n  + 2-faches Fl~chensystem, etwa: 

(9) f (zx, �9 . .  x~ ~ . . .  X,+~) = 0 ; 

die Bedingungsgleichung daffir, dass zwei den Parametern ~ ~ -4- d~ 
entsprcchende F1Kchen sich berfihren, wird dutch Elimination yon z x p  
aus den folgenden 2n + 2 Gleichungen erhalten: 

f = 0 ,  f '  (xk) + p~ f '  (z) ~- O , 

df  df'(x~) ~ dr" (z) 

(k = 1 2 - - .  ~0, 

die eine gewShnliche Differentialgleiehung 

(:I) ~ (Z dZ) = 0 

als die gesuch~e Bedingungsgleichung geben. 



Ueber Fli~eheutr ~nsform ationen. 311 

Fasst man ~ x als willkiirliehe Cons~agten , Z l Z 2 �9 .. 2~+~ als Punkt- 
eoordinaten eines Raumes tt,+~ auf, so st~ell~ in diesem Raume die 
Gleiehung (11) ein System yon elemeataren Kegela uad in demselben 
Raume die Gleiehung (9) ein solehes n-4-l- laches System yon M~+I 
d~r, deren jede (wegen tier Gteiehungeit (10)) in jedem ihrer Punkte 
voa ~ - 1  hen~ehbar~en M~+~ naeh einer Mannigfaltigkeit einer Di- 
mension gesehnitten wird, deren Linienelemente Strahlen yon elemen- 
taren Kegeln (11) ausmaehen. In Folge hiervon werden die ~ dutch 
einen und denselben Punkt (Z) hiadurchgehenden Mannigfaltigkeiten 
(9), vermittels~ ihrer Fl~ehenelemente in diesem Punkte, einen Kegel 
(11) erzeugen. Sei also (1)= 0 die partielle Gleiehung 1. Ordnung, 
deren eharakteristisehe Kegel (oder elementare Complexkegel) dutch 
die Gleiehung (11) vorges~ell~ sind, so erkennen wit, dass e,i~ jedes 
27tiehensystem (9), fiir welches T = 0 eine ~Beriihrungsbedingu~g ist, 
eine vollstiindige _Lb'sung mit n + 1 wiltkiirZichen Constanten z x~ �9 �9 �9 x~ 
der partiellen Gleich~ff~,g ep ~ 0 bildet. 

Wenn daher die Fl~ehen zweier n + 2-facher Fli~ehensysteme: 

(12) f ( z x  t �9 . .  x ,  ;q . . .  L , + ~ )  = 0 ,  ~ ( z x~  . . .  x , ,  2~ . . .  2~+~.) = 0 

ia der Ar~ einander zugeordnet sind, dass je zweien Fl~ehen f()~(1)) _.~ 0~ 
f ( 2 o ) +  d 2 ) = O ,  die sich beriihren~ zwei ebenfalls sich ber[ihrende 
Fli~ehen #~ (2a)) = O~ ~ (2(~) + d~) -~-0 entspreehen, so muss jede der 
beiden Gleichungen~ wena z, x ais Constanten~ die s als Variabeln 
interpretirt werden, eine vollst~indige LSsuag einer und derselben par- 
tiellen Differentialgleichung (1)~0 seln. Hierbei werden die Parameter 2 
derjenigen co ~ Fliiehen Jrgend einer der LSsungen, die sich in einem 
Punkte beriihren, die also ein gemeinsames Werthesystem (z x/o) be- 
sitzen, im R~ume ~,+2 Coordinaten fEir die Punkte einer Charakte- 
ristik yon �9 ~---O, und umgekehrt. So dass die eben beschriebenen 
Fl~ehensysteme (l 2), auf Grund der erw~hnten gegenseitigen Beziehung 
derselbea, in demjenigen Zusammenhange mit" einaader s~ehen mtissen, 
das% wenn oo ~ Fl~chea des eiaea Systems in einem Punkte sich be- 
riihren~ die eatsprechende~ Fl~chen des anderen Systems ebenfalls ia 
einem Punk~e sich beriihren. .Desswegen muss das eine Fl~iehensystem 
aus dem anderen dutch eine L ie" sct~e ~Beriihru.ngstransformalion herge- 
leitet werden k6nnen. 

Also, nach dem in der vorigen Nummer Auseinandergesetzten, 
eine jede eindeutige ~dichentrans[ormation muss eine Lie'sche Beriih- 
rungstra~fo~wtation sein. 

9. Von n q-k-fach uaendlich vielen Fl'~ehen 

(13) f ( z x ~  �9 �9 �9 x ~  Z t  �9 �9 �9 ~ + ~ )  = 0 

gieb~ es ~ - ~ ,  die ein gegebenes Element ( zx~)  enthaltem Fasst 
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man Z l . . .  Z~+~ als Panktcoordinaten eines Raumes /~+~ auf, so 
wird die Bedingungsgleichung fiir die Ber•hrung zweier benachbarter 
Flgchen (13) durch eine Differentialgleichung 

,/, (z dz) ---- 0 

dargestelR, die ein solches System yon k - -  1, in Bezug auf ~ homo- 
genen, Gleichtmgen 1". Ordmmg in R,,+,: 

t ~ '  (~  " "" ~ + ~  '~, " "" =~+~) = O, 
(14) / (/---- 1 ~ . .  k - - l )  

begrtindet, das eine gemeinsame LSsung mit n -[- I willktirlichen Con- 
stanf~n ges@attet. Die Gleichung f~--O,  - -  wo s x als willkiirZidte 
Constanten fungiren, - sow@ ein jedes System yon oc ~+~ Mannig[al- 
tigkeit~, M~ im ]~aume R ,+~ , - f i i r  welches ~ ~ 0  die Beriihrungs- 
bedin~ng ausmacl~t, bildet eine solche gemeinsame Li~sung. 

:Es wird hierdurch elne Beziehung zwischen dem Raume R,+I  
und dem yon den Elementen (~ z) des Gleichtmgssystems (t4) einge- 
nommenen Raume begrfindet. Spfiter werde ich hierauf wieder zurtick- 
kommen. 

10. Corotlar des Satzes der 8. ~ummer.  - -  Von zwei partiellen 
Differentialgleichungen 2. Ordnung des Raumes R~+I, yon denen bekannt 
ist, erstens, (lass jede derselben ein k-laches System yon Integral-M~ 
zuliiss~ ( k >  n +  2) (Tz so gross, dass die Elemen~se (ZXkp~pk,) dieser Inte- 
grale alle Elemente der Differentialgleichungen werden), ~ und zwei- 
tens~ dass sie nicht, durch eine gewShnliche Beriihrungstransformation 
aus einander hergeleitet werden kSnnen~ gilt es~ dass keine Transfor- 
mation existir~, die alle Integral-3l,  der beiden Gleichungtn in der 
Art einander zuordnen~ dass dabei Beriihrung 2. Ordnung erhalten 
bleibt. Eine solehe Transformation wiirde niimlich je zwei unendllch 
benachbar~e sich bertihrende Integrale des einen der k-fachen Systeme 
in zwei ~hnliche Integrale eines anderen tiberfiihren, und w~re somit, 
nach der 8. JNummer, eine gewShnliehe Beriihrungstransformation. 

11. Beil~ufig will ich auf Folgendes aufmerksam machen. Dass 
in dem l~ume mit drei Dimensionen, dem gewShnlichen Punktraume, 
keine besondere Transformation staifdlnde~, wobei Berfihrung 2. Ord- 
nung eine invariante Beziehung hat, lfisst sieh analytiseh so aus- 
drfieken: Es giebt kein Gleichungspaar: 

. F ( z x y p q Z X Y P Q ) - ~ - - O ,  

r  ) = 0 ,  

das in Bezug sowoht auf z .  - �9 q als Z .  �9 . Q fii~ffach unendlieh is~, 
and dessen Gleiehungen sowohl hinsiehtlieh z .  -. q als Z . .  �9 Q als 
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Variabeln einfach unendlich viele gemeinsame Integrale besitzen. (VgI. 
Nr. 4.) 

Zwar giebt es unbegrenzt viele Gleichungspaare der letzteren Eigen- 
schaft, z. B.: 

wo qh (P~ r bez. ~b i ~ ~a Integrate der Gleichung ( ~  ~) ~ 0 bez. 
(O, (9)-~-0 sind, abet dieselben begriinden nicht eine Transformation 
aller Fliichen des Raumes. So z. B. werden durch die genannten 
Gleichungen blos die Integrale der Gleichungen q~ ~ C, ~p ~ - C  er- 
halten. 

w  

Einiges yon Transformationen partieller Di~erentialgleichungen 
1. 0rdnung. 

t2. Aus der 8. Nummer fblg~, class elne ~ede parfielle Gleichung (P-~-0 
erster Ordnung des Raumes /~+~  deren charakteristische Kegel durch 
eine Gleichung r d~. . .d2~+~)- -~-O darges~eIlt sind, vermit- 
telst irgend einer vollst~ndigen LSsung f (z x I � 9  x ~ - i  ~ . .  �9 ~ + 1 )  ~ 0 
auf den Raum t ~ ( z x  I �9 �9 �9 x ~ - l )  abzubilden ist. Einem jeden Fl~chen- 
elemente dieses Raumes entspricht eine Charakteristik yon (P-~-0, einer 
jeden-Fl~che, M~_I des R~*), eine Integral-M~ yon q ) ~  0, insbe- 
sondere den c ~ +  1 Ftfichen f ~  0 die Conoide yon q ) ~  0, d. i. die 
Integrale, erzeugt yon Charakteristiken, die durch einen und denselben 
Punkt hindurchgehen. 

In Folge dieser Abbildung der partiellen Differentialgleichung (P~ 0 
auf R~ muss die allgemeinste Transformation dieser Gleichung in sich 
selbst, die so beschaffen ist, class sie Integ'rale in Integrale iibeffiihrt, aus 
der allgemeinsten Fl~chentransformation des /~  zu entwickeln seim Nun 
ist letztere Transformation, wenn sie einer Ft~che immer eine Fl~che 
(nicht co Fl~chen) zuordnet, nothwendig eine Lie'sche Beriihrungs- 
transformation. D e m  entsprechend erhalten wir  e~ne Transformation, 
welche die Charakteristiken do" partiellen Gleichung r ~ 0 mit  einander 
vertauscht, als die altgemeinste Transformat ion,  die ein Zntegral der 
Gleichung wiederum i~ ein In tegral  (nicht c~ Integrale) iiberfiihrt. 

Zwei partiet]e Gleichungen 1. Ordnung (P ~ O, ~ ~ O, deren 
charakteristische Kegel jeder durch eine Gleichung dargestellt sind, be- 
ziehen wit auf einen und denselben Raum/~, und dadurch auf einander. 

") Sowie einer jeden Mannigf~Rigkeit niederer Dimen~onen, als InbegHff 
yon co =-~ FFachenelemen~en (zxp) betrachtet: 
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Die allgemeinste Transformation, die ein Integ~:al der einen Gleichung 
in ein Integral der anderen iiberfiihrt, ist einh sol&e, die die Charakte- 
risti'ken yon ~p ~ 0 mit denjenigen yon lg _~_ 0 vertauscM. Sie ist das 
Bild der Bertihrungstransformation des _g~. 

Ieh hatte bei meiner frfiheren Darstellung diese Transforma~ionen 
als Lie'sche Beriihrungstransformationen des Raumes (~) bezeichnet, 
deswegen, well eine jede derselben durch eine Gleichung 

- F ( 2 t a ~ . ' ' ' & + l  AIA~_'" A~+z)~-0 ,  

die die Zuordnung yon Conoiden*) der einen Gleichung und Ingegralen 
aaderer Art der anderen Gleichung bestimmt, ausgedrtickt werdea 
kSnnte. Eine solche Trar, sformation**) umfasst indess nur die Fliichen- 
elemente (Xz~) der Oleichungep ( I )~  O, ~ 0, keineswegs alle ~l~i- 
chenelemente des /~,,+,, des t~aunwz (~). Transformationen, die alle 
Elemente des /~=+1 anbetreffen und die die Integral-M= yon q ) =  0 
in diejenigen yon ~g ~ 0 umformen, sind folgenderweise analytisch zu 
formuliren. 

Start ~1 " ' "  )*,+1, h i " "  h~+~ als Coordinaten der Punkte zweier 
r i . t Gebiete yon _R=+, schreibe ich z x , . . . x ~ ,  z x l .  .x=; weiter nehme 

ich an, dass (I)~ ~g~ so bestimmt seien, dass ein jedes der beiden Glei- 
chungssysteme: 

x~ = r ( z ~ . . .  x~ ~ , . . .  p~), x~ = �9 ( z 'x l . . .  x;, p l . - - ~ ; ) ,  
x ~ - - - %  ( ), x , = ~  ( ), 
. . . . .  . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  ~ . . . . . .  

x~---- r ), x ~  = ~ _ , (  ) ,  
z = r  ( ); z = ~ , ,  ( ); 
/,~ = r  ), ~', = ~ + , (  ), 
~ = r ), ~ = ~ + ~ (  ), 

. . . . . . . . .  , . . . . . . .  ~ . . . . . . . . . . . . . . . . . .  

~'~ = r  ( ), ~'~ = ~ . , ~  ( ), 

eine Bertihrungstransformation des Raumes ~=+~ begriindet. -- Die 
Gleichung (P ~ 0 bez. ~g ~- 0 wird nun, in der obea genanntea Wdse, 
dutch folgende Gleichungen auf "den l~aum _R~ : X, ~ 0 abgebildet: 

bez. 

*) Als Punkte it aufgefasst. 
*,) Einige yon Lie fiber diesen Theil meines frfiheren Aufsatzes gef~.llte Be- 

merkuagen haben reich dazu veranlasst., die folgenden Entwicketungen dieser 
Nummer zu geben. 
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Und die fragliche Transformation yon �9 ~---0 an ~/== 0 ist also tier 
Form : 

(b) eine arbitr. Function yon (zx I -. x~ Pt " "i~ ; z'x~., x~ p~..2'~) ~- 0, 
(c) samm~ ether Gleichung zwischen �9 und ~ ,  die, wenn r gleich 

Null gesetzt wird, q~ verschwinden l~ss~. 

Die Zahl der Gleichungen ist 2 n +  1 und durch dieselben werden 
somit z x  1 �9 �9 x,~ Pl " ".P= in z 'x~.  �9 x'~ pl �9 "p'~ ausgedriickt. 

Dies ist im Allgemeinen keine Fliichentransformation, keine L i e ' -  
sche Beriihrungstransformation des Raumes R~+~*). Wir sehen dies 
am einfaehsteu ein, indem wir fiir die Gleichung (b) schceiben: 

m , , + ~  = W @ ' x ( .  �9 �9 x~( p~" �9 �9 . p j ) ,  

wo (WI, W) yon Null verschieden ist, aber (q)l, q)-+~) gleich Null. 
Eine Berfihrungstransforma~ion w~irde zwei in Involution liegende 
Functionen @1, r in zwei Khnliche Functionen verwandeln, also 
keineswegs in Wj , W.  

Ftir die Gleichung (c) schreiben wit: 

und sehen daraus, dass eine Sehaar yon 2artiellen Gleichunge~ �9 ~ C 
in eine Schaar yon Gleichungen q~ ~ C dux~h Trans]brmationen iiber- 
gefiihrt werden k&gne, die keine ~er~Thrungstrans[brmationen des t~+~ 
gnd ,  abet dock, ein jedes Integral jeder Gkichung �9 ~ C in ein Inte- 
gral der ents2rechenden ~ - ~ - C  ve.rwanddn. 

13. Die mehrdeutigen Ftiichentransformationen des / ~  sind die 
Bitder aller der anderen Transformationen, die in der Weise eine partielle 
Differentialgleiehung 1. Ordnung des /~,+i in sieh selbst resp. eine 
andere Gleicbung dersetben Ordnung desselben Raumes fiberfiihren~ 
dass aus ]ntegral-M~ immer wiederum Integral-M~ werden. ~ Eine 
iede solche Transformation, die z~vei Gleichuiigen 1. Ordnung ~b ~ O, 
T ~  0 in einander fiberffihri, ]~sst einem Iniegrale der einen Glei- 
chung, z. B. O ~ 0 ,  ein Integral der anderen Gleiehung, T-~-O~ da- 
gegen einem Integrale der letzteren unendlich viele Integrale der 
ersteren entsprechen. 

Vorstehendes fibertrigt slch teichtverst~i~dlich auf par~elle Glei- 
chungeff 1. Ordmmg jeder Art des /~§ da irgend zwei Gleichungen 

*) Vgl. hierzu elnen Ausspruch yon Lie in seiner Arbei~: ,Begrfindo_ug eiaer 
Invariantentheorie der Ber~hrungstransforma~ionen". Math. Anua|en Bd. VIII, 
S. 223, 
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1. Ordnung stets durch eine Beriihrungstransformation in einaader 
fibergeffihrt werden kSnnen. 

14. Ein System yon k partiellen Differentialgleichungen 1. Ordnung 
mi~ n + 1 Variabeln, die eine gemeinsame LSsung mit n --  k + 1 *) 
willkiirlichen Constanten gestatten, wird nach der 9. Nummer durch 
irgend eine gemeinsame vollst~dige LSsung: 

f ( z x l  �9 �9 �9 x ~ _ ~  ~l  " " " Z , , + l )  ~ 0 

auf den Raum ( z x  L �9 �9 �9 x , _ ~ )  yon n -- k -~- 1 Dimensionen in der Art 
zu beziehen sein, dass einem jeden Fl~chenelemente dieses / ~ - ~ + i  
eine charakteristische Mk des Gleichungssystems, einer jeden Fliiche 
des R~-k+l  (M~_~ dieses Raumes) eine Integral-M. des Systems ent- 
spricht. Zwei Gleichungssysteme, deren jedes aus k Gleichungen be- 
steht und jedes cr -k+1 Integral-M~ besitzt, kSnnen auf den Raum 
/~._~+1 abgebildet und damit auf einander selbst bezogen werden. 
Die allgemeinste Transformation des elnen Gleichungssystems in das 
andere, die eine jede Integral-M~ des einen Systems in eine Integral- 
M.  des anderen fiberfiihrt, wird folglieh das Bild der allgemeinsten 
eindeutigea Fl~ichentransformation des Raumes R , - ~ + I  sein. Bei einer 
jeden derartigen Transformation der Gteichungssysteme in einander 
geht also eine jede charakteristische M~ des einen Systems ia eine 
charakteristische M~ des a.aderen fiber. 

15. In dieser Nummer soll insbesondere betrachtet werden ein 
System yon vier partiellen Differentlalgleichungen I. Ordnung mit sieben 
Variabeln ~, das ~:~ Integral-~16, etwa 

f ( z x y ) ~  . . . XT) = 0 ,  
besitzt. 

Dies Gleiehungssystem werde auf den Raum /~a abgebildet. Da- 
bei wird dann einem jeden ]:]fichenelemente ( z x y ~ v q )  eine eharakte- 
ristisehe M 4, einem jeden Elemente ( z x y p q r s t )  eine charakteristische 
M 1 ,  der Schnitt yon einfaeh unendlich vielen benaehbarten, durch 
einen and denselben Puukt/~ hindurchgehenden eharakteristischen M 4 ,  

entspreehen. 
Einer jeden Fl~che des//a entspricht eine Integral-M s und diese 

soll eine M a (etwa als Cuspidalmannigfaltigkeit) enthalten~ welche aus 
r charakteristischen M 1 besteht**). 

*) n:>~. 
**) Dutch jede Ms kmau eine Integral-M 6 gelegt werden, dutch eine Ma 

blos, wean dieselbe yon cc~ S~reifen erzeug~ ist, die einer chara&teristlsehen M~ 
magehiiren. 
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Werden aus den cx~ s Elementen (zxy~qrst)  des ~R 3 o~ 7 durch 
eine Gleiehung F(zxypqrs t )~O ausgeschieden, so ist dies mit einem 
husseheiden yon oo: charakteristischen M 1 identiseh. Das Auffinden 
yon Integralfliichen der partiellen Gleichung 2. Ordnung E---~ 0 and 
das Auffinden derartiger [ntegral-M a des Gleichungssystems im /~ ,  
deren jede yon o~ ~ der ausgeschiedenen charakteristisehen Streifen (M~) 
erzeugt ist~ sind folglich ~quivalente Probleme. 

w  

Einiges yon einer Classe mehrdButiger Fl~chentransformationen des 
Raumes yon drei Dimensionen. 

16. Wie in der Einleitung gezeigt, ist durch irgend drei Glei- 
chungen: 

I X ~ -  lZ (zxypq), 
(15) r - -  ( ), 

z ) 

eine Fliichentransformation vollst~ndig bestimmt. Sie wird eine ein- 
deutige Transformation, falls, - -  bei Befriedigung der Bedingung~ dass 
das Gleichungssystem 

dz ----pdx -[- qdy, d~ --~ rdx -4- sdy, dq --~ sdx -]- tdy, .  �9 �9 in inf. 

in das ~hnliche 

dZ ~ PdX  -{- Qd Y, d_P ~- R d X  -4- Sd Y, 
dQ ~ SdX- t -  T d Y , . . .  in inf. 

transformir~ werden soll, - -  die Gr5ssen zP, Q ebenfalls nut zxypq 2 
nicht die hSheren Different~alquotienten enthalten; andernfalls, wenn 
man durch die erw~hnte Rechnung bekommt: 

P---- r (zxypqrst), 

so ist die Transformation (15) eine mehrdeutige F15ehen~ransfor- 
marion. 

Diese Transformation ordne~ jedem Punkte (X YZ)  eine Schaar 
yon oo ~ Elementen (~xypq), einem jeden Fliiehenelemente (ZXY_PQ) 
auf einem jeden der dem Punkte ( X  YZ)  zugeh5renden Elemente 
(zxypq) eine Schaax yon oo I Werthesystemen (rst) zu. Eine jede 
Fl~ehe des Gebiets (xyz) wird in eine Fl~che des Gebiets ( X Y Z ) ,  
eine jede Fl~che des letzteren Gebiet~ in alle ]~ategrale einer partiellen 
Differentialgleichung 1. Ordnung f F2) - -  0 fibergefiihrt. 

Einer parfiellen Differentialgleiehung 1. Ordnung ~p ( Z X  YPQ)~-  0 
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entspricht eine partielle Differentialgleichung 2. Ordnung~ die ein erstes 
Integral mit zwei willkiirlichen Const~nten Z V besitzt: 

f ( F F ,  F 2 A ~ )  = 0 *). 

Den linearen partiellen Differentialgleichungen 1. 0rdnung im Ge- 
biete (X YZ) entspreehen partielle Differentia]gleichungen 2. Ordnung 
im Gebiete ( x y z ) ,  die in r s t  r t - - s  ~ linear sind und die ein erstes 
Integral besitzen yon der Form: 

f ( F F I F ~ )  gleich einer willkiirlichen Function yon r (FF j  F,z). 

17. Besonders will ich, wegen ihrer Anwendung auf eine gewisse 
Classe partieller Gleichungen 2. Ordnung, auf die folgende Transfor- 
mation aufmerksam machen: 

X--~-x, 
(16) Y ~ y ,  

Z = q .  

Die tibrigen Gleichungen dieser Transformation, die in der ange- 
fiihr~n Weise herzuleiten sind~ werden: 

Q = t ,  
v d3z dSz # z  

t~ -~- V , ~ d x.2 d y ~ w ~ d x--~d y-T ~ 7~ ~ d y~ ] 
(16') S --~ w, 

T - ~ - ~  
U. S. W, 

Ich betrachte eine Gleichung 2. Ordnung im Gebiete ( x y z ) ~  file 
yon z p fret ist, also die Form hat: 

F ( x y f l r s t )  --~ O, 

oder, nach r aufgelSst: 

07)  ~ = f ( xvqs t )**) ,  

und bilde die entsprechende Figur des Gebletes ( X  Y Z ) .  

Dutch Differentiation der Gleichung (17) in Bezug auf y be- 
kommt man: 

d f  d f  d f  

*) Der Transformation (15)wird such yon P. du Bois-l~eymond in dessea 
Arbei~: ,,Beitr~ge z~r Interpretation der partiellen Differentialgleichungen" Leipzig 
1~64, S. 173 erw~hnt. 

**) In ganz derselben Art l~st sich die Gleiehung: 
r = f ( x y ~ s O  + z~(x)  + ~ ( x )  

behundelm 
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eine Gleichung, die im (X  Y Z )  auf Grund der Gleichungen (16)7 (16') 
die folgende lineare zum Bilde hat" 

d f  d f  ~y_  d f  

Dieselbe wird dana das Bild aller Gleichungen 

r--~ f ( x y q s t ) +  eine arbitr'.s •(x) .  

Einer jeden Fl~ehe des Raumes (X YZ)  entsprechen die ]ntegrale 
eiaer Gleichung 

q = ~ ( x y ) ,  

deren LSsung yon der Form ist: 

(19)  (xv) + 
wo t~ eine willkiirl~che :Function bedeu~et. 

Well einem jeden Integrale der Gleichung (18) u. A. Integrale 
der Gleiehung (17) entsprechen miissen, so mag, wenn Z--~- .F (X  Y )  
eine Integralfiiiche yon (18) bedeu~et, die willkiirliche Function W in 
(19) so besfimmt werden k5nnen, class le~ztere Gleichung ein Integral 
yon (17) darstetls Und die zur Bestimmung yon tg dienende Glei- 
chung giebt*) W gteieh einer determinirfen Function yon x: F (x), ver- 
mehrt um cx -Jr- d, wo c, d ganz willk~irtich sind. 

1)as.Problem der Integration der Gleichung 2. Ordnung (i7) ist 
hiermit auf -das _Problem der Integration do" linearen Gleichung 2. Ord- 
hung (18) ~uriic]:gefiihrt. 

Durch die angewandte Transformation ent spreehen irgend zwei 
][ntegralen der Gleichung (17)~ die in einem Punkte eine Beriihrung 
der n t~" Ordnung eingehen, zwei Integrale der Gleiehung (18), die 
in einem PunkCe eiae Bertihrung der n ~ I ten Ordnung besitzen, und 
demgemiiss werden Charakteristiken tier G[eichung (17) Charakteristiken 
der Glelchung (18) entsprechen. 

Das bier Auseinandergeseizte bildet eine Erweiterung der bekannten 
L e g e n d r e ' s e h e n  Theorie**) der Gleichungen 

F (rst) ~ 0"**), 

die xyz~cl nicht enthalten. ~ Um die Legend re ' s ehe  Form der ent- 
sprechenden linearen Gleichung (18) zu erhaIten, wfirde man sich start 
der Transformation (16) ether aus ihr dutch eine reciproke Transfor- 
mation 

*) Dutch eine zweimalige Quadratur. 
,a) VgL B o o 1 e: Differential-Equations, Cambridge 1859, p. 369. 

***) Ich bin neuerdings dutch Lie auf diese Legendre'sche Theorie a~ff- 
me~ksam gemacht. 
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X'----- P,  
herzuleitenden: 

X' ~ s~ 

zu bedienen hahen. 

A. V. BXc~n~D. U~ber Fl~chentransformatlonen. 

y'=q, z'=Px+qY--.Z 

Y '  - ~  t ,  Z "  = s x  -]- t y  - -  q 

Die fragliche Gleichang wird dann 

af  a[ 

Die vorangehende Theorie bleib~ na%Srlieh im Wesentliehen un- 
ver~indert, wenn auf die zu Gruade gelegenen Gleiehungen (16), (t7) 
eine beliebige Berfihrungstransformation angewendet wird. 

H e l s i n g b o r g ,  18. Juli 1875. 


