Ueber Flichentransformationen.

Von A. V. Bickruxp in Lund.

L

Im vorigen Jahre hatte ich mir die Frage gestellt, ob es unter
den Flichentransformationen eines dreifach ausgedehnten Raumes solche
gibe, fir welche'nicht Bertihrung 1. Ordnung, sondern erst Berithrung
2, Ordnung, Osculation, die Rolle einer Invariante spielte. Diese Frage
habe ich sodann in einem Aufsaize im X. Bande der Jahvesschrift der
Universitdt Lund (Sept. 1874) behandelt und bin dabei zu dem Resul-
tate gelangt, dass diejenigen Transformationen, bei demen schon Be-
rithrung 1. Ordnung eine invariante Beziehung ist, d. i. die Lie’schen
Beriihrungstransformationen, auch die einzigen sind, die Beritbrung
hoherer Ordnungen invariant lassen. Zu derselben Zeit war in dem
VIII. Bande der Mathematischen Annalen eine Arbeit von Lie®) er-
schienen, in der die niimliche Frage nach Osculationstransformationen
aufgeworfen ist. Desshalb habe ich es unternehmen wollen, die er-
wihnte frithere Untersuchung von mir etwas umstindlicher darzulegen,
sowie einige darin nur angedeutete Punkie niher auszufithren. — Ich
fange hier damit an, den Beweis fiir die Nicht-Existenz einer beson-
deren Osculationstransformation der ebenen Curven zu geben und werde
diesen Beweis erst rein geometrisch, sodann rein analytisch fiihren
(§ L., 2. Erst dann gebe ich eine genauere Uebersicht iiber die
weiterhin zu behandelnden Fragestellungen.

§ 1

Geometrischer Beweis fiir das Fehlen eoiner besonderen Oseculations.
transformation der ebenen Curven.

1. Die Osculationstransformation wiirde eine jede Curve der Ebene
in eine oder einige, nur nicht unendlich viele Curven derselben Ebene,
weiterhin je zwei einander osculirende Curven in zwei gleichfalls ein-

*} Begriindung einer Invariantentheorie der Beriihrungstransformationen.
Von Sophus Lie. 8. 223, Note.
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ander osculirende Curven verwandeln. Wenn also auf eine Figur,
bestehend aus einer Curve C und zwei einander unendlich benachbarten
Curven C’ C”, welche C in zwei benachbarten Punkten osculirten, eine
Osculationstransformation angewandt wiirde, so miisste eine neue Figur
resultiren, hestehend aus einer Curve [, der transformirten von C, und
zwei einander benachbarten Curven [, transformirten Curven von
C’'C”, — die T in zwel benachbarten Punkten osculirten. Weil C’' C”
in zwel benachbarten Punkten eine und dieselbe Curve osculirten, so
miissten sie sich selbst beriihren und aus demselben Grunde miissten
auch I sich beriihren. So dass eine jede Osculationstransformation
die FEigenschaft besitzen miisste, je zwei unendlich benachbarte einander
beriihrende Curven in swei Curven derselben Art su verwawdeln.

Diese Eigenschaft kommt aber, wie ich sogleich zeigen werde, einzig
und allein den Lie’schen Berithrungstransformationen zu, und damit
ist der Beweis fiir das Fehlen einer besonderen Osculationstransfor-
mation geleistet.

2. Wenn in der Ebene (zy) eine Transformation der genannten
Art vorhanden ist, die also eine jede Curve der Ebene in eine Curve,
je zwei unendlich benachbarte einander beriihrende Curven in zwei
unendlich benachbarte ebenfalls einander beriihrende Curven iiberfiihrt,
so miissen, wenn 4, 4, 4, die Parameter irgend eines dreifachen Curven-
systems ¥ (xy ;A3 4;) = O sind, und wenn
) ¢ (A Ay A5ddy dAydAg) =0
die Bedingung dafiir ausdriickt, dass zwei benachharte Curven (1) (A4-d4)
sich berithren, die aus den Curven (i) durch die genannte Transfor-
mation hervorgegangenen Curven, oder kiirzer, die den Curven (4)
entsprechenden Curven durch eine Gleichung
@ @yl d,4) =0

reprisentirt sein, welche so beschaffen ist, dass, wenn man x y p aus
dieser Gleichung und aus den drei folgenden:

'@ +pf =0,
3) 2 af di =0,

SNAU® ga4p S g0

eliminirt, man die Gleichung (1) wiederbekommt. Denn dann bildet
die letztere Gleichung die Beriihrungsbedingung fiir zwei consecutive
Curven (1), sowie fiir zwei consecutive Curven (2). So dass, wenn
zwei unendlich benachbarte Curven (1) sich beriihren, die entsprechen-
den Curven (2) sich auch beriihren miissen.
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Wenn amgekéhrt irgend zwei dreifache Cuorvensysteme gu der-
selben Differentialgleichung als Beriihrungsbedingung Anlass geben,
so wird durch dieselben eing Transformation begriindet vop genau dem
oben angegebenen Charakter,

Gesetat, es wire gegeben ein dreifaches Curvensystem, etwa das
erste System (1), so wird man zu einer wesentlichen Beziehung zwi-
schen diesem Systeme und irgend einem anderen (2) in folgender
Weise gefiihrt.

Werden die Parameter 4 als Punkieoordinaten eines Raumes R,
wit drei Dimensionen, die Variabeln xy als willkiirliche Constanten
anfgefasst, so stellt die Gleichupg (2) ein System van oo® Flicken in
R, dar; die Gleichung (1) ordnet jedem Punkbe des R, einen elemen-
taven Complexkegel zu und, weil (1) durch die Gleichungen (3) aus
{2) resultirt, miissen je zwei unendlich benachbarte Flichen (2) nach
einer Curve sich schneiden, deren simmtliche Linienelemente (2 d1)
der Gleichung (1) gentigen, also elementaren Complexkegeln (1) an-
gehdren; oder, in anderen Worten, diese Schnittcurven sollen Curven
des Complexes (1) sein. -— Durch irgend einen Punkt des B, gehen
oot Flichen (2). Ihre Tangentenebenen in dem Punkte werdén von
einem Kegel umhiillt, der in der Nihe des Punktes mit demjenigen
Kegel zusammentillt, der von den durch den Punkt bestimmben Linien-
elementen der Schnitteurven je zweiler benachbarter der oo! Flichen
erzeugt ist, Dies ist aber gerade der vom Punkie apsgehende elemen-
tare Complexkegel (1). Folglich wird eine jede der oo? Flichen (2)
in einem jeden ihrer Punkte von dem dazu gehdrigen Kegel (1) be-
rithrt.  Also: die Flichen (2) bilden eine Lisung mit zwei willkiirlichen
Constanten. @y derjenigen partiellen Differentialgleichung 1. Ordnung,
deren elementare Complexkegel durch die Gleichung (1) dargestell sind.

Nun sollen immer zwei benachbarte Integrale der partiellen Glei-
chung 1. Ordnung — ich nenne sie kurz ® = 0 - nach einer Cha-
rekteristik dieser Gleichung sich schneiden. Es muss dann die durch
die Gleichungen:

F=0, 1@ +pf @)=
dargestellte Curve eine Charakteristik von & == 0 sein, und zwar wird

einem jeden Werthsysteme » y p eine bestimmte Charvakteristik ent-
sprechen®). D. h. einfach unendlich vielen Curven (2), die ein ge-

[ ——

*) Das Resuliat dieser Ueberlegung ist cinfach folgendes: Eine jede gewdhn.
liche nicht-lineare Differeutialgleichung ¢ {Ad1) =0 kann in unbegrenzt vielen
Weisen durch oo® Curven 9 (2 ypiidelds) =0, z{zyp i Ag k) == 0 erseizt wer-
den, oder es ist, nach Lie, durch 9 (Ad1) =0 ein gewisser Curvencomplex be-
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meinsames Element zyp besitzen, entsprechen oco! Punkie (1), die eine
Charakteristik von ¢ == O bilden. — Stellen wir das Curvensystem (1)
durch seine Gleichung in Punkteoordinaten z y dar:

4 Pyt i i) =03

dasselbe wird — wenn zy 4, 4, 1; in obiger Weise interpretirt werden
— eine Ldsung mit 2y als zwei willkiirlichen Counstanten vonr @ =0
sein, und einer jeden Schaar Curven 1 (d. 1. Curven (4)), die in einem
und demselben Punkte sich berithren, muss daher eine Charakieristik
von ® == 0 entsprechen. Nun giebt es nicht mehr als oo’ Charakie-
ristiken von @ == 0, so dass im Allgemeinen eine Charakteristik keine
Schaar von oo' Charakteristiken umhiillt, and darum miissen vmge-
kehrt den Punkten (1) einer beliebigen Charakteristik von @ == 0 ein-
fach unendlich viele Curven (1), Curven (4), entsprechen, die sich in
einem und demselben Puunkte berithren. Also, einfach unendlich vielen
Curven (2), die sich in einem Punkte berithren, entsprechen einfach
unendlich viele Curven (1), die ebenfalls in einem Punkte sich beriih-
ren, — indem den beiden Curvenschaaren dieselbe Charakteristik ent-
sprickt.

Hiermit ist bewiesen worden, dass; wenn zwischen zwei dreifachen
Curvensystemen ein Entsprechen etablivt ist, in der Art, dass je zwei
benachbarten einander beriihrenden Curven des einen Systems zwet eben-
solche des anderen Systems entsprechen, davm auch allen in einem Punkie
sich berithrenden Curven des einen Systems ebensolche Curven des andern
entsprechen miissen. Folglich ist die Transformation, die von dem einen
zum andern Curvensysteme fithrt, eine Transformation von Linien-
elementen (zyp). Sie muss weiterhin je zwei vereinigt liegende Ele-
mente in zwei ebensolche Elemente iiberfiihren, denn zwel vereinigt
iiegende Linienelemente gehbren immer einer (reellen oder imaginiiren)
Curve des einen Systems an und die entsprechenden Elemente werden
sich an die entsprechende Curve anschliessen. — Eine jede Transfor-
mation der anfangs angegebenen Art ist also eime Lie’sche Berithrungs-
transformation. W. z. 2. w,

griindet. Es glebt nun blos ein einziges Curvensystem dieses Complexes, welches
durch ein Gleichungssystem der Form:

PEYlhhi)=0, Y (®)+pyp =0
darstellbar ist. Es sind dies die Charakteristiken der mit g (141} == 0 zusammen-
biingenden partiellen Gleichung 1. Ordnung.

Mag avch bemerkt sein, was aus dem Obigen folgt, dasy eine jede gewin-
liche nicht-lineare Differentialgleichung o (242) =0 als Bedingung fiir die Be-
rithrung zweier benachbarter Curven eines dreifachen Curvensystems interpretirt
werden kann.
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§ 2.
Analytischer Beweis desselben Satzes,

3. Da eine jede Curve der Ebene ein Werthsystem xypyp' - - -*)
besitzt, wodurch sie umgekehrt volliy bestimmt wird, so muss in erster
Hand eine jede Curventransformation zweier Riume (zy) (XY) der
Ebene, — diese Riume aof einander ausgebreitet gedacht, — eine
Transformation von Werthsystemen xzypp ---- und XY PP ...
sein. Insbesondere wiirde eine Osculationstransformation Werthsysteme
(zypp) in (XY PP iiberfiihren und natiirlich alle derartigen einer
Curve in (xy) angehbrenden Werthsysteme in entsprechende Werth-
systeme, die einer Curve in (X Y) angehbrten, verwandeln. — Eine
jede Osculationstransformation wiirde daher durch Gleichungen der

Form :
2=F (XYPP),

y =TI ( )s
=0 )y
=& )

definirt sein, wo die F.-.®, so zu bestimmen wiren, dass immer
das Gleicbungssystem

(a) dy —pde=0, dp—pde=0
in das Zhnliche System
(b) dY — PidX =0, dP—PdX=0

tiberginge. Denn dies ist die analytische Bedingung dafiir, dass, wenn
zwei benachbarte Elemente (z--p) (x + dz - - p -+ dp’) einer Curve
angehdren, die entsprechenden Elemente (X.. P) (X+dX.. P+ d P)
ebenfalls einer Curve zukommen.

Nun betrachte ich folgende Reibe von oo! consecutiven Elementen
(zypp’): .

Lo Yo Lo D »
Ty Yo Do ¥ + AP,
Ty Yo Do P+ 2 dy,

Es geniigen je zwel benachbarte dieser Elemente den Gleichungen
(a), — denn nun sind dz = dy == dp = 0, — und von den entspre-
chenden oo! Elementen (X Y PP’) miissen also je zwel benachbarte
den Gleichungen (b) geniigen, d. h. diese oo' Elemente werden an eine

- d . d
)p=‘d—i; P=a%,"‘
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Cuorve sich anschhbiessen. Durch Elimination von P, P’ aus den Glei-
chungen:
=F (XYPP),

Yo = F, 1 ( ),

Po =P ( )
soll selbstverstindlich die Gleichung jener dem Linienclemente (x4, p,)
entsprechenden Curve, und in Shnlicher Weise die Gleichung einer dem
Linienclemente (X Y P) entsprechenden Curve in (zy) erhalten werden.
~— Oder, wenn ans den Transformationsgleichungen die Grosse P’
eliminirt wird, eine jede Osculationstransformation misste zu zwei
Gleichungen fithren:

{e) [(zypXYP)=0, o@ypXYP)=0,

die sowohl in den Variabeln zyp als in den XY P ein gemeinsames
Integral besiissen. Umgekehrt wiirden zwei Gleichungen (¢), die in
der niwmlichen Bezichung zu einander stinden, eine Osculationstrans-
formation bestimmen, vorausgesetzt, dass die Gleichungen

d s
f=0, 9=0, {Lapilapy =0, 2t P4 PIL—0%

fiir ein jedes beliebiges Werthesystem (X YPP') bez. (zypp’) ein
Werthesystem (zypp’) bez. (XY PP') oder einige solche Werthe-
systeme ergeben.

Aber ich werde zeigen, dass Gleichungssysteme von der Figenschoft
{¢) wnicht zu allen Werthesystemen (wypp) der Ebene fiihren kinnen,
indem jene Gleichungen den dreifach unendlich vielen (X Y P) nur
zweifach unendlich viele Curven zuordnen, also durch die erwihnte
Rechnung nur die oo® Elemente (zypp’) dieser Curven zum Vorschein
kommen kbnnen. Damit ist danyp bewiesen, dass keine besondere
Osculationstransformation stattfindet,

4. Werden P bez. p aus den Gleichungen (c¢) eliminirt, so ent-
stehen zwei Gleichungen:
(d) p=fwyXY), P=g¢yXY),
die jene vollstindig ersetzen und die sowohl im Raume (zy) wie im
Raome (X Y) ein gemeinsames Integral besitzen sollen. Nun wird
diese Beziehung der Gleichungen (d) zu einander algebraisch durch
die Relationen:

* Combinirt wenn es nothig wire, mi{: den Gleiehuno'en
, 4
G e d‘; +r 5% =0, 2 +PI% 4y

die, wegen des zwischen f P geltenden Zusammenbangs, stets mit den obigen
Gleichungen vereinbar sind.
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Ao | pdo o ar L o df _
s gy =0 gxt+oegy=0

ausgedriickt, woraus durch Elimination von f eine Gleichung zur Be-
stimmung von ¢ hervorgeht:

? (g do  doy __
ax : )+ dY dx_'dy =0.
Dieselbe kann in die Form gebracht werden:
d (do dy do do
£ FX+9’dY) i) dy (& + e ) =0;

9’

d .
d. h. wenn dx +p =0, so muss auch sein:

(71; P’[z—y“)(g%‘f‘q’% =0.

Die Differentiale von ¢ und von %%— + o dY) beide als Funetio-

nen von z, y betrachtet, sollen also gleichzeitig verschwinden, darum

T + 9 —-~¢@Y@

Das Integral dieser G]eichung ist von der Form:
eine arb. Function von (¥ (X Y¢) ¥,(X Y¢) zy) = 0.

Setzt man hier P statt ¢, so hat man die zweite der Gleichungen (d).
Sie ist nur zweifach unendlich in Bezug auf XY P, es werden daher
den oo® (XY P) nur oo? Curven in (zy) zugeordnet und also giebt
es, nach dem eben Auseinandergesetzten, keine besondere Osculations-
transformation der Curven einer Ebene. W. z. z. w.

II.

Die Frage liegt nun nahe: In wie weif lassen jene fiir die Ebene
gefundenen Resultate auf Riume mehrerer Dimensionen sich erweitern ?
Diese Frage werde ich erledigen, indem ich allgemein das Problem
der Aufstellung aller derjenigen Transformationen eines Raumes von
7 -+ 1 Dimensionen, die die Maunigfaltigkeiten von % Dimensionen,
die Flichen dieses Raumes, in einander {iberfiihren, behandle. — Von
derartigen Transformationen ist a priori einleuchtend, dass es derer
zwel wesentlich verschiedene Classen geben muss: die eine umfasst
diejenigen Transformationen, die eine jede Fliche des einen Gebietes
(¢xyzy - - - x,) des Raumes im Allgemeifen in nur eine Fliche (bez.
einige Flichen) des anderen Gebietes (ZX, X, - - - X,,) tiberfiihren, die
zweite Classe dagegen die, welche einer jeden Fliche eines der Ge-
biete unendlich viele des anderen entsprechen lassen.
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Fasse ich wiederum Riume von 2 Dimensionen, Ebenen, in Be-
tracht. — Weil eine jede Curve der Ebene durch ein Werthesystem
(zypp - - -) vollig bestimmt ist, und weil die Bedingung dafiir, dass
zwei unendlich benachbarte derartige Werthesysteme einer und der-
selben Curve angehoren, durch die folgenden Gleichungen ausgedriickt
wird:

{A) d wpdx:o, dp—_p'dx:()’....

so muss eine jede Curventransformation zweier Gebiete (xy), (X Y)
durch Gleichungen zwischen zypp ---, XY PP ..., die das Glei-
chungssystem (A) in das iihnliche System:

(B) AY — PdX =0, dP— PdX=0,.-.-

tiberfithren, charakterisirt sein. D. h, um eine Curventransformation
aufzustellen, bilde man beliebig zwei Gleichungen :

{ X=F (zypy ---24,
Y=F (zypy ---pY,

und leite ans ibnen, indem man der oben gesteliten Bedingung von
dem gleichzeitigen Bestehen der Gleichungssysteme (A), (B) geniigt,
die folgenden Gleichungen her:

©

(D) P'=¢1( )r

...........

{ P =9¢ (zypp-- ),

Im Allgemeinen wird es dann geschehen, dass die Gleichungen
(C), (D) nach zypp’ - - - sich nicht aoflosen lassen, — dann gehort
die Transformation der oben erwihnten zweiten Classe zu, sie wird
eine mehrdeutige Transformation sein. Zwar wird nimlich eine jede
Curve in (zy) in nur eine Curve des Gebietes (X Y) verwandelt, aber
einer Curve des letzten Gebietes entsprechen unendlich viele Curven
des ersten, nimlich alle Integrale einer gewissen Differentialgleichung*).
— Wenn aber die Gleichungen (C) so gewihlt worden wiren, dass
dieselben mit etwa den % ersten der Gleichungen (D) ein System bil-
deten, das in Bezug .auf zyp - - - p*—! aufgelost werden konnte, so
dass diese Gleichungen auch in folgender Form darstellbar wiren:

t=f (XYP--,

y=f;( }3
P=‘P( ):

*) Oder moglicherweise eines Systems von mehreren Differentialgleichungen.
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so wiirde die Transformation zu der ersten der obigen Classen gehoren,
sie wiirde eine eindeutige (d. h. endlich-deutige) Transformation sein.
Denn in erster Linie wiirde sie eine Transformation von gleichnamigen
Curvenstiicken (zyp - --p*~') und (XY P... P*~1) sein, und weiter
wiirden solchen Stiicken (zyp - - . p*—1), die zu einer Curve sich ver-
einigen, gleichnamige Stiicke entsprechen, die ebenfalls zu einer Curve
sich vereinigen,

Hinsichtlich der Transformationen dieser Classe besteht der Satz, dass
sie ausschliessend Beriihrungstransformationen sind, wie diese von Herrn
Lie definirt werden. Alle eindeutigen Curventransformationen sind
also Transformationen von (zyp) in (XY P). Es ist schon bewiesen
worden, dass keine anderen Curventransformationen von (zypp’) an
(XY PP') existiven; im folgenden Paragraphen soll gezeigt werden,
dass auch keine besonderen Beriihrungstransformationen hoherer Ord-
nungen stattfinden.

Gehen wir zu Rjumen mit einer beliebigen Zahi, n 4 1, Dimen-
sionen ilber. Um in allgemeinster Weise eine Transformation zu bilden,
die aus allen Flichen (M,) wiederum Flichen macht, darf man be-
liebig # 4 1 Gleichungen:

Z =F (22« ZaPy PuPiiPrs*  Pun - Prim ),
X, =F( )

...............................

(€)

nehmen und aus ihnen durch Differentiation und Elimination die fol-
genden ableiten:

Pk=¢k(z"xk"_pk"pkl"pklm“');
Pry= &xy( )

........................

(D)

so dass das Gleichungssystem:

A) de— D pdz =0, dpi— D, pude,=0, - - ininf.
invariant bleibt.

Im Allgemeinen wird durch (C) eine mehrdeutige Transformation
begriindet; nur wenn (C’) eine Lie’sche Beriibrungstransformation ist,
— und von diesem Satze wird der 4. Paragraph handeln, — nur dann
ist die Fliachentransformation eindeutig (endlich-deutig).

Ich habe schon frither, wie bemerkt, die Frage discutirt, ob es
nicht andere eindeutige Flichentransformationen gibe, als gerade die

Lie’schen Beriihrungstransformationen, und den Beweis dieses Cha-
Mathematische Annalen. IX. 20
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rakters der letzteren Transformationen in einem Aufsatze in der Jahres-
schrift der Universitit Lund fiir zwei und fiir drei Dimensionen ge-
leistet. Gleichzeitig hatte Lie in einer Abhandlung in den Mathema-
tischen Annalen dieselbe Frage aufgeworfen und dazu die andere gefiigt,
ob partielle Differentialgleichungen hoherer Ordnung Umformungen
gestatten, die keine Beriihrungstransformationen sind. Der in meinem
fritheren Aufsatze gefiihrte Beweis fiir die Nicht-Existenz von Beriih-
rungstransformationen htherer Ordnung, welche sich auf die Gesammt-
heit aller Flichen beziehen, zeigte sogleich, wie auch Lie brieflich
mir mittheilte, dass keine derartigen fiir den Inbegriff der Integral-
flichen einer partiellen Differentialgleichung hoherer Ordnung geltenden
Transformationen stattfinden konnten; in dem gegenwiirtigen Aufsatze
hahe ich dies als Corollar eines meiner fritheren Sitze hingestellt.

In dem 5. Paragraphen werde ich eine aus den Auseinander-
setzungen der vorangehenden Paragraphen herfliessende Abbildung
einer partiellen Gleichung 1. Ordnung eines Raumes mit » 4 1 Di-
mensionen auf einen Raum mit » Dimensionen erwihnen, um daraus
einen Schluss hinsichtlich der Transformation von Gleichungen 1. Ord-
nung zu ziehen.

Es wird eine solche Abbildung schon durch eine Berithrungs-
transformation begriindet, und sie ist auch von Lie, wie ich aus
einer Bemerkung in seiner Abhandlung ,Allgemeine Theorie partieller
Differentialgleichungen 1. Ordnung® Abh. der Gesellschaft der Wissen-
schaften zu Christiania fiir 1874, 8. 218, schliessen muss, bel seinen
synthetischen Untersuchungen zur Hiilf¢é genommen worden.

Zum Schlusse finden sich einige kurze Bemerkungen iiber eine
Classe mehrdeutiger Transformationen des Raumes von drei Dimen-
sionen, -

Uebrigens muss ich hier bemerken, wie auch in meinem fritheren
Aufsatze geschehen ist, dass ich im Sommer des vorigen Jahres mit
Herrn Felix Klein in Miinchen insbesondere iiber die Frage nach
Osculationstransformationen der Ebene im Gespriiche gewesen bin,
und dass, wenn auch bei diesen Unterhaltungen die Aufgabe nicht
erledigt wurde, doch die Ldsung derselben durch einige von ihm auf-
geworfene neue Gesichtspunkte, unter denen sich die Frage betrachten
liesse, wesentlich gefordert worden ist.

§ 3.
Ueber die eindeutigen Transformationen der ebenen Curven.

5. Ich nehme zunichst die Betrachtungen der zweiten Nummer
in einer etwas erweiterten Form wieder auf. — Statt eines dreifachen
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Curvensystems {4) bebandle ich ein System mit % - 1 willkiirlichen
Parametern i:

) Flayidy - Af) =0

und wende auf dieses das frithere, in der zweiten Nummer fiir das
System {4) gebrauchte Verfahren an. 4,4, .- 4;4+, werden als Punki-
coordinaten eines Raumes R,y mit 2 + 1 Dimensionen, zy als will-
kiirliche Constanten aufgefasst. Durch Elimination von x v p aus den
Gleichungen:

f=0, @+ p=0,
®) af 4. U@ g0, S LG
D an=0, X UE qiqp DLW gm0
resultivt eine Gleichung
0 P{Adiy =0,
die nun die Bedingung fiir die Berihrung zweier benaehbarter Cur-
ven 4, Curven (5), ist.

Von dieser Gleichung mag vor Allem Folgendes bemerkt sein.
Man erkennt aus den Gleichungen (6), wenn man zypl constant
setet, — dann die Werthe von 1 so gewihlt, dass den zwei ersten
der Gleichungen (6) Geniige geleistet wird, — dass einem jeden sol-

i 41,
chen Werthesysteme o0*—2 Werthe von 31— entsprechen. Und zwar
i <V 0 4
sind diese Werthe der Form: N

Ak = dA" - g dAP oo A2,
f=12---%k+1),
wo die @ beliebig zu nehmen sind. — Die Strahlen des irgend einem
Punkte (1) mugehbrenden Kegels 3 = O ordnen sich darum zu einfach
unendlich vielen ebenen Biischeln von % — 2 Dimensionen zusammen,

und der Kegel selbst soll daher in Xbenenmcoordinaten durch & — 1
Gleichungen reprisentirt sein. Seien

Py (o haga By mg) =0,
®) ¥, ( Ym0,

.....................

P ( y=0

diese k& — 1 Gleichungen, homogen in Bezug auf z Ks wird dann

zunfichst die Berithrungsbedingung (7) dureh dieses System von par-

tiellen Gleichungen 1. Ordnung im Ry, zu ersetzen sein. Hiermit

ist aber jene Gleichung (7) noch nicht vollsiindig charakterisirt. Es

gilt nimlich weiter, dass die Fliichenelemente (1x) der Mannigfaltig-

keiten (5), ~ M, im Raume Rpy:, — den Gleichungen (8) genfigen,
20+
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dass also die Gleichungen (8) das Mannigfaltigkeitssystem (5) als eine
gemeinsame Losung mit zwei willkiirlichen Constanten z y besitzen.

Umgekehrt wird auch jedes System k — | partieller Gleichungen
1. Ordnung in Biy., das eine gemeinsame Lisung mit zwel willliir-
lichen Constanten gestatiet, zu einer Gleichung o (A dA) = O fiihren,
welche als Beriihrungsbedingung zweier benachbarter Curven eines k~+1-
fachen Systems

[(@Yyh - Iayr) =0
gedeutet werden kann. Und die Gleichung eines jeden solchen Curven-
systems wird, wenn x y bloss als willkiirliche Constanten betrachiet wer-
den, stets etne gemeinsame volistindige Lisung des Systems der partiel-
len Differentialgleichungen dorstellen.

Durch die hieraus fliessende Abbildung des Gleichungssystems (8)
auf die Ebene wird einem jeden Linienelement (zyp) der Ebene eine
charakteristische M, Schnittmannigfaltickeit von 2 — 1 Dimensio-
nen zweier unendlich benachbarter Integral- M,;, einem jeden Klemente
(zypy’) eine charakteristische M; o, der Schnitt dreier consecutiver
Integral- My, entsprechen, u. s. w. Den Punkten einer charakteristi-
schen M;_; entsprechen somit diejenigen Curven (), die sich in einem
Punkte beriihren, den Punkten einer charakteristischen M;_, die-
jenigen (5), die sich in einem Punkte osculiren, u. s. w.

Und weiter, was hier besonders hervorgehoben sein mége, wenn
zwischen zwei k + 1-fachen Curvensystemen:

flydy - Lyr)=0,
?( )=0

eine solche Correspondenz feststeht, dass je zwei benachbarten einander
berithrenden Curven des einen Systems zwei, benachbarte ebenfalls
einander beriihrende Curven des anderen Systems entsprechen, dann
miissen allen Curven f== 0, die sich in einem Punkte beriihren, Curven
@ =—0 entsprechen von genau derselben Eigenschaft. Denn beide Curven-
systeme geben zu demselben Systeme partieller Differentialgleichungen
-(8) Anlass und den beiden Schaaren von in einem Punkte sich beriihren-
den f==0 bez. @ — O entspricht eine und dieselbe charakteristische’
M, ;. Was darauf hinauskommt, dass fiir alle Transformationen der
Ebene, bei denen zwei benachbarte einander beriihrende Curven in
dhnliche Curven verwandelt werden, die Berihrung 1. Ordnung eine
invariante Beziehung sein muss; also, alle jene Transformationen sind
Lie’sche Berithrungstransformationen. — Wie nun schon in der zwei-
ten Nummer erwiesen war.

6. Eine Curventransformation, die Beriihrung 2. Ordnung un-
verdindert lisst, ist, wie schon gezeigt, eine gewdhnliche Beriihrungs-
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transformation; eine Transformation, die Beriihrung 8. Ordnung unver-
andert ldsst, wiirde je zwei benachbarte mit einander eine Beriihrung
der 2. Ordnung eingehende Curven in zwei #hnliche Curven verwan-
deln; oder, auch sie sollte, behaupte ich, eine Transformation der
frisher in der vorangehenden Nummer erdrterten Classe sein, die zwei
benachbarte, eine Beriihrung der 1. Ordnung eingehende Curven in
ahnliche verwandelt. Wenn nimlich C°C” irgend zwei unendlich
benachbarte eine Beriihrung der 1. Ordnung besitzende Curven be-
zeichnen, so kann immer eine ¢ gelegt werden, die C’ " unendlich
benachbart ist und die in zwei dem Bertihrungspunkte dieser Curven
benachbarten Punkten dieselben osculirt. Eine jede Transformation
der genannten Art wird C°C”C in [T umformen, und von diesen
Curven soll die letztere die heiden ersteren in zwei benachbarten Punk-
ten osculiren. Weil aber [ eine und dieselbe Curve I' in zwei be-
nachbarten Punkten osculiren, gehen sie mit einander selbst eine Be-
rithrung der 1. Ordnung ein. Also werden hierbei irgend zwei benach-
barte einander berithrende Curven €' C” in zwei dhnliche I [ iiber-
gefilhrt, — wie behauptet war.

' Von einer Transformation der letzten Art ist aber schon gezeigt
worden , dass sie eine Lie’sche Berithrungstransformation ist. Darum
giebt es keine andere Transformation, bei welcher Berithrung 3. Ord-
nung eine invariante Beziehung ist.

In derselben Weise folgt, dass keine besonders Berithrungstrans-
formation 4., 5. - - Ordnung existirt. Es muss aber, wie oben be-
wiesen wurde, eine jede eindeutige Curventransformation eine Trans-
formation von gleichnamigen Curvenstiicken (zyp -- p*) (XY P-. P¥),
also entweder eine Beriihrungstransformation 1, oder 2, oder 3., 4. ...
Ordnung sein. Also schliesslich: eine jede eindeutige Transformation der
Curven einer Ebene muss eine Lie’sche Beriihrungstransformation sein.

§ 4.

Ueber Transformationen von Mannigfaltigkeiten von » Dimensionen, 3,
eines Raumes von # -~ 1 Dimensionen.

7. Erstens bemerke ich, dass, wenn eine Fliche, eine M,, mit
zwei einander unendlich benachbarten Flichen in zwei unendlich be-
nachbarten Punkten pp’ eine Beriihrung der st Ordnung eingehen
soll, so miissen die beiden letzteren Flichen im Punkte p’ eine Beriih-
rung von der # — 1'* Ordnung besitzen. Und umgekehrt, wenn zwei
unendlich benachbarte Flichen eine Beriihrung der »—1t Ordnung
besitzen, so ist es in unbegrenzt vielen Weisen mbglich, Flichen zn
construiren, die mit denselben in der N#he des Beriihrungspunktes
eine Berithrung der 7' Ordnung eingehen. REine jede Flichentrans-
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formation, die Flichen, welche mit einander eine Berithrung der
2. Ordnung -eingehen, in ebensolche iiberfithrt, wird daher je zwei
unendlich benachbarte mit einander eine Berihrung der 1. Ordnung
besitzende Flichen in zwel derartige Flichen verwandeln; und aus
dem nimlichen Grunde muss eine Transformation, bei welcher Beriih-
rung 3. Ordnung invariant bleibt, je zwei unendlich benachharte Fli-
chen, die eine Berlthrung der 2. Ordnung besitzen, in zwei unendlich
benachbarte ebenfalls eine Berithrung- der 2. Ordnung besitzende kli-
chen verwandeln. Durch Wiederholung des in der vorangehenden
Nummer gefiihrten Raisonnements, — durch Construction einer Fliche
C, die mit zwei belicbigen einander benachbarten in einem Punkte eine
Beriihrung der 1. Ordnung besitzenden Flichen € C” in dem Beriih-
rungspunkte benachbarten Punkten eine Beriihrung der 2. Ordnung
eingeht und die selbst diesem Flichenpaare C'C” wunendlich benach-
bart ist, — sieht man, dass auch diese Transformation je zweil unend-
lich benachbarte einander berithrende Fliachen in zwei Flichen von
genau derselben FEigenschaft verwandeln muss. U. s. w. So dass
schliesslich eine jede Flichentransformation, fiir welche Beriihrung
gewisser Ordnung erhalten bleibt, von der Eigenschaft sein muss, dass
sie je zwei unendlich benachbarte eine Beriihrung der 1. Ordnung be-
sitzende Flichen in #hnliche Flichen umformt. Nun muss eine jede
eindeutige Flichentransformation eine Transformation von gleichnami-
gen Flichenstiicken (z2pprpii--+) (ZXp Py Pry---), fir eine jede
derselben also Beriihrung gewisser Ordnung eine invariante Beziehung
sein. Darum, eine jede eindeutige Flichentransformation muss eine
solche Transformation sein, die Berihrung 1. Ordnung zweier unendlich
benachbarter Fliichen invariant lisst.

8. Betrachten wir ein »n - 2-faches Flichensystem, etwa:
©) @ - @ndy - Ayys) =03

die Bedingungsgleichung dafiir, dass zwei den Parametern 4 1 4 d4
entsprechende Flichen sich beriihren, wird durch Elimination von 2z p
aus den folgenden 25 + 2 Gleichungen erhalten:

[=0, [Fa)+pnfE=0,
10) { D Haa—o, DL gy, STUE g,
k=12.---m),
die eine gewohnliche Differentialgleichung
(11) P(Adi)=0
als die gesuchte Bedingungsgleichung geben.
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Fasst man 2 z als willkiirliche Constanten, Ay Ay v -« dpyg als Punkt-
coordinaten eines Raumes R, » auf, so stellt in dlesem Raume die
Gleichung (11) ein System von elementdren Kegeln uvnd in demselben
Raume die Gleichung (9) ein solehes n - 1-faches System von M,
dar, deren jede (wegen der Gleichungen (10)) in jedem ihrer Punkte
von oo"~! henachbarten M,4; nach einer Mannigfaltigkeit einer Di-
mension geschnitten wird, deren Linienelemente Strahlen von elemen-
taren Kegeln (11) ausmachen. In Folge hiervon werden die co? durch
einen und denselben Punkt (4) hindurchgehenden Mannigfaltigkeiten
{9}, vermittelst ihrer Flichenelemente in diesem Punkte, einen Kegel
(11) erzeugen. Sei also ® =0 die partielle Gleichung 1. Ordnung,
deren charakteristische Kegel (oder elementare Complexkegel) durch
die Gleichung (11) vorgestellt sind, so erkemmen wir, dass ein jedes
Flichensystem (9), fir welches @ =0 eine Beriihrungsbedinguny ist,
etne vollstindige Liosung mit n ~- 1 willkirlichen Constanten 22, - - - ,
der partiellen Gleichung ® = 0 bildet.

Wenn daher die Flachen zweler # + 2-facher Flichensysteme:
(02) flezy -2 Ay - dagl) =0, @ (220 4y o Auge) =0
in der Art einander zugeordnet sind, dass je zweien Flichen (A1) =0,
fAW 4 d4) =0, die sich berithren, zwei ebenfalls sich beriihrende
Flichen o (AW} =0, o (A0 - d4) =0 entsprechen, so muss jede der
beiden Gleichungen, wenn z, z als Constanten, die 4 als Variabeln
interpretirt werden, eine vollstindige Losung einer und derselben par-
tiellen Differentialgleichung ®==0 sein. Hierbei werden die Parameter 1
derjenigen oo! Flichen irgend einer der Losungen, die sich in einem
Punkte beriihren, die also ein gemeinsames Werthesystem (2 zp) be-
sitzen, im Raume R, Coordinaten fiir die Punkte einer Charakte-
risttk von ¢ =0, und umgekehrt. So dass die eben beschriebenen
Flichensysteme (12), auf Grund der erwiihnten gegenseitigen Beziehung
derselben, in demjenigen Zusammenhange mit’ einander stehen miissen,
dass, wenn oo' Fliichen des einen Systems in einem Punkte sich be-
rithren, die entsprechenden Flichen des anderen Systems ebenfalls in
einem Punkte sich berithren. Desswegen muss das eine Flichensystem
aus dem anderen durch eine Lie’sche Berihrungstransformation herge-
leitet werden kinmen.

Also, nach dem in der vorigen Nummer Auseinandergesetzten,
eine jede eindeutige Flichentransformation muss eine Lie’sche Beriih-
rungstransformation sein.

9. Von n + k-fach unendlich vielen Flichen

(18) [z, - %p Ay oo dyyr) =0
giebt es oo*~!, die ein gegebenes Element (zzp) enthalten. Fasst
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man - Ayy; als Punktcoordinaten eines Raumes R,;; auf, so
wird die Bedingungsgleichung fiir die Beriihrung zweier benachbarter
Flichen (13) durch eine Differentialgleichung

p(Adid) =0

dargestellt, die ein solches System von k¥ — 1, in Bezug auf z homo-
genen, Gleichungen 1. Ordnnng in B,

Wilhy - o - dngr - - - pq) =0,

(14) { G=12- F—1)

begriindet, das eine gemeinsame Losung mit # - 1 willkiirlichen Con-
stanten gestatiet. Die Gleichung =0, — wo 22 als willkirlicke
Constanten fungiren, — sowie ewn jedes System von oc™+* Mannigfal-
tigkeiten M, im Raume R,y fir welches v =0 die Beriihrungs-
bedingung ausmacht, bildet eine solche gemeinsame Lisung.

Es wird hierdurch eine Beziehung zwischen dem Raume R,
und dem von den Elementen (1x) des Gleichungssystems (14) einge-
nommenen Raume begriindet. Spiater werde ich hierauf wieder zurtick-
kommen.

10. Corollar des Satzes der 8. Nummer. — Von zwei partiellen
Differentialgleichungen 2. Ordnung des Raumes B, ,, von denen bekannt
ist, erstens, dass jede derselben ein k-faches System von Integral- M,
zuldsst (5>n-+2) (k so gross, dass die Elemente (¢ px pr;) dieser Inte-
grale alle Elemente der Differentialgleichungen werden), — und zwei-
tens, dass sie nicht durch eine gewthnliche Beriihrungstransformation
aus einander hergeleitet werden konnen, gilt es, dass keine Transfor-
mation existirt, die alle Integral- 37, der beiden Gleichungen in der
Art einander zuordnen, dass dabei Bertthrung 2. Ordnung erhalten
bleibt. Eine solche Transformation wiirde nimlich je zwei unendlich
benachbarte sich bertihrende Integrale des einen der k-fachen Systeme
in zwei &hnliche Integrale eines anderen iiberfithren, und wire somit,
nach der 8. Nummer, eine gewbhnliche Beriihrungstransformation.

11. Beiliufig will ich auf Folgendes aufmerksam machen. Dass
in dem Raume mit drei Dimensionen, dem gewdhnlichen Punktraume,
keine besondere Transformation stattfindet, wobei Beriihrung 2. Ord-
nung eine invariante Beziehung hat, lisst sich analytisch so aus-
driicken: Es giebt kein Gleichungspaar:

FlzzypgZXYPQ) =0,
¢ ( y=20,

das in Bezug sowohl auf 7.--.¢ als Z...Q Ffinffach unendlich ist,
und dessen Gleichungen sowohl hinsichtlich #.--g als Z... @ als

»
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Variabeln einfach unendlich viele gemeinsame Integrale besitzen. (Vgl.
Nr. 4.)
Zwar giebt es unbegrenzt viele Gleichungspaare der letzferen Bigen-
schaft, z. B.:
F(p (zzypg) v (ZXYPQ) =0,

(90,0 ¥ ¥ ¥, v )=0,

WO @ @, Py bez. ¥y, ¢, Integrale der Gleichung (¢, z) == 0 bez.
(%, ©) = O sind, aber dieselben begriinden nicht eine Transformation
aller Flichen des Raumes. So z B. werden durch die genannten
Gleichungen blos die Integrale der Gleichungen ¢ = C, v = C er-
halten.

§ 5.

Einiges von Transformationen partieller Differentialgleichungen
1. Ordnung.

12. Aus der 8. Nummer folgt, dass eine jede partielle Gleichung =0
erster Ordnung des Raumes R,., deren charakteristische Kegel durch
eine Gleichung @ (4, -4y di,- - di,41)=0 dargestellt sind, vermit-
telst irgend einer vollstindigen Lisung f(22, -+ - Zy—1 Ay +++ Agys) =0
auf den Raum R, (22, - - - #,—1) abzubilden ist. Einem jeden Flichen-
elemente dieses Raumes entspricht eine Charakteristik von ® =0, einer
Jeden Fliche, M,_, des R,*), eine Integral-M, von ® = 0, insbe-
sondere den oo"+! Flichen f==0 die Conoide von ® =0, d. i. die
Integrale, erzeugt von Charakteristiken, die durch einen und denselben
Punkt hindurchgehen.

In Folge dieser Abbildung der partiellen Differentialgleichung ¢=0
auf R, muss die allgemeinste Transformation dieser Gleichung in sich
selbst, die so beschaffen ist, dass sie Integrale in Integrale iiberfiihrt, aus
der allgemeinsten Flichentransformation des R, zu entwickeln sein. Nun
ist letztere Transformation, wenn sie einer Kliche immer eine Fliche
(nicht oo Flichen) zuordnet, nothwendig eine Lie’sche Berithrungs-
transformation. Dem enfsprechend erhalien wir eine Transformation,
welche die Charakteristiken der partiellen Gleichung ® — O mit einander
vertauscht, als die allgemeinste Transformabion, die ein Integral der
Gleichung wiederum in ein Integral (nicht oo Integrale) wberfiihrt.

Zwei partielle Gleichungen 1. Ordnung © — 0, ¥ =0, deren
charakteristische Kegel jeder durch eine Gleichung dargestellt sind, be-
zichen wir auf einen und denselben Raum R, und dadurch auf einander.

—— -

*} Bowie einer jeden Mannigfalligkeit niederer Dimensionen, als Inbegriff
von © *—1! Plichenelementen {2xp) betrachtet,
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Die allgemeinste Transformation , die ein Infegral der einen Qleichung
m e Integral der anderen iiberfithrt, ist einé solche, die die Charakie-
ristiken von © == 0 mit denjenigen von ¥ = O vertauschi. Sie ist das
Bild der Beriihrungstransformation des R,.

Ich hatte bei meiner fritheren Darstellung diese Transformationen
als Lie’sche Berithrungstransformationen des Raumes (1) bezeichnet,
deswegen, weil eine jede derselben durch eine Gleichung

FAdy Ayt ANy -+ Ayy) =0,

die die Zuordnung von Conoiden*) der einen Gleichung und Integralen
anderer Art der anderen Gleichung bestimmt, ausgedriickt werden
konnte. Eine solche Transformation®*) umfasst indess nur die Flichen-
elemente (4iz) der Gleichungen ® =0, ¥ =0, keineswegs alle Fli-
chenelemente des RB,4., des Rawmes (). Transformationen, die alle
Elemente des R, 4, anbetreffen und die die Integral-M, von ¢ =20
in diejenigen von ¥ = O umformen, sind folgenderweise analytisch zu
formuliren.

Statt 4, - -+ 2,01, A -+ - Asy1 als Coordinaten der Punkte zweier
Gehiete von R,y schreibe ich 2z, - - - z,, 221 - - - x,; weiter nehme
ich an, dass ¢; ¥; so bestimmt seien, dass ein jedes der beiden Glei-
chungssysteme:

X, =® (22 % p - Pu), X, =¥ (Zor--Zupi-pa),

X2=¢1 ( )s X?“‘—"pl ( >,
Xn == q)n——l( ), Xn == q’n—l( );
Z = (Dn ( )7 = Ipﬂ ( ))
P1—¢n+1( )) “Pl =Wn+1( b
'P‘2=¢n+2( ): -P2 _w%-i-?( )}
Pﬂ"‘—q)27z ( ); -Pn=\p2n ( )!
eine Berithrungstransformation des Raumes R,y, begriindet. — Die

Gleichung ® = 0 bez. ¥ = 0 wird nun, in der oben genannten Weise,
durch folgende Gleichungen auf den Raum R, : X, = O abgebildet:

X, =@ K=y Z=®, P,y Py = sy,

bez.
X2=W1.--Xn=wn——1 Z:Wn P2‘~=\Fn+2"'P,,=W2n.

#) Als Ponkte 1 aufgefasst,

#+) Hinige von Lie iiber diesen Theil meines fritheren Aufsatzes gefillte Be-
merkungen haben mich dazm veranlasst, die folgenden Entwickelungen dieser
Nummer zu geben, '
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Und die fragliche Transformation von ® =0 an ¥ == 0 ist also der
Form

(a)

(b) eine arbitr. Function von (22, - - 2, p, - - 2L+ - 25 pi- - ph) =0,
(¢) sammt einer Gleichung zwischen ® und ¥, die, wenn ® gleich
Null gesetzt wird, ¥ verschwinden lisst.
Die Zahl der Gleichungen ist 2241 und durch dieselben werden
somit £, - - Ty Py - - Po in LAY - &, P - - p, ansgedriickt.
Dies ist im Allgemeinen keine Flichentransformation, keine Lie -

sche Berithrungstransformation des Raumes R,1.%). Wir sehen dies
am einfachsten ein, indem wir fiir die Gleichung (b) schreiben:

{(Dl =l'P'1 "‘(bnzq"n,
¢n+2= Wn-!-? e ¢29z= “Pzn,

Cupr =W/ - 2 p/ - p),
wo (¥, W) von Null verschieden ist, aber (®,, ®,.,) gleich Null.
Eine Berithrungstransformation wiirde zwei in Involution liegende
Functionen ®,, ®,4; in zwei #hnliche Functionen verwandeln, also
keineswegs in ¥, W.
Fir die Gleichung (¢) schreiben wir:
b=V,

und sehen daraus, dass eine Schaar von partiellen Gleichungen ® = C
i eine Schaar von Gleichungen ¥ = C durch Transformotionen diber-
gefiihrt werden kinne, die keine Berithrungstransformationen des B,
sind, aber doch ein jedes Integral jeder Gleichung ® = C in ein Inte-
gral der emtsprechenden W = C verwandeln.

13. Die mehrdeutigen Flichentransformationen des R, sind die
Bilder aller der anderen Transformationen, die in der Weise eine partielle
Differentialgleichung 1. Ordnung des R, in sich selbst resp. eine
andere Gleicbung derselben Ordnung desselben Raumes iberfithren,
dass aus Integral- M, immer wiederum Integral-M, werden. — Eine
jede solche Transformation, die zwei Gleichungen 1. Ordnung & = 0,
¥ =0 in einander uberfithrt, lisst einem Integrale der einen Glei-
chung, z. B. & =0, ein Integral der anderen Gleichung, ¥ =0, da-
gegen einem Integrale der letzteren unendlich viele Integrale der
ersteren entsprechen.

Vorstehendes iibertrigt sich leichtverstindlich auf partielle Glei-
chungen' 1. Ordnung jeder Art des R,y i, da irgend zwei Gleichungen

*) Vgl hierzu einen Aasspruch ven Lie in seiner Arbeit: ,Begriindung einer
Invariantentheorie der Beriihrangstransformationen“. Math. Annalen Bd. VIII,
8. 223,
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1. Ordnung stets durch eine Beriihrungstransformation in einander
tibergefithrt werden konnen.

14. Ein System von % partiellen Differentialgleichungen 1. Ordnung
mit » - 1 Variabeln, die eine gemeinsame Losung mit » — k4 1%
willkiirlichen Constanten gestatten, wird nach der 9. Nummer durch
irgend eine gemeinsame vollstindige Lodsung:

f(le...x”_k l]"‘ln-f-l)::o

auf den Raum (22, - .- 2,_;) von #» — %k + 1 Dimensionen in der Art
zu beziehen sein, dass einem jeden Flichenelemente dieses R,_zy;
eine charakteristische M) des Gleichungssystems, einer jeden Fliche
des R, ;41 (M,_i dieses Raumes) eine Integral- M, des Systems ent-
spricht. Zwel Gleichungssysteme, deren jedes aus % Gleichungen be-
steht und jedes ocor—*+1! Integral- M, besitzt, konnen auf den Raum
B, _i41 abgebildet und damit auf einander selbst bezogen werden,
Die allgemeinste Transformation des emnen Gleichungssystems in das
andere, die eine jede Integral- M, des einen Systems in eine Integral-
M, des anderen iiberfiihrt, wird folglich das Bild der allgemeinsten
eindeutigen Flichentransformation des Raumes R, 11 sein. Bei einer
jeden derartigen Transformation der Gleichungssysteme in einander
geht also eine jede charakteristische M; des einen Systems in eine
charakteristische M, des apderen iiber.

15. In dieser Nummer soll insbesondere betrachtet werden ein
System von vier partiellen Differentialgleichungen 1. Ordnung mit sieben
Variabeln 4, das oo® Integral-3;, etwa

) flazydy---4;) =0,
besitzt.

Dies Gleichungssystem werde auf den Raum R, abgebildet. Da-
bei wird dann einem jeden llichenelemente (zzypg) eine charakte-
ristische M, einem jeden Elemente (2zypgqrst) eine charakteristische
M,, der Schnitt von einfach unendlich vielen benachbarten, durch
einen und denselben Punkt 4 hindurchgehenden charakteristischen M,,
entsprechen.

Einer jeden Fliche des B, entspricht eine Integral- M, und diese
soll eine M, (etwa als Cuspidalmannigfaltigkeit) enthalten, welche aus
oo? charakteristischen M, besteht*¥),

*) n>k.

++) Durch jede M, kano eine Integral- M, gelegt werden, durch eine M,
blos, wenn dieselbe von oc? Streifen erzeugt ist, die einer charakteristischen M,
angehdren.
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Werden aus den oo® Elementen (zzxypgrst) des B, o’ dureh
eine Gleichung F(szxypqrst)==0 ausgeschieden, so ist dies mit einem
Ausscheiden von oo’ charakteristischen M, identisech. Das Auffinden
von Integralfiichen der partiellen Gleichung 2. Ordnung # =0 and
das Auffinden derartiger Integral- 3, des Gleichungssystems im XK.,
deren jede von oo? der ausgeschiedenen charakteristischen Streifen (M)
erzeugt ist, sind folglich dquivalente Probleme.

§ 6.

Einiges von einer Classe mehrdeutiger Flichentransformationen des
Raumes vonr drei Dimensionen.

16. Wie in der Einleitung gezeigt, ist durch irgend drei Glei-
chungen :
X=F (zzypq),
(15) Y = F( )y
Z =F 2 ( )

eine Flichentransformation vollstindig bestimmt. Sie wird eine ein-
deutige Transformation, falls, — bei Befriedigung der Bedingung, dass
das Gleichungssystem :

dz =pdz 4 qdy, dp=rdx -+ sdy, dq—=sdx -4 tdy, - in iof,
in das ihnliche
dZ=PdX 4 QdY, dP=RdX+8dY,
dQ=8dX+TdY,---in inf.

transformirt werden soll, — die Grossen P, @ ebenfalls nur zzypg,
nicht die hoheren Differentialquotienten enthalten; andernfalls, wenn
man durch die erwihnte Rechnung bekommt:

P=0, (2zypqrsi),

Q= ¢2 ( )
so ist die Transformation (15) eine mehrdentige Flichentransfor-
mation.

Diese Transformation ordnet jedem Punkte (XY Z) eine Schaar
von oo? Elementen (zzypgq), einem jeden Flichenelemente (ZX Y PgQ)
auf einem jeden der dem Punkte (X YZ) zugehdrenden Klemente
(#2ypgq) eine Schaar von oo! Werthesystemen (rsf) zn. Eine jede
Fliche des Gebiets (zyz) wird in eine Fliche des Gebiets (XY Z),
eine jede Fliche des letateren Gebiets in alle Integrale einer partiellen
Differentialgleichung 1. Ordnung f (FF, F,) = 0O iibergefiihrt.

Einer partiellen Differentialgleichung 1. Ordnung ¢(ZX Y PQ)=0
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entspricht eine partielle Differentialgleichung 2. Ordnung, die ein erstes
Integral mit zwei willkiirlichen Constanten 4 y besitzt:

f(FF Fyhu)=07%.
Den linearen partiellen Differentialgleichungen 1. Ordnung im Ge-
biete (X YZ) entsprechen partielle Differentialgleichungen 2. Ordnung

im Gebiete (zyz), die in rst »f{—s* linear sind und die ein erstes
Integral besitzen von der Form:

{ (FF F,) gleich einer willkiirlichen Function von ¢ (FF|F,).

17. Besonders will ich, wegen ihrer Anwendung auf eine gewisse
Classe partieller Gleichungen 2. Ordnung, auf die folgende Transfor-
mation aufmerksam machen:

X=z,
(16) Y=y,
Z =q.

Die iibrigen Gleichungen dieser Transformation, die in der ange-
fithrten Weise herzuleiten sind, werden:

P =35,
IQ%= ’ ( a3z déz dsz)
, =2, V= ——s g, W= ? ? = 3
(16") S — dx?dy dzdy dy
kd
T =1,
u. 8. W

Ich betrachte eine Gleichung 2. Ordnung im Gebiete (xyz), die

von z p frei ist, also die Form hat:
F(xygrsty =0,

oder, nach » aufgeldst:
(17 r={f(zygsh)*),
und bilde die entsprechende Figur des Gebietes (X Y Z).

Darch Differentiation der Gleichung (17) in Bezug auf y be-
kommt man:

+t +w +ﬁdt>

#) Der Transformation (15) wird auch von P. du Bois-Reymond in dessen
Arbeit: ,Beitrige zyur Interpretation der partiellen Differentialgleichungen Leipzig
1864, S. 173 erwihnt,

**) In ganz derselben Art lisst sich die Gleichung:

behandeln. =F(zyqst) + 29 (x) +p9 @)
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eine Gleichung, die im (X Y Z) auf Grund der Gleichungen (16), (16")
die folgende lineare zum Bilde hat:

g a d g
(18) R“S%~~T-z£f=z~%+9£-
Dieselbe wird dann das Bild aller Gleichungen
7 == (xygst) - eine arbitrire F'(z).

Einer jeden Fliche des Raumes (X Y Z) entsprechen die Integrale
einer Gleichung

g=F(zy),
deren Losung von der Form ist:
(19) t=g(zy)+ ¥ (),

wo ¥ eine willkiirliche Funection bedeutet.

Weil einem jeden Integrale der Gleichung (18) u. A. Integrale
der Gleichung (17) entsprechen miissen, so mag, wenn Z = F (X Y)
eine Integralfiiche von (18) bedeutet, die willkiirliche Function ¥ in
(19) so bestimmt werden konnen, dass letztere Gleichung ein Integral
von (17) darstellt. Und die zur Bestimmung von ¥ dienende Glei-
chung giebt™) ¥ gleich einer determinirten Function von z: F (z), ver-
mehrt am ¢z 4 ¢, wo ¢, ¢ ganz willkiirlich sind.

Das Problem der Integration der Gleichung 2. Ordnung (17) 7st
hiermit auf -das Problem der Integration der linearen Gleichung 2. Ord-
nung (18) zuriickyefiihrt.

Durch die angewandte Transformation entsprechen irgend zwei
Integralen der Gleichung (17), die in einem Punkte eine Berithrung
der n'» Ordnung eingehen, zwei Integrale der Gleichung (18), die
in einem Punkte eine Berihrung der % — 1t Ordnung besitzen, und
demgemiss werden Charakteristiken der Gleichung (17) Charakteristiken
der Gleichung (18) entsprechen.

Das hier Auseinandergesetzte bildet eine Erweiterung der bekannten
Legendre’schen Theorie®*) der Gleichungen

F (rst) == Q%)
die £y2zpg nicht enthalten. — Um die Legendre’sche Form der ent-
sprechenden linearen Gleichung (18) zu erhalten, wiirde man sich statt
der Transformation (16) einer aus ibr durch eine reciproke Transfor-
mation

L ——

*} Durch eine zweimalige Quadratur.
*#%) Vgl. Boole: Differential - Equations, Cambridge 1859, p. 369.
*%%) Teh bin neuerdings durck Lie auf diese Legendre’sche Theorie auf
merksam gemacht,
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X =P Y =@, Z=PX+QY —2Z2
herzuleitenden :
X' =5, Y =t Z =sz-4+ty—qg
zu bedienen haben.
Die fragliche Gleichung wird dann

ar af _
Ry —83x—T=0. —

Die vorangehende Theorie bleibt natiirlich im Wesentlichen un-

veréindert, wenn auf die zu Grunde gelegenen Gleichungen (16), (17)
eine beliebige Beriihrungstransformation angewendet wird.

Helsingborg, 18. Juli 1875.



