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LA DEFORMATION DES HYPERSURFACES
DANS L'ESPACE EUCLIDIEN REEL A » DIMENSIONS;

Par M. K. Cartan.

Je m’occupe dans le Mémoire qui suit de la déformation des
hypersurfaces & n —1 dimensions dans I'espace euclidien réel
i n2 4 dimensions. Le probléme & résoudre est le suivant :

Ftant donnée une hypersurface (S), trouver toutes les
hypersurfaces (X) applicables sur (S) (avec conservation des
longueurs d'arcs).

Ce probleéme a fait I'objet de travaux nombreux et bien connus
dans le cas . =3; on sait que, dans ce cas, il existe une infinité
de surfaces (X) applicables sur une surface donnée (S); elles
dépendent de deux fonctions arbitraires d’un argument. Dans le

cas >3 il n'en est plus ainsi : en gendral les seules hyper-
surfaces (L) applicables sur une hypersurface donnée (S) sont
égales ou symétriques a (S). Il en est sarement ainsi lorsque
Uhyperplan tangent a (S) dépend de plus de deux pura-
metres.

Il n’y a donc que des catégories spéciales d’hypersurfaces qui
puissent étre déclarées déformables. Ce sont les suivantes :

a. Les hypersurfaces développables, enveloppes d’un hyper-

plan dépendant d’un paramétre; elles sont toutes applicables
vSlll‘ an hyperplun.

b. Les hypersurfaces dont l'équation peut étre ramence,
par un choix convenable des axes de coordonnées rectangu-
laires, a la forme.

(1 F(zy, 23, 3) = 0
ou a la forme
(2) P (2, 73, x3, 1‘5):01

cette derniére équation étant homogéne. La déformation de I'hy-
XLIV. 5
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persurface se rameéne alors, dans le premier cas, & celle de la
surface définie, dans un espace euclidien i trois dimensions, par
I'équation (1); dans le second cas, i celle de la surface définie,
dans un espace sphérique & trois dimensions, par I'équation (2)»
avec
ri+xit+zi+xl=

L'hypersurface (2) la plus générale dépend ici de deux fonc-
tions arbitraires d’un argument.

c. Les hypersurfaces licux d’une variété plane a n — 2 di-
mensions dépendant d’un paramétre. Les hypersurfaces appli-
cables dépendent d’une fonction arbitraire d'un argument.

d. Les hypersurfaces enveloppes d’un hyperplan a deux
paramétres u et ¢ lorsque les coordonnées tangentielles de cet

hyperplan

YT+ ...+ U Tp—+— 2% =0

satisfont a une méme équation de Laplace de la forme

o0 f
duow 1f=o.

et quce la somme
% - +a?
1 b n

est la différence U — V entre une fonction de wet une fonction
de v, ou encore lorsqu’on a
?

i=n t=n

o0x; 0x; s
—_——— E 2; = 0.
dJu oy

i=1 i— 1

Les hypersurlaces (Z) sont de la méme catégorie, avec la méme
équation de Laplace; mais les fonctions U et V subissent, en pas-
sant de (S) 4 (), une méme transformation homographique i
coefficients constants; ces hypersurfaces (I) dépendent d'un
paramétre (en ne considérant pas comme distinctes deux hyper-
surfaces égales ou symétriques).

e. 1l existe enlin certaines hypersurfaces (S) qui sont appli-
cables sur une seule hypersurface (X) non égale ni symétrigue
@ (8); ce sont les enveloppes d'un hyperplan i deux paramétres u
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et v, les coordonnées tangentielles de cet hyperplan satisfaisant i
une méme équation (non arbitraire) de Laplace. Ces hypersur-
faces (S) n’admettent pas de déformation continue.

Les n° 1 4 6 contiennent le principe de la méthode employée;
le n° 7 est consacré aux hypersurfaces développables; le n° 8
montre que toute hypersurface dont I’hyperplan tangent dépend
de plus de deux paramétres est indéformable. Les hypersurfaces
de la catégorie b font 'objet du n° 12; celles de la catégorie c,
des n°s 13-16; celles de la catégorie d, des n°® 17-21. On étudie
avec plus de détail des cas particuliers intéressants dans les der-
niers n* 22-23; spécialement la déformation des hypersurfaces
enveloppes de ’hyperplan

Uz, +...+Upz,+Viy1+...+ Vyy,=U+V,

ou les U sont des fonctions de u seul et les V de ¢ seul.

Les résultats obtenus dans ce Mémoire peuvent étre étendus au
probléme de la représentation conforme dans un espaced n25 di-
mensions : ce sera 'objet d'un prochain Mémoire.

FORMULES PRELIMINAIRES.

1. Considérons, dans I'espace euclidien réel & n dimensions, un
n-¢dre formé d'un pointM et de n vecteurs unités rectangulaires I,,
I, ..., L, issus de ce point. Supposons que les coordonnées de
lorigine M et les projections des n vecteurs soient des fonc-
tions d’un certain nombre de paramétres, nombre qui ne peut pas
n (n2+ N, Si P

dépasser on considére les n + 1 vecteurs infiniment

petits dM, d1I,, ..., dI, obtenus en donnant aux parameétres des
accroissements infiniment petits, ces vecteurs peuvent s’exprimer
linéairement au moyen des vecteurs 1, I,, ..., I, eux-mémes, les
coefficients étant des expressions différentielles linéaires. En
exprimant que les vecteurs I, I, ..., I, restent de longueur 1 et
rectangulaires entre eux, on arrive facilement aux formules fonda-
mentales

dM = w; [1--0y Lh+...4+w,l,,

(1)
dl, =i +wpuh+. .+ w01, (r=1,2,...,n),
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ou les expressions w4 satisfont aux relations

(2) Drr= 0, Wrs = — Wsr.

Les expressions w;, ®,s ne sont pas autre chose que les compo-
santes par rapport aux axes du r-édre du déplacement instantané '
de ce n-édre.

Les covariants bilinéaires des expressions w;, @, s’expriment en
fonctions bilinéaires de ces mémes expressions d’une maniére
simple qu'on obtient immédiatement en annulant les covariants
bilinéaires des seconds membres des équations (1). On trouve
ainsi
3) ( =] woL,]+[ wewe] ...+ [ 0@,

] = BB |+ [Brews]+.. .+ [BmBas]  (rys=1,2,...,0).

Ces formules constituent les formules de structure du groupe
des déplacements euclidiens de 'espace & n dimensions. Dans le
cas de n = 3, elles reproduisent sous une forme condensée des for-
mules classiques dans la théorie des mouvements a plusieurs para-
metres.

2. On peut aussi considérer I'espace au point de vue tangentiel.
Désignons par P, le premier membre de I'équation normale de
I'hyperplan mené par M et perpendiculaire au vecteurl,; en dési-
gnant par u le lmint courant, on a

Pr=T,](g—M),

le second membre étant le produit géométrique du vecteur I, et
du vecteur w — M d’origine M et d’extrémité w; on a

Avy=di, | (g —M)—1,|dM :2 B Pe— .

s=1

Aux formules (1) doivent done sajouter les formules dualis-

Liques
"y dPo=m, P +~w,P)+...+5,,P,—w, (r=1,2,...,n),
. . nn t
dont les seconds membres contiennent les % expres-

stons wi, m,.. Ges formules nous seront trés utiles dans la suite.
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3. Considérons une variété & n — 1 dimensions de P'espace
& n dimensions : nous appellerons, pour abréger, hypersurface
une telle variété. La position d’un point M sur cette hypersurface
dépend de n — 1 paramétres &,, Ly, ..., to_y. Considérons alors
un n-édre variable ayant pour origine un point M variable de
I’hypersurface et tel que le vecteur I, soit normal & '’hypersur-
face. Le point M étant donné, ce n-édre peut encore dépendre
de (n—1)(n—2)

2
formules telles que (1), (1); mais, ici, ’expression w, est iden-
tiquement nulle. Les formules (3) montrent alors que 'on a

rarameétres. Pour ce n-édre variable, on a des
F )

[wiwn] + [weBsn | +...+ [Wa—1Br_y,n] = 0;

on en déduit facilement que les expressions @, ,; s 0y «os Byt n
sont des combinaisons linéaires de w,, wg, ..., w,_;, ou encore de

dl“ d[g, os ey dtn_.|:

cela est d'ailleurs évident autrement, car hyperplan tangent P,
étant fonction des seals paramétres t,, ¢y, ..., ts_y, les compo-
santes w,, de sa diftérentielle P, dépendent linéairement de

dt“ dt’, ey ‘dtn—l-

Remarquons du reste, et cette remarque jouera un grand role
dans la suite, que le nombre des paramétres indépendants dont
dépend 'hyperplan tangent est égal au nombre des expressions
Winy Ban, -y Bu_s,n linéairement indépendantes.

4. Proposons-nous maintenant, élant donnée une hypersur-
face (S), de trouver toutes les hypersurfaces (X) applicables
sur (S). Nous supposerons que nous avons attaché a chaque point
de (S) un n-édre satisfaisant aux conditions du numéro précé-
dent; ce n-édre dépendra des n — 1 paramétres &y, ta, ..., ty_,.
Le ds? de ’hypersurface (S) est évidemment

dst=wi+wl+...+o0l_,.

Si N 'est un point variable de 'hypersurface (), ses coordonnées
sont des fonctions de &, t24 ..., ta_y, et 'on peut toujours trouver
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n—uvecteurs Jy, Jo, ..., ),y tels que Pon ait
dN = wyJy+ w2J1+. . .—I—(Dn_lJ,,._.;

la Tondition que le ds* de (Z) soit le méme que celui de (S)
montre alors que ces n —1 vecteurs J, sont de longueur 1 et rec-
tangulaires entre eux. Désignons alors par J, le vecteur-unité
rectangulaire & J,, ..., J,_,. On définit ainsi en chaque point
de (Z) un certain n-édre attaché & I'hypersurface.

Le n-édre le plus général de l'espace & n dimensions dépendant
n(n-—+1
de (n+1)

paramétres u,, ..., Uy, le probléme proposé revient

alors au suivant :

Déterminer les quantités u,, u,, ..., iy en fonction de
tiy tay ooy ty_yy de maniére a avoir l'identité

(4) AN = Ji+wala+. ..+ 1w,y 1 Ty

Ce premier probléme une fois résolu, on connaitra les compo-
santes mobiles du mouvement instantané du n-édre attaché i (T)
et il suffira ensuite d’en déduire le mouvement de (X) pour avoir
en particulier les coordonnées de N en fonction de t,, ..., ty_,.

5. Désignons par de grandes lettres Q;, IT,; les composantes du
mouvement instantané du r-édre le plus général NJ,, ..., J, : ce
sont des expressions de Pfaffaux variables u,, u», ..., uy. Le sys-
téme différentiel & intégrer est alors

¢ =uwy,
Q, = uw,,
(3) e
Qpy = wp_y,
Q, =o.

Les premiers membres ne dépendent que des fonctions inconnues
Wy, ...y tty; les seconds membres, des variables indépendantes
Ly ooy gy

Egalons les covariants bilinéaires des deux membres de chacune
des équations (3); nous avons, en tenant compte de ces équa-
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tions (3) elles-mémes,

[wa(Mgyy —wy )]+ [wg(llyy —wy )]+t |wamy(Mpyyy —®ngn )] =0

[ (Hy ey — w1 )] + [02( 2 pet — @2 1) ] +oet [Wn—2(Tp—2,n -1 — Bn—2,n—1)] = 0

[wI,] + [wy113,] oot [0py Wi n ] =0

Les n — 1 premiéres équations (6) montrent que les expres-
stons Ils— w5 (ry s=1, 2, ..., n—1) sont des combinaisons
linéaires de w,, ..., w,_;. Si 'on pose alors

{t=n—1
s — o, = Z Apsg Wy (11-.\1 =— 1.\'rl)’
1=1

on obtient
Apse— Lpgs = Oy

égalité qui, jointe it

Apst =+ %spe = 0,

montre que tous les coefficients oy sont nuls.
Les équations (5) entrainent donc comme conséquence les nou-
velles équations

(7) ,s= ©, (rys=n1,2,...,n—1).

6. Pour éviter toute confusion, nous modifierons un peu nos
notations en posant

win= Y, U= W; (i=1,2,..., n—1).
L’égalité des covariants bilinéaires des deux membres de cha-

cune des équations (7) donne, en tenant compte des équations (5)
® et (7) et en utilisant les formules (3),

(8) [V, W] = [4rds] (rys=1,2,..., 0 —1I).

De la nous allons tirer des conclusions importantes.

Supposons que Phyperplan tangent a l’hypersuiface (S) dépende
de h paramétres (2=hA<n —1). On peut alors supposer choisis
les vecteurs tangents I, 1., ..., I,_, de maniére & avoir

biri=dnie=...=¢p =0,

les h expressions ¢, ¢,, ..., 4, étant linéairement indépendantes.
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[t

Le nombre des expressions bilinéaires [4r¥s] linéairement indé-

pendantes est alors de ,Lhiz—l)

Il faut, d’aprés (8), que ce
nombre soit le méme pour U'hypersurface (S) et U'hypersur-
Jace (2). 1l faut donc que, pour ces deux hypersurfaces, le
nombre Ak ait la méme valeur, & moins que la somme des valeurs
de ce nombre pour (S) et (¥) ne soit égale & 1, ¢’est-d-dire 4 moins
que (S) ne soit un hyperplan ou Penveloppe d’un hyperplan
dépendant d'un paramétre.

Donc, pour que deuz hypersurfaces soient applicables, il
Jaut que, pour ces deux hypersurfaces, U’hyperplan tangent
dépende du méme nombre de paramétres; exception faite du
cas ot l'une des hypersurfaces serait un hyperplan et Uautre
Uenveloppe d’un hyperplan a un paramétre (hypersurface
développable).

LES HYPERSURFACES DEVELOPPABLES.

7. Examinons tout de suite ce cas d’exception, et pour cela
supposons que (S) soit I'enveloppe d’un byperplan dépendant
d’un paramétre.

Le systéme de Pfaff

Q,= w, (r=1,2, ..., n—1),
Q, = o,

(9)
¥,.=o0 (r=1,2, ..., n—1),
M=o (rys=t1,2, ..., 0n—1)

est complétement intégrable, car les covariants bilinéaires des.
deux membres de chacune de ses équations sont égaux en tenant
compte des équations () elles-mémes : cela tient & ce que les
expressions [¢,d,] sont identiquement nulles. Ce systéme ()
étant complétement intégrable, il existe une hypersurface (Z)
applicable sur (S) et telle que W,=o0 : c'est évidemment un
hyperplan.

Toute hypersurface enveloppe d’hyperplans dépendant d’un
paramétre est donc applicable sur un hyperplan.
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LES HYPERSURFACES
DONT L’HYPERPLAN TANGENT DEPEND DE PLUS DE DEUX PARAMETRES.

8. Passons maintenant au cas ot hypersurface (S) est 'enve-
loppe d’un hyperplan dépendant de 22 3 paramétres.
Les égalités
[T W, ] = [$1¢r]

conduisent aux suivantes :
0= [llfl‘lf, \pr] = [W’qli q’r]-

Ces derniéres montrent que, si ¥, et ¢, sont linéairement indé-
pendantes, chaque expression {, est une combinaison linéaire
de ¥, et de ¥, ; cela n’esL‘pas possible, car alors h serait au plus
égal & 2. Il y a donc une relation linéaire au moins entre ¥, et ¢,.
D’autre part, si ¢, est nulle, ¥, I’est aussi; sinon, en effet, les
égalités

¥, ¥, ]=0
montreraient que chaque expression W, est proportionnelle a W,
et h serait égal & 1; de méme, 4, est nulle si ¥, l'est.

Il résulte de la que, dans tous les cas, on peut écrire
V,= Er‘{’r;

s, étant un coefficient différent de zéro. Supposons maintenant
que Yy, ¢4y, Jy soient linéairement indépendantes ; les égalités

[W1 W] =[d1da], [WiWs]=[d1ds], [WeWs]=[d2¢s]

donnent
g =ey=¢3=1"1;

puis s,=¢, si 4, n’est pas nulle. En définitive on a, quel que
soit r,
¥, =cd, (e ==%1)

Si e = —1, en changeant le sens du vecteur J,, on se rameéne an
cas s =1, et finalement on trouve

Q.= wy,
Qp= wy,

,s=wpy,
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Les mouvements instantanés des n-&édres attachés & (S) et ()

sont donc les mémes, et par suite les hypersurfaces (S) et (X) sont

égales (ou symétriques). Autrement dit, I'hypersurface (S) est
indéformable.

Toute hypersurface dont Uhyperplan tangent dépend de
trois ou d’un plus grand nombre de paramétres est indéfor-

mable.

LES HYPERSURFACES ENVELOPPES D'UN IYPERPLAN A DEUX PARAMETRES.

9. Reste le cas A = 2. Dans ce cas, on peut choisir les axes du
n-édre attachés aux différents points de (S) de maniére a avoir

"!‘32\'('4:---'-:4‘"—1:0‘

L'hypersurface est Uenveloppe d’une famille d’hyperplans
dépendant de deux paramétres et la caractéristique de ’hyper-
plan P, est la variété plane &4 n — 3 dimensions intersection
de P,, P, P,. L’hyperplan tangent est le méme tout le long de
celle variété plane.

On a, pour toute hypersurface (2) applicable sur (S),

W,=Wy=...= ¥, _;=o.

Toute hypersurface (T) satisfait donc au systéme de Plaft

Q. —w, =0 (r=1,2, ..., n—1),
Qn: 0,
an ) Ny— B s=0 (rys=1,2, ....n—1),
¥;=o,
............ s
Vy—1=o,

Q. —w, =o (r=1,2,..., n—1),
Q= [0 ¥ ]+ |w¥,],
(12) ¢ Wy —ola=— [TV, ]+ [$1¢a],
’ Iy, —w),=o (r=3, ..., n—1),
I, —m.=o0 (rys=3, ..., n—1),

W=—|w,¥ ] — |, T;] (r=

o
~
=
—
~
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10. Faisons d’abord la remarque suivante. L’équation w,= o
donne
[widi] +[wade] =0,

ce qui montre que ¢, et ¢, sont deux combinaisons linéaires
(nécessairement indépendantes) de w, et w,. L'équation ¢, =o
conduit alors

[®di] + [ dr] =0,

ce qui montre que w,, et ®,, sont deux combinaisons linéaires
de ¢, et ¢y, et par suite de w, et w,. On voit donc que les seconds
membres des équations (12) ne font initervenir que quatre expres-
sions de Pfaff w,, w,, ¥,, ¥, indépendantes des premiers mem-
bres des équations (11); sur ces quatre expressions, deux
dépendent des différentielles des variables indépendantes, deux
des différentielles des fonctions inconnues.
Posons
‘ B1r= 2,01+ B0,

~
i Wo, = (rw;+ 0,0y

La condition
[(O|‘V1J -+ [0.)2 l[fg] =0
permet de poser

(14)

| U= Ao+ Mwy,
| ¥y= Mw;+ Nw,

avec trois coefficients arbitraires A, M, N; soieni &, u, v les
valeurs de ces coefficients pour (8); la condition

[ W] =[d1ds]

donne
(15) AN — M2= v — p2,

Enfin, la condition

[71: V1] + [®2,¥a] =0
donne

(16) BrA+(8,—a )M —y,N=o (r=3,..., n—1),

équations vérifiées aussi bien pour (8) que pour (X). Ces <«qua-
tions se réduisent évidemment & deux au plus. )

- 41. D’aprés cela, plusieurs cas sont possibles, suivant :
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1° Qu’il y a deux équations (16) indépendantes;
2* Qu’il y a une seule équation (16) indépendante;
3* Que les équations (16) se réduisent toutes & des identités.

Eliminons d’abord le premier cas, qui donne évidemment

ces rapports étant, d’aprés (15), égaux & == 1; on a alors, en chan-
geant au besoin le sens de la normale de (),

Uy = ¢, Wy = ¢y,

et par suite (X) et (S) sont égales et symétriques. Dans ce cas
général, Phypersurface (S) est indéformable.

Restent les deux autres cas : nous allons commencer par le
dernier.

LES HYPERSURFACES DEFORMABLES DE LA PREMIERE CATEGORIE.

12. Dans ce cas, on a
=3, Br=o, Yr= 0,
les covariants bilinéaires qui se trouvent aux seconds membres
de (12) se réduisent alors & deux indépendants, & savoir

[(ul‘lf,] +[(D,‘Fg],
[$1de] — [V W, ).

Le systéme (11) est par suite en involution et son intégrale
générale dépend de deux fonctions arbitraires d’un argument. Il y
a donc une infinité d’hypersurfaces (2) applicables sur (S) et
ces hypersurfaces dépendent de deux fornctions arbitraires
d’un argument.

On peut, du reste, caractériser d'une maniére .géométrique
simple les hypersurfaces (S) en question et ramener le probléme

de leur déformation & celui de la déformation d’une surface dans
I'espace & trois dimensions euclidien ou sphérique.

1. Supposons, en premier lieu, tous les coefficients «, nuls.
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Les formules
- dPp=— qllpi—%'hpm
(17) 1 dPy = 1 Pa+ 4 Py — oy,
dPy = P+ P, —w,

montrent alors que le systéme linéaire d’hyperplans
APy uPy+vP,+ 5

est fize (*). Si l'on choisit les axes fixes de maniére que les trois
premiers plans de coordonnées fassent partie de ce systéme, I'hy-
perplan tangent & (S) a une équation de la forme

U T+ Us Ty~ Uz X3+ U = 0,

ou les coellicients dépendent de deux paraméires. Par suite,
I'équation de I'hypersurface est de la forme

(18) F(z,, x5, 3) = 0.

Les variétés lindaires 4 n

3 dimensions € qui engendrent
I'hypersurface et qui sont les caractéristiques de I'hyperplan
tangent (intersection des hyperplans P,, P, P,) font partie d’'un
réseau fixe.

xry= COnSt., Ty = COnS[., x3; = const.

Le réseau des variétés linéaires orthogonales i trois dimen-
sions ¢,
x, = const., cey x, = const.

est également fixe. Par chaque point de I'espace passe une variété
linéaire € du premier réseau et une seule, une variété linéaire ¢’
du second réseaun et une seule; par le point M par exemple la
variété (€) est I'intersection des hyperplans P,, P,, P,; la variété (')
Iintersection des hyperplans Py, . Py Chaque variété linéaire ¢
coupe Phypersurface (S) suivant une variété a deux dimensions ou

(1) En effet, la forme linéaire de ces ¢quations aux diflérentielles totales
montre que 'on a
o » .
Pr=E A+ A+ LA +E

Py =1 A+ 1, A+ 1A+ 1,
P,=0A+0LA+5A+

les hyperplans A, A,. A, étant des hyperplans fixes arbitraires.



— 78 —
surface (s) et I'hypersurface (S) est engendrée en menant par
chaque point de (s) la variété génératrice € qui passe par ce point.
Sur une variété €' fixe w,, ..., w,_, sont nuls et 'on a

dM =  w;lj 4+ wyl,,

dly wiale+ Y114,

dl, w1+ ¢y,

dly=— 41 [;— 1,

(19)

Le ds? de la surface (1) est donc w? + wl.

L’hypersurface (X) a une génération analogue 4 celle de (S)
avec deux réseaux orthogonaux de variétés linéaires 3 & n — 3 di-
mensions, 3’ & trois dimensions, chaque variété 3’ coupant (X)
suivant une surface (¢). Pour Uapplicabilité de (S) sur (2) il
Jaut que les surfaces (s) et (3), considérées.comme appartenant
chacune a un espace euclidien a trois dimensions (4') et (2'),
sotent applicables U'une sur lautre, et il est évident que la
condition est suffisante.

II. Supposons en second lieu que les coefficients a, ne sont pas
tous nuls. Partons des formules

dPn:_" ‘!lel_\bi P’.’a
dP = wpPh+oi(aPo+ 24Py —1) + '*'.Jl P,
dPy = P+ wy(03Py+...+ 2y (Pyoy—1) + 4y Pp;

on peut choisiv le n-¢dre attaché i Uhypersurface de maniére &
avoir

Ay=...=Ap_1=0;

il suftiv pour cela de pr.eudre le plan ayPy~+.. .+ a,_yPr_y pour
troisitme plan coordonné; écrivons pour abréger a a la place
de ay.

Des formules

™y, = 0. e, =0 (r=4, ..., n—1)

on déduit, par (3),
2wy, ] = 2| wews, | =05
don
Wy =0 (r=4, ..., n—1).

De

™y = Ay Wiy = AW,



on déduit ensuite
. [wi(dz —atwy)] = [wy(dz — 22w3)] = ,,
d’ou
da = 22w;.
De la résultent les formules
dPn=— 4‘1 PI"— k'ﬁzpzy

dPy = ;3 Py+ 2wy (P;,—— ) + 4y Py,

1
%
(20) . .

dpP, = W:lpi—*'lwz([)r‘* ;) + 4Py,

l\
d(P3— ;) =—oaw Pj— 2w, P,.
Par suite le systéme linéaire d’hyperplans
)\Pl'—i— ;LP,+‘I <P3—' i) +9Pu

est fize. Si Uon choisit les axes fixes de maniére que les quatre
premiers hyperplans de coordonnées fassent partie de ce systéme,
on voit que I’hypersurface (S) est I'enveloppe d'un hyperplan

Uy T+ U Ty + Uz X3+ U, Ty = O,

ou les coefficients dépendent de deux paramétres. Autrement dit
léquation de Uhypersurface est de la forme

(21) F(z1, 29, 23, ,) = 0,

F étant homogéne.
I’hypersurface est engendrée par des variétés linéaires a n—3
dimensions € qui font partie du réseau fixe

x, T Ty x,

const. const. const.  const.’

leurs trajectoires orthogonales & trois dumensions & forment éga-
lement un réseau fixe

Zs= const., cees x, = const., xri+ 3+ x3+ xr; = const.;

ce sont des variétés hypersphériques & trois dimensions : la quan-

tité i est le rayon de celle qui passe par M. Chacune d’elles
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coupe (S) suivant une surface (s) et (S) est engendrée par les
variétés linéaires (£) qui passent par les différents points de (s).
Sur une variété ¢’ fixe wy, ..., w,_, sont nuls et 'on a

dM = w; 11+ wgl,,
dly =wply+ 2w I3+ 4y 0,
(22)

dl, ='!B1|ll+ 1m2'3+ "Pﬂln’
dl, =— 411 — ey,

Le ds2? de la surface (s) tracée dans cet espace sphérique & trois
dimensions de courbure 22 est 0} + w}. '

L’hypersurface () a une génération analogue & celle de (S)avec
deux réseaux orthogonaux de variétés, les unes linaires 3 an — 3
dimensions et les autres sphériques 3’ a trois dimensions. Chaque
variété 9’ coupe (Z) suivant une surface (). Pour 'applicabilité
de (S) et de (2) il faut que les surfaces (s) et (s) situdes dans
deux variétés &' et ' de méme courbure 1 soient applicables
Uune sur Uautre, et il est évident que cela suffit. La recherche
des hypersurfaces (E) applicables sur (S) revient donc ici a la
recherche, dans un espace sphérique & trois dimensions de cour-
bure 1, des surfaces applicables sur une surface donnée.

LES HYPERSURFACES DEFORMABLES DE LA SECONDE CATEGORIE.

13. Supposons maintenant que les équations (16) se réduisent
& une seule, ou, ce qui revient au méme, que les équations

(23) 0B, —wyw,=8,03+(8,—a,)ww,—y,0}=0 (r=3,.,n—1),

sans étre toutes des identités, se réduisent & une seule.

Cetle équation unique est homogéne et du second degré en w,,
w, et Pon peut se trouver encore dans deux cas différents, suivant
que le premier membre est un carré parfait ou non.

Nous examinerons d’abord le premier cas. On peut profiter de
I'indétermination des vecteurs tangents I,, Iy pour supposer que
I'équation (23) se réduit &

wi=o,
autrement dit qu’on a

(24) Up=0,, B,=o.



On a donc, d’aprés (16),

et par suite, d’aprés (15),
M==:p;

on peut, du reste, toujours choisir le sens positif de la normale
a (Z) pour que M soit égal & u; on aura alors, par suite,

Wy = {,.

On peut donc ajouter aux équations du systéme de Pfaff (11) la

nouvelle équation
lpg— qlg = 0.

Les covariants bilinéaires des premiers membres du nouveau sys-
téeme deviennent alors, en tenant compte de ce systéme,

Ql— w) =o,
Q= [ (¥ — )],
)y — oy = plo (Vi —4y)],
(25) Il’“.—m'“,Eo,
Iy, —w),s =o,
Wy — ¢y = [@a1(Wi— ¢1)],
\ U= —a,[w (¥ — 1))

Si ®w,, est linéairement independante de w,, les seconds
membres des relations précédentes ne peuvent étre nuls que si
v, — t!a, est nul. Dans ce cas les n-&¢dres attachés & (S) et (2) ont
le méme mouvement instantané et (I) est égale ou symétrique
a (S) : hypersurface (S) est indéformable.

Si, au contraire, on a
(26) Wi = hwir

le syst¢tme de Pfaff prolongé est en involution, et son intégrale
générale dépend d’une fonction arbitraire d’un argument.

14. Les hypersurfaces (S) qui satisfont & la condition trouvée
peuvent étre définies d’une maniére géométrique simple comme
des lieux de variétés linéaires @ n — 2 dimensions dépendant
d’un paramétre.

XLIV. 6
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Remarquons en effet que I'équation
0y = [0y ] + [Ws®3 ] +. . .+ [Wp—1Br1,1]
peut s’écrire, grace aux relations (24) et (26),
w,l = [w‘ X]7

et que, par suite, I'équation w, = o est complétement intégrable.
Cette équation définit donc sur (S) une famille & un parametre de
variétés & n — 2 dimensions; or, quand on se déplace sur une de
ces variétés, c’est-a-dire quand on fait wy=o0, on a

dP,=— Py,
dP1= Ll/ip,,;

la variété linéaire d’intersection de P, et P, reste donc fixe : c’est
par suite la variété & n — 2 dimensions considérée.
Réciproquement, supposons que (S) soit le lieu d’une variété

linéaire 4 n —2 dimensions dépendant d’un paramétre. Les
hyperplans tangents sont les hyperplans qui contiennent cette
variété : ils dépendent donc de deux paramétres. En conservant
les notations habituelles on peut supposer que la variété généra-
trice & n — 2 dimensions est U'intersection de P, et de P,. Or,
on a

dPp=— {1 Pi— Py,

dPy = w13 P+ w3Ps+. ..+ oy n1 Proy+ $ Pro— wy.

Il faut que, si on tient compte de I'équation aux différentielles
totales qui est vérifiée quand on se déplace sur une génératrice
4 n — 2 dimensions, les seconds membres de dP, et dP, soient
linéaires et homogeénes'en P, et P,. Il faut, par suite, que cette
.¢quation aux différentielles totales soit w, = o et qu’elle entraine

’~'/2= Wi = Wy3=...= Wy,p-1= 0.
On a donc
gl‘:oa V=0,

et, comme yu n’est pas nul,

S .
A, = Op,

les relations (24) et (26) sont donc vérifiées, ce qu’il fallait
démontrer.
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15. Etudions d’un peu plus prés la déformation des hyper-
surfaces précédentes. Le déplacement instantané du r-édre attaché
4 hypersurface déformée (Z) est facile & déterminer sans inté-
gration. Les composantes de ce déplacement sont en cliet les
mémes que pour (S), 4 la seule exception de ¥, et 'on a é¢videm-
ment

¥, — ‘lli = pwy,

le coefficient p dépendant naturellement d’une fonction arbitraire
d’un argument. Or le premier membre ¥, — J, est une différen-
tielle exacte puisqu’on a

Yi=[hmu]l=0, Wi=[trwu]=0;

le second membre est donc aussi une différentielle exacte. Or,
I'équation w, = o admet pour intégrale le paramétre dont dépend
la variété linéaire génératrice; si ¢ est ce paramétre, on a donc

W, = ¢+ f(2) dt,

f(t) désignant une fonction arbitraire de t.

Cette fonction f(t) étant fixée, la détermination de '’hyper-
surface (¥) dépend de lintégration d’un systéme d’équations
différentielles linéaires, associé au groupe euclidien de 'espace
a n dimensions. Si n est égal & 4, ce systéme, comme l'on sait, sc
raméne i deux équations de Riccati.

On peut se demander s’il ne serait pas possible de diriger les
calculs de maniére  avoir sans aucun signe d’intégration ’hyper-
surface (Z) la plus générale applicable sur une hypersurface
donnée (S); autrement dit, s’il serait possible d’exprimer les coor-
données d’un point de (Z) par des formules dépendant d’une
maniére déterminée d’une fonction arbitraire d’un argument et
de ses dérivées jusqu’a un certain ordre. 1l faut et il suffit pour
cela que le systéme de Pfaff

Q —w, =0 (r=1,...,n—1),
Q,=o,

(27) ( Dps—®rs=0 (rys=1,...,n—1),
¥, — s =0,

¥, = (r=3,...,n—1)

jouisse de la propriété suivante : chacun de ses systémes dérives



— 84 —

successifs contient une seule équation de moins que le préce-
dent.
Or, on a, en tenant compte de (24) et (26),

’ U
[ Q) — w)

]

0,
Q) = [0 (¥1—y)],
Iy, — o y=p[w(¥— )],

(25) I;—w\s=o0 (s=3,...,n—1),
N —ws=0 (rys=3,...,n—1),

Wy — ¥ =—hlw (¥ — )],
\ W =—a,[w,(¥1— §;)] (r=3,...,n—1.

Par suite, le systéme dérivé de (27) est

{ Q. —w,=0 (r=1,...,n—1),

H“ — Wiy — !.I.Q,‘= o,

(?8) Mg — ©s =0 (":37--""'_1)1
Oys— wrs =0 (rys=3,...,n—1),

Wy — s +hQ, =0
\ ¥,.+a,Q,=0 (r=3,...,n—1).

On a maintenant, en tenant compte de ces équations (28),

Q) — W) =—[Q,(¥;— pw,)],
Q) — 0y =—[24(¥o+ pu;)] =— 2 p[Qr01];

s

ces deux formules suffisent 4 prouver que le systéme dérivé
de (28) contient au moins deux équations de moins que (28).
C. Q. F. D.

16. Placons-nous & un autre point de vue en nous contentant
de traiter le cas » = 4. Dans ce cas, la variété génératrice 4 deux
dimensions [P;P,] a, avec la variété infiniment voisine, un point
commun M, que nous supposerons a distance finie, pour rester
dans le cas général. Les formules

dp,=— ‘h Py— \Psz.
dP, = hw,P,—)— azwy P3+ \p] P, — wy
montrent que ce point M, est I'intersection des hyperplans Py, Py,

Py, Py— —-
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On a donc
1
Mo=M+ 1.

De la il résulte que le vecteur I3 associé au point M contient le
point M, et que la distance MM, = ai se conserve par la déforma-
3

tion. On a de plus

dMo=d<M + ;—31,) == Lol <w,_ ‘_f%’)l,;
les coefficients de I, et I; dans le second membre étant également
des invariants dans la déformation, il en résulte que la droite MM,
fait avec la tangente & la courbe lieu de M, [ tangente qui se trouve
dans la variété (P)] un angle invariant dans la déformation.

Si donc on se donne la courbe (C) lieu du point M, la variété
génératrice qui correspond au point M, contient la tangente & la
courbe (C) en ce point. Sil’on considére alors dans la variété (P)
le syst¢tme de coordonnées ayant pour origine le point M, et pour
axes la tangente et la normale 4 (C), les coordonnées (z, y) d'un
point M de I'hypersurface (S) par rapport & ce systéme sont des
invariants dans la déformation. On peut choisir un 4-édre
(MoK, K;K;K,) attaché & la courbe (C) du point M, de maniére
a satisfaire aux formules de Frenet

dM,
ds
dK,
ds
dK,
ds
dK,
ds
dK,
“ds

= K;,

= pK,,
=—pK;j+ oKj,
=—cK;+ tK,,

=——‘CK3,

ol o, , T sont les trois courbures de la courbe (C) et K,, K,, Ks,
K, les vecteurs unités portés sur la tangente, la premiére nor-
male principale, etc. On a alors, pour un point variable de (S),

M= M+ zK;+ y(« K, + BK;+ YKs),
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ol «, 3, v sont des fonctions de I'arc s de (C) satisfaisant
az+ P4 y2=1.
On trouve sans difficulté pour le carré de ’élément d’arc de (S)

dS*=[dz + (1—2py) ds|*+ dy?+20px dy ds
+ {57 + (a'— Ba)y ]2+ [(B' + as — yo )2 (¥ -+ Be)t] 2 | st

Dans la déformation z, y et s restent invariants; il faut donc
que 2p reste aussi constant et par suite le coefficient de ds?; donc
p reste constant ainsi que a. Si 'on désigne par les mémes lettres,

affectées de l'indice 1, les quantités correspondant a I'hyper-
surface (2), on a

%y = a,
P1=p,
Bray= fo,

(By +aor—y171 )2+ () + Prea)t = (B'+ a0 — yo)2 4 (y'+ Bo)

Si, par exemple, on choisit pour ¢, une fonction arbitraire de s,
la quantité (3, est déterminée et par suite 7, et la derniére équa-
tion donne =,. La courbe (C,) est alors déterminée par ses trois
courbures p,=p, o, et 7,, mais sa détermination effective exige
encore l'intégration de deux équations de Riccati, ce'qui concorde
avec le résultat général énoneé plus haut.

La discussion des cas particuliers se ferait sans difficulté.

LES HYPERSURFACES DEFORMABLES DE LA TROISIEME CATEGORIE.

17. Revenons maintenant 4 ’équation (23) qui est une équation
homogene et du second degré en w, et w,, et placons-nons dans
le dernier cas qui nous reste 4 examiner, celui ou le premier
membre de cette équation n’est pas un carré psrfait. Cette équations
a une signification géométrique simple : elle exprime que la
variété génératrice & n — 3 dimensions, intersection de P,, P,
et Py, a en commun avec la variété infiniment voisine une
variété linéaire @ n — 4 dimensions; ce qu’on peut exprimer
plus briévement en disant qu’elle a une enveloppe.
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On a en effet

dPp=— Py — §3 Py,
dP1 = m‘gpg—!— m,3P3+. . -+ml,n—l pn,—l+ §P1 P"—-‘ wq,
dP; = 3 Py + w3 Py +. . .+ @o,n—1Pn-y+ Y3 Prn— w,.

La caractéristique de la variété génératrice est donc I'intersection
commune de cette variété avec les hyperplans

!B13P3+. oot Wy n—g PM—-l — W,

W3 P3+. oo W2, n—1 Pn—i— wge;
pour qu’il y ait une enveloppe il faut et il suffit guw'on ait

W Wep— Wa By, = O (r=3,...,n—1).
Cette condition géométrique se traduit évidemment par une

équation différentielle du premier ordre et du second degré par

rapport aux deux paramétres dont dépend I’hyperplan!tangent, et
I'on peut supposer que cette équation différentielle est

dudy = o.
Il est alors facile de voir que 'y perplan P, satisfait a une équa-
tion de Laplace de la forme

2P, P,

(29) du oy +“_d—u—

oP
+{5'd_‘:‘+YPn=O;

il est du reste facile de le vérifier par le calcul.

L’intersection de P, et de P, ne dépend que de u et de ¢; nous
pourrons toujours choisir 'hyperplan P, lui-méme de maniére
qu’il ne dépende que de u et de ¢; il en sera de méme de P, :
cela revient & dire que ®,, est une combinaison linéaire de w,
et w,. Posons

m“=hdu+kdv,
et soit

(wg—poy)(we—gwy) =0

Péquation (23) qui admet pour intégrales u = const. et ¢ = const.
On peut poser
wy= adu + bdy,
wy=padu-+qbdp,
puis
w,= a,du-+ b,dv

wyr=pa,du+ qb, dv (r=3...,n—0.



— 88 —
Les relations
[wid1] + [wede] =0,

[®1rd1] + [B2rd2] =0
permettent enfin de poser

Yy=—gmdu—pndy,
Ye=mdu—+ ndp.

La formule
dPn=—4nP:—tl/sz

et 'hypothése que P,, P,, P; ne dépendent que de u et ¢ montrent
que les coefficients de du, dv dans , et 4, sont des fonctions de u
et ¢ seuls; les quantités p, ¢, m, n sont donc des fonctions de u
et de ¢ seulement.

Cela posé, ona
opP,

(30) :?'=’"(qpl—"z),
d—‘,n = n(pP1—P,);
d’autre part, les formules
dPy=— (adu-+bdv) —+(hdu-+kdv)P,

r=n—1
+ 2 (a,du~+b,dv)P,—(gmdu—+ pndo)P,,
r=3
dPy=—(padu+ gbdv) — (hdu—+ kdv)P,
r=n—1
-+ 2 (pardu+ qb,do)P,+ (mdu—+ nde)P,
r=s3
montrent que
oP, oF, oP, oP,
o 7% P

ne dépendent que de Py, P, P,, ou encore que ;)Z};: est linéaire
oP, oP,
ou o ™

La réciproque est du reste évidente.

Quant aux coefficients 2, 3, y, de 'équation (29), on peut les
calculer, soit en dérivant la premiére équation (30) par rapport

& v, soit en dérivant la deuxiéme équation (30) par rapport & ¥ ; on

€
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obtient ainsi les relations

{—mn(1+pg)=o,

ma—+ nf —mkqg+ ZL: =o,
o(mg) _
(31) | mqa+npf+ mk + =5 =0
ma+ n3 — nhp + %3 = o,
mga+npB+ nh +9(—:uL)=o.

18. Arrivons maintenant au probléme de la déformation de (S).
Quand on passe de (S) a (2) les coefficients a, b, a,, by, p, g dedu
et dv dans w,, w,, ©,,, ®,,, restent les mémes; les coefficients m
et n qui entrent dans ¢, et ¢, sont remplacés par d’autres p et v,
fonctions, comme m et n, de u et ¢ seulement, et la formule

[WiW:] = [$1¢]

devient
pv = mn,
ce qui permet de poser
1
w=tm, V= r n,

t étant une fonction inconnue de u, ¢. C'est & la recherche de cette
fonction que revient le probléme de la déformation, la détermi-
nation de (2) revenant i I'intégration du systéme de Pfaff

I 2 =w, (r=1,2,...,n—1),
n =0,
O, = w,s (rys=1,...,n—1),
(32) ¥; =o (i=3,...,n—1),
¥y =—gqtm du—gndv,
W,:tmdu+;dv.

Les covariants bilinéaires des deux membres des équations (32)
sont certainement égaux en tenant compte de (32), & I'exception
des deux derniéres équations. Pour ces deux équations on obtient,
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en égalant les covariants bilinéaires des deux membres,

d(mq) ] o(np) 11 ot 1 0t
[——dv -+ mk t—[ ' +th—t—+qu—v+np——-—_o

12 ou !
d—m-—-mk t — on nhp| L +mg n -4 % _
o0 7 du "3 o T rE T

Comparées aux équations (31), ces équations donnent immédia-
tement
ot 1 1 dt 1
w=(=2) wa=(—d)®

ou encore, en posant 2=,

i:ﬁpdu—kadv.

(33) —1

N |~

En résumé, le probléme de la déformation de U’hypersur-
Jace (S) enveloppe de l’hyperplan a deux paramétres (P,) qui
satisfait a Uéquation de Laplace (29), se raméne a lintégra-
tion de U'équation aux différentielles totales (33), ou x et B sont
les coefficients qui s’introduisent dans U’équation de Laplace.

19. Cela posé, trois cas peuvent se présenter :

Ou bien I’équation (33) n’admet aucune solution (distincte
de 6 =1) : dans ce cas ’hypersurface (S) est indéformable.

Ou bien P'équation (33) est complétement intégrable : alors
Phypersurface (S) admet une déformation continue dépendant
essentiellement d’un paramétre [c’est--dire que les hypersur-
faces (2) applicables sur (S) ne dépendent que d’un paramétre,
abstraction faite de leur déplacement possible dans 'espace].

Ou bien I'équation (33) admet une intégrale et une seule autre
que 8 =1 : alors I’hypersurface (S) est applicable sur une autre
hypersurface particuliére (S'), mais sans admettre de déformation
continue.

Nous allons nous borner & étudier le cas ou 'hypersurface (S)
admet une déformation continue ( hypersurfaces déformables de
la troisiéme catégorie).

Il faut et il suffit pour cela que le covariant bilinéaire du second
membre de I'équation (33) soit nul en tenant compte de cette
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équation elle-méme, ce qui donne

—2(0—1)aB[dudv] + (-3—: —03—5) [dudv]=o,
d’ou
9 = % =—2af
u 3

On voit donc déja que I'équation de Laplace (29) est & inva-
riants égaux. On trouve ensuite facilement

(34) a=—

U et V désignant deux fonctions arbitraires, la premiére de u, la
seconde de v. L’équation (33) s’intégre aisément et donne

C—V
0=C—U’

ou C est une constante arbitraire.

En résumé, pour que U’hypersurface (S), enveloppe dé Uhy-
perplan P, satisfaisant a Uéquation (29), admette une défor-
mation continue, il faut et il suffit que les coefficientsa. et 3 de
l’équation (29) soient de la forme
1V 1 U
v Peso—w

oL =—

les composantes du déplacement instantané du n-édre attaché
a Uhypersurface déformeée () sont alors connues sans inte-
gration : ce sont les mémes que pour (S), sauf que dans ¢,
et Y, les coefficients m et n sont remplacés respectivement par

C—V /€=U
c—u’ C—V

’

on C désigne une constante arbitraire. L’hypersurface (S) elle-
méme correspond a4 C = .
En retranchant de la troisi®me équation (31), la deuxiéme mul-

. qe, . n . . ca. .
tipliée par g, on voit que —f3 reste invariant dans la déformation :
. m . by
il en est de méme pour — a. Par suite, quand on passe de (S) a(Z),

les coefficients o et 3 de ’équation de Laplace (29) sont remplacés
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par % et 39. Si donc 'hyperplan Q, tangent & (2) satisfait & Péqua-
tion

Q. 1 Vi, aQ, 1 U, 0Q, B

duow "3 U=V, ou T3 T—V; o0 T 1S=0

on a
o vV, _Cc—U V U, _C—V U
=% gV, VU=V’ U=V, C—0U0—V’
d’ou

Uy C@U=—V) _ ¢ c
T =)= ¢c=u_c=v’

d’out enfin
c p ¢ ’.
U1=-C—_—ﬁ+C, V1——C_V+C,

autrement dit les fonctions U, et V, résultent de U et V par
une méme, transformation homographique & coefficients
constants.

20. Ce qui précéde suppose connus les paramétres u et ¢ ainsi
que les fonctions U et V. Il est facile de voir que si ’hyper-
surface (S) est donnée d’une maniére quelconque, on peut con-
naitre U et V par de simples quadratures. En effet, on a d’abord p
et ¢ par la résolution d’une équation du second degré; le calcul
de

hi+pds et di+gd

fait alors connaitre les expressions

mdu, ndy;
la formule

mu=hdu+kdv=%mdu+§ndv

. . h  k
nous permet de calculer immédiatement — et —-
Connaissant m du, n dy, on en déduit par des opérations élémen-
taires les trois expressions bilinéaires

maldude], 22[dude], I2[dud]

et par suite les deux fonctions

1 om 1 0n,
_ 7, — =
mn dy mn ou’
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on a de la méme maniére

1 _d(mgq) L o(np).

mn oy mn ou

D’aprés cela les équations (31) montrent que

B B

a-+~ et 1—4—
n m qﬂ pm

4

. a . N
sont connus et par suite —et-—; onen déduit enfin

a
—ndv =adp,
n

Emdu =fdu.
m
Cela posé, ona
1 Udu—Vdv
adv-i—pdu:;-———l—]——————_v ;

on a donc par une quadrature

2 adv+ﬂdu
U—~V=e f
On a ensuite

2f¢dﬂ+ﬁdu
U'du =28du(U—V)=128due

d’ou

dy du
U=zfpdue’f“ ~

par une nouvelle quadrature.

Si o et B ne sont nuls ni 'un ni Pautre, U et V sont de
vraies fonctions et, en les égalant & des constantes, on a les inté-
grales de I'équation (23). Si « n’est pas nul, mais si § l'est, on
a V par une quadrature, mais aucune simplification n’est apportde

dans la recherche de .

21. On peut exprimer sous une forme encore plus simple les

résultats du n° 19. Posons
P,

P,= —2__.
T JU—V




— 0f —

On obtient par un calcul facile

=P, [ 1 UV, _ »P,
duoe TV Tz 0=V = ouov

+Y'P,=o0.

I’équation correspondante pour (X) est la méme.

Par suite, les hypersurfaces (S) admettant une déformation
continue s’obtiennent comme enveloppe d’hyperplans dépen-
dant de deuzx paramétres, lorsque les coordonnées tangentielles
de ces hyperplans satisfont @ une méme équation de la forme

2 f

Ju 0y

+Yf=o,

et que de plus la somme des carrés des n premiéres coordonndes
tangentielles est la différence U—V entre une fonction U de
u seul et une fonction V de v seul. Pour toute hypersurface ()
résultant de la déformation de (S), Uéquation aux dérivées
partielles est la méme, mais les deux fonctions U et V subissent
une méme transformation homographique a coefficients cons-
tants.

22. Un cas particuli¢rement simple est celui ot y’ est nul. On
obtient alors ’hypersurface (S) déformable comme enveloppe de

Ihyperplan
(Uy— V))& +(Ug— V) +...+(U,— V)2, + Uy gy — Vi = o,
les fonctions U;, V; satisfaisant & 'identité
U,V 4+ Uy Vit Up V), = o;

on voit alors sans peine que ces hypersurfaces sont les enveloppes

des hyperplans
(35) U].’l‘1+. Lo+ U,,x,,—&— V1y1+. .ot V,,_}’,,: Up+1+ Vq+|,

ou Uy, ..., Up,, sont des fonctions arbitraires de uet V,, ..., Vg,
des fonctions arbitrairesde ¢. Onade plus p +g<netz,,..., 5,

sont p + ¢ coordonnées rectangulaires dans I'espace & n dimen-
sions.
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Nous pouvons écrire 'équation (35) sous la forme
Q_ R _

(36) S+ = =o,
ou Q désigne un hyperplan (4 coordonnées normales) de I'espace
a p dimensions (xzy, ..., ), fonction de u seul, et R un hyper-
plan (a coordonnées normales) de 'espace & ¢ dimensions (y4, ..., y,)
fonction de ¢ seul. Les quantités r et s sont des fonctions, la pre-
miére de u, la seconde de ¢.

Il existe dans I'espace & p dimensions une courbe dont Q est
Phyperplan osculateur; on peut adjoindre 4 ’hyperplan Q d’autres

hyperplans rectangulaires Q,, ..., Q,_, de maniére & avoir les
formules suivantes (formules de Frenet)

dQ
2’; _'Qh

%=— Q +a1Q,,

(37) %:—G1Q1+12Q31

dQ,_;
T’;— = — a,,_,Q,,_z+ Gp—1,

ou du est 'angle de I'hyperplan Q avec ’hyperplan infiniment
Ap--2 o oy , 1
Ap—y ’ ’ Ap—q Ap—)

voisin, ap_, du I'élément d’arc de la courbe, les
courbures successives de cette courbe.

On a, de méme, dans ’espace & ¢ dimensions,

dR
'E; = Rh
dR,
(38) v =—R+BiRy,
.................. ,
dR,_
dl:, * =— Bg-2Rpoy+ By—1

L’enveloppe du plan (36) s’obtient en adjoignant 4 (36) les deux

équations

rdw E = v U—ngQ=o
1 dR v ds 1 ds
}--%-—s—,-—d—v-R—O ou R‘—-;mR—O'
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Considérons n— 1 hyperplans passant par M, rectangulaires
entre eux et sur '’hyperplan tangent. On peut prendre pour
ces n — 1 hyperplans, en s’appuyant sur les formules précédentes,
les hyperplans suivants :

Ql_w_th’ Qi— k& (i=2, .2, p—0),

Rg—!—W—v-’ R,’-——-’qi (i=2,...,q——l),

r(Q-——rw)——s(R+sw)E r Q— s R_mw,

r2 4 st Vrt+ st V4 s

ou w, &, n; sont des variables auxiliaires.

Les formules (1') montrent que w,, ..., w,_, s'obtiennent en
calculant les différentielles de ces » — 1 hyperplans et en donnant
aux seconds membres les valeurs qu’elles prennent au point M.

On a ainsi, au point M, d’aprés (37) et (38),

(Ql— WZr =——dw+ (11&: —wr—+ g:—-) du
d(Q:—E)=— di + (a,&; -—aHva—) du,
d(QI’—i"“EP— )=— dEp-—l +(1p—1 —&p-2 Ep—z)du,
\ d d d2
(39)< d(R,-{—w-‘%): d—zdw—ﬁ—(p,'q,—{- W3+2;;->dv,
d
d(Ri—mn2) =— dn. +<‘3:7]3+ngd——i> dv,
d(Rg—y — ng—1) = — dng—1 + (Bg—1 — Bq—znq—z)dv,
d< r Q— s R — /r’+$’W =Wd(|/l‘2+s’),
~/I.2+32 \/"2+S!

Les seconds membres de ces équations restent invariants si ’on
pose
w =w,
’2=Ely R E;J—l =EP~11

My= My eeey  Ngog = Tg—t



et
dr dr’'
rdu=rdu, -—= - d’ou
" du du’
ds ds’
sdv =s'dv' —_—= = d’ot
? dv dv’
, ,
%
3} A
E‘.-—E,E— —-—{jcl'l—-—dv““‘i;
CTR S Bg-1  dv" s
P2 st = 24 52, d’ou C=—C.

Il s’introduit ainsi une constante arbitraire C : cette conslante
étant donnée, 1'élément d'arc et les courbures de la courbe dont
I'hyperplan ()’ (qui remplace 'hyperplan Q dans la déformation)
est 'hyperplan osculateur sont connus; il en est de méme pour
la courbe dont R’ est I'hyperplan osculateur; enfin r' et s’ sont
connus également. On est ainsi ramené & déterminer dans deux
espaces, 'un & p dimensions, autre & ¢ dimensions, deux courbes
connaissant leur élément d’arc et leurs courbures.

Le cas particulier ott ¢ par exemple serait égal & 1 se traite sans
difficulté. '

23. Nous ne nous sommes pas préoccupés dans ce qui précéde
de la réalité des racines p et ¢ de I'équation (20). St elles sont
imaginaires, les paramétres « et ¢ peuvent étre supposés imagi-
naires conjugucs. Si I'on ne veut conserver que des p:rametres
réels, I'équation

dgf r
—_— ey =0
dude (f

doit étre remplacée par une équation de la forme

. of A e
(40) 0u2+d—v2‘+{f——0.

Il est facile de voir que ce cas ne peut se présenter que si la
Jonction ' est essentiellemnt positive. Soient en eftet

Ci; ...y Cn

les n premiéres coordonnées tangentielles qui satisfont & I'équa-
XLIV. 7
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tion (o), la somme de leurs carrés satisfaisant &

orf L)ef

du’ 9
On a
02 02 i=n d d i=n
c c
(Ef"&?z)( ....+c,,)—22[ ’> —i) ]—2Y 20,,
i=1 i=1

ce qui met la proposition en évidence.

24. Un cas particulier est i signaler ici, c'est celui oit I'équa-
tion (23) se réduit a
w{ -+ ; =0;

oP, oP . ., .
dans ce cas, les hyperplans —=, dv” sont isotropes. L'équation

Ju
0P, P, oP,
ou oy _d—v—q_ﬁd—_k/p"—o

exige alors que o.= 3 = o; en effet, de

Lalln—o (1),
on déduit
& 0P, — o
ou | ou ¢ ’
¢’est-a-dire
{5 0P" dP,, =0, d’ou B=o,

et 'on a de méme a = o.
Les conditions de déformabilité de I'hypersurface, 4 savoir

da  df
d_ll,- = x -—--—21@,

(') Le symbole P | Q, ou P désigne I'expression

T+ .+ X, T, + A

et Q I'expression
Bz +ee+ 3,20+ B,

est employé pour désigner la quantité B, —+...+ «,B,, c'esl-a-dire le produit
séométrique des vecteurs normaux (&, ..., ®%n). (B oovy Bu)e
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sont donc vérifides d’elles-mémes. I'équation (33) se réduisant a
df = o.
St l'on conserve des paramdétres réels, Uhyperplan tangent satis-
fera 4 une équation de la forme

.02P, o2r,

Ju? op? +Y Pu=o0
avee la double condition
oP,, l()}’,, _ JP, | 0P, oP, | oP, _
ou | ow = o0 | ov ou | o¢

25. Prenons comme exemple, dans I'cspace & quatre dimensions,

I'enveloppe (S) de ’hyperplan

P, = %[x,cosu-&— Zysinu—+ x3cose + rysine — f(u, v)] = o,
2
ot fsatisfait & .
92 02
;s

du? op?

+f= 0.

On obtient une hypersurface () applicable sur (S) en prenant
I'enveloppe de ’hyperplan

1 . . :
Qi = —[(Z,cos uy -+ 'y sin ug + x3co0s 01+ &, siney — fy(uy, vq)| = o,

V2
ou l'on a posé

-4 2
Uy=UuCcos — — v sin s
2 2
. %
vy = U SINn— + ¢ COS—>
2 2
2 étant une constante arbitraire et ol f, est choisie de maniére

qu’il existe une solution H de I'équation

PH oH el oH
ot T oot TS ou? dv? =9

satisfaisant a la fois &

02H ozH

W=f(uv"), m=f1(unvx)~



