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LA NOTION D'ORIENTATION DANS LES DIFFERENTES GEOMETRIES:

Par M. Evrie CarTAN *)-

Le terme d’ « orientation » intervient souvent en géométrie et
dans des sens assez variés. En géométrie élémentaire, la notion de
droite orientée, de plan orienté, est banale. On oriente aussi une
courbe, une surface; on parle de surfaces orientables et de sur-
faces non orientables; mais la on sort a proprement parler du
domaine de la géométrie élémentaire pour entrer dans celui de la
topologie.

Je voudrais de ces différentes acceptions du mot « orientation »
envisager un aspect particulier et en dégager ce qu’il a d’essentiel.
Sous cet aspect, la nature topologique du terme « orientation »
passe a l'arriére-plan et la notion de groupe vient jouer un role
prépondérant. J'illustrerai les considérations qui vont suivre de
quelques exemples empruntés a des géométries bién connues, la
géométrie élémentaire réelle ou complexe, et la géométrie projec-
tive, réelle ou complexe.

I. — Généralités.

1. Placons-nous en géométrie élémentaire dans le plan ou dans
Pespace. Cette géométric a pour objet 1'étude des propriétés des
figures qui se conservent par un certain groupe d’opérations qu’on
appelle déplacements. Ces déplacements forment une famille
continue ou connexe, qu’on peut du reste compléter par une
autre famille d’opérations, non liées aux premiéres d’'une maniére
continue, et qui s’obtiennent en combinant les déplacements pro-
prement dits avec une symétrie par rapport a une droite en

(") Conférence faite a Ja Société mathématique de France, le 27 février 194r.
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géométrie plane, par rapport a un point ou un plan en géoméirie
dans I’espace. Mais nous ferons jouer, dans ce qui suit, aux déplace-
ments proprement dits le role prépondérant. Nous conviendrons
de dire comme d’habitude que deux figures qui peuvent se déduire
I'une de 'autre par un déplacement sont directement égales.

2. Une famille de figures sera dite former un corps si elle jouit
de la double propriété suivante :

1° Tout déplacement transforme une figure de la famille en une
autre figure de la famille.

2° II existe toujours un déplacement au moins, transformant
une figure quelconque de la famille en toute autre figure de la
famille.

Cette seconde propriété exprime, dans le langage de la théorie
des groupes, que le groupe des déplacements transforme transiti-
vement entre elles les figures de la famille.

Tout corps est déterminé par une quelconque de ses figures F;
il est-alors formé de la figure F, et de ses transformées par les dif-
férents déplacements. Toute figure F, détermine un corps. La
famille des points, la famille des droites, la famille des plans cons-
tituent des corps; la famille des sphéres ne constitue pas un corps;
un déplacement quelconque transforme bien une sphére donnée
en une autre sphére, mais cette autre sphére a le méme rayon
que la premiére.

C’est uniquement de l'orientation des figures d’un corps que
nous allons nous occuper.

II. — Le théoréme fondamental.

3. Partons de la notion bien connue de droite orientée. Les
droiles en géométrie élémentaire constituent un corps. Une droite
orientéc est une figure distincte de la droite, plus riche que la
droite en propriétés géométriques. Les remarques suivantes sont
immédiates :
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1° On peut passer, par continuité, d’une droite D orientée
dans un certain sens & la méme droite D orientée en sens
opposé.

2° Dans ce passage on est obligé de prendre comme inter-
médiaires des droites distinctes de D.

Cette seconde remarque est presque triviale et exprime simple-
ment le fait que les deux droites orientées auxquelles donne
naissance la droite D sont deux étres géométriques essentiellement
distincts.

La premiére propriété, en tenant compte du fait que les droites
forment un corps, exprime que les droites orientées forment elles-
mémes un corps. En effet, soient D, et D, les deux droites orientées
auxquelles donne naissance la droite D. Considérons la suite
continue des droites orientées qui fait passer de D, a D, et la
suite continue des droites non orientées correspondantes; a chaque
instant on peut passer de D a unc droite de la suite par un dépla-
cement; il existe donc un déplacement continu faisant passer de
D, a D,. Si alors D, et D', sont deux droites orientées quelconques
et si I'on considére I'un des déplacements qui aménent la droite I
sur la droite D', ou bien ce déplacement améne D, sur D', ou
bien il améne D, sur D), mais, dans ce dernier cas, un déplacement
ultérieur ameéne D), sur D’,. Les droites orientées sont donc toutes
directement égales.

Nous dirons que les figures d’un corps sont géométriqguement
orientables si1'on peut faire correspondre a chaque figure F de ce
corps deux ou plusieurs figures distinctes F,, F,, ..., telles que
ces nouvelles figures satisfassent aux conditions 1° et 2°. Elles
forment alors un nouveau corps. Le corps des droites en géométrie
élémentaire est géométriquement orientable.

4. Comment peut-on reconnaitre que les figures d’un corps
sont géométriquement orientables? Il est facile d’indiquer une
condition nécessaire. Considérons le groupe de stabilité d’une
figure F du corps : c’est le groupe g formé par 'ensemble des
déplacements proprement dits qui laissent invariante cette figure.

Deux cas sont possibles suivant que le groupe de stabilité g est
connexe ou n’est pas connexe. Dans le premier cas les figures F ne

LXIX. 4
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peuvent étre géométriquement orientées. Supposons en effet
qu’elles le soient et soient F,, F, deux figures orientées provenant
de la figure F du corps. Il existerait un déplacement amenant en
coincidence F, et F',; ce déplacement, laissant la figure I invariante,
ferait partie du groupe de stabilité g de F; comme ce groupe est
connexe,’ce déplacement pourrait étre relié au déplacement nul
par une suile continue de déplacements appartenant & g et par
suite laissant tous fixe la figure F. Mais cela est contraire a la
condition 2° énoncée plus haut. Nous avons donc le théoréme
suivant :

TutorimMe. — Pour que les figures d’un corps soient géomé-
triquement orientables, il est nécessaire que le groupe de
stabilité d’'une figure de ce corps ne soit pas connexe.

Comme vérification remarquons que le groupe de stabilité d’une
droite D en géométrie élémentaire dans ’espace se décompose en
deux familles distinctes de déplacements :

1° les translations paralléles a D, les rotations autour de D et
les déplacements hélicoidaux d’axe D; ces déplacements forment
un groupe connexe g;

2° les rotations de 180° autour d’une droite quelconque perpen-
diculaire a D; ils peuvent tous s’obtenir en combinant les dépla-
cements de g, avec une rotation de 180° autour d’une perpendi-
culaire particuliére a D; la famille g, de déplacements qu'’ils
constituent n’est pas un groupe.

n

5. Le théoréme précédent admet une réciproque. La démons-
tration sera plus facile 4 comprendre si nous reprenons I’exemple
des droites orientées. Attachons a une droite particuliére D, de
I'espace un triédre trirectangle direct particulier T,, dont I'axe
des z soit porté par la droite Dy, et appliquons a ce triédre T, les
différents déplacements du groupe g, qui forme la premiére
famille du groupe de stabilité de D,; nous obtenons une famille
®, de triédres qui tous ont leurs axes des z portés par D, et dirigés
dans le méme sens. Si nous appliquons maintenant a T, les
déplacements de la seconde famille g, qui, avec g, constitue le
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groupe de stabilité de D,, nous obtenons une seconde famille B,
de triédres qui lous ont leurs axes des  porlés par D, et dirigés
dans le méme sens, inverse du sens relatif a la famille ®,. Sil’on
prend maintenant une droite quelconque D, on associera a cette
droite les deux familles de triédres qui se déduisent des familles @,
* et B, par un des déplacements qui aménent D, en D. Les figures
formés par les diverses familles de triédres ainsi obtenues forment
un corps et chacune d’elles peut étre assimilé a une droite
orientée, attendu qu’elle est formée de tous les triédres tri-
rectangles directs dont 'axe des x est porté par une droite donnée
dans un sens déterminé de cette droite. Les considérations précé-
dentes mettent en évidence la relation intime qui existe entre la
décomposition du groupe de stabilité de la droite en deux familles
connexes distinctes et la possibilité de dédoubler chaque droite en
deux droites orientées.

6. On peut présenter les mémes considérations, mais d’une
maniére plus abstraite, pour un corps quelconque (C). Le groupe de
stabilité g d’une figure particuliére F, du corps est formé de plu-
sieurs familles connexes distinctes g, g1, - - -, &, la premiére g,
contenant le déplacement nul et formant par elle-méme un groupe.
Remarquons qu’on a symboliquement g;g,= gogi=g:, c’est-
a-dire que le produit d’un déplacement de g; par un déplacement
de g, appartient 4 g; : cela tient & ce que si 'on fait varier le
déplacement de g, et le déplacement de g;, on obtient une famille
connexe de déplacements de g et cette famille, contenant tous
les déplacements de g;, ne peut qu’étre identique a g;.

Cela posé les différentes figures F du corps (C) peuvent étre
représentées d’'une maniére abstraite par 'ensemble des déplace-
ments qui aménent F, a coincider avec F; on peut représenter cel
ensemble (ou ce complexe) de déplacements par la notation Tg,
ou T désigne un des déplacements qui aménent Fy, en F : cela
signifie que tout déplacement qui fait coincider F, avec F peut
étre obtenu en effectuant d’abord un des déplacements de g, qui
laisse fixe I',, puis le déplacement particulier T qui améne I,
en F. La notation précédente met en évidence la maniére dont les
figures F du corps sont transformées entre elles par un déplace-
ment; car si I'on applique le déplacement T’ a la figure représentée
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par le complexe T g, on obtient la figure représentée par le .com-
plexe T'(T g) ou (T'T)g.

La caractérisation des figures du corps par des complexes T g
permet de voir que, sous certaines conditions qu’il est inutile de
préciser el auxquelles doit satisfaire un sous-groupe donné g du
groupe des déplacements, il existe un corps (C) engendré par une
figure F, invariante par g et dont les différentes figures sont
définies d’une maniére abstraite par les complexes T g ().

Revenons maintenant a notre probléme. Nous supposons que le
groupe g se décompose en p familles connexes distinctes g,
&1y - - -» &p—1 de déplacements. Le complexe T g pourra se décom-
poser lui aussi en p complexes distincts Tgy, Tgy, ..., Tgy_y
dont chacun définit d’une maniére abstraite une figure (F),,
(F)2 ..., (F),, et toutes ces figures forment un nouveau corps.
La figure origine de ce corps, représentée par le complexe g, pro-
vient d’une des p orientations possibles de la figure F, et les
p figures orientées, qui proviennent de la figure F du corps initial
représentée par le complexe Tg, seront représentées par les
complexes respectifs T gy, Tgy, Tgs, ..., T g,_y, ou encore

Tgo, Tigo, Tego, Tp—1go,

en désignant respectivement par T,, T,, ..., T, , des déplace-
ments particuliers pris respectivement dans les complexes Tg,,
Tgay, ..., Tgp_.

On a ainsi défini d’une maniére abstraite une démultiplication
du corps (C), chaque figure de (€) donnant naissance a p nouvelles
figures. Les figures du corps () sont ainsi susceptibles de p orien-
tations géométriques différentes. La définition concréte de ces
orientations est plus ou moins intuitive, plus ou moins simple,
plus ou moins facile, mais on en concoit la possibilité. On peut
toujours du reste orienler de p maniéres différentes la figure F, du
corps dont le groupe de stabilité est g en attachant a cette figure
tous les triédres directs qui se déduisent d’un triédre fixe T, par
les différents déplacements de la famille g,. de la famille g, ...,

(') La possibilité de définition concréte de ces figures est liée & la nécessité
pour le sous-groupe g, de satisfaire aux conditions auxquelles il vient d’étre fait
allusion, en particulier d'étre fermé dans le groupe total des déplacements.



de la famille g,_,; il conviendra pour la simplicité de la représen-

tation de choisir T, de maniére que les p familles de triédres

obtenues soient en relation géométrique intuitive avec la figure F,.
Nous pouvons donc énoncer le théoréme suivant :

TutortmE. — Pour que les figures d’un corps soient géomé-
triqguement oricntables, il est nécessaire et suffisant que le
groupe de stabilité d’une figure du corps se décompose en plu-
steurs familles connexes de déplacements.

7. Ce qui vient d’étre dit pour les corps de la géométrie élémen-
taire est naturellement valable pour les corps de toute autre
géométrie au sens de F. Klein, c’est-a-dire fondée sur un groupe G.
Dans une telle géoméirie nous pourrons dire encore que deux
figures directement égales sont deux figures qui peuvent se déduire
I'une de I'autre par une transformation du groupe G susceptible
d’étre reliée d’une maniére continue a la transformation identique;
toutes ces transformations, que nous pourrons encore appeler
déplacements, engendrent un groupe connexe; c’est le plus grand
sous-groupe connexe du groupe G. Le procédé d’orientation
indiqué en géométrie élémentaire au moyen de familles de triédres
trirectangles pourra le plus souvent étre généralisé en se servant
de familles de repéres (*).

III. — Exemples tirés de la géométrie euclidienne complexe.

8. Les déplaccments de la géométrie euclidienne complexe
a trois dimensions, rapportés & un triédre trirectangle fixe, sont
définis par les équations

r=ax+3y—+v s+ x,
(1) y'=dr+Fy+7z+yo

d=ad"c+ 3y +v"3+ 3z,

ouo, fB.v, o, B, v, a' B" " sontles neuf cosinus directeurs de

() Voir Ii. CARTAN, La théorie des groupes finis et continus et la géométrie
différentielle (Paris, Gauthier-Villars, 1937).
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trois directions rectangulaires avec un déterminant égal a 1; les x,,
Ve, 5o sont des constantes.

Considérons le corps des droites complexes non isotropes (les
droites isotropes forment un autre corps particulier). Ce corps
est géométriquement orientable. Partons en effet de la droite par-
ticuliére D, constituée par 'axe O z. Le groupe de stabilité de D,
est donné par les équations (1) ou Von fait y =y =z =1r,=o.
On a ensuite

vr=1, a"'=f'=o, avec Y'(ap'— Ba’)=1.
Deux cas sont possibles :

1° ¥"=1, aff' —Ba'=1, ce qui donne une premiére famille
continue g, formant groupe;

2° y'=—1, a'—Ba’'=- -1, ce qui donne une seconde famille
continue g,.

Le corps des droites non isotropes est donc géométriqguement
orientable en géométrie élémentaire complexe. On peut s'en
rendre compte analytiquement d’une maniére simple en choisissant
I'une des deux maniéres de définir la droite par ses cosinus
directeurs. Géométriquement la définition de I'orientation est plus
difficile car la droite complexe est une variété a deux dimensions
réelles homéomorphe au plan de la géométrie élémentaire réelle,
et Porientation géométrique, dont nous avons démontré la possi-
bilité, ne pedut avoir aucun rapport avec I'orientation topologique
qui consisterait a fixer un sens positif de rotation dans cette
variété a deux dimensions que constitue la droite complexe. En
_effet une des transformations de g, qui, appliquée a la droite
complexe D,, change son orientation géométrique, est définie par
les équations

4 ’ ’ ot -
A=, y=—y, =—3;

or le nombre complexe z définit la position d’un point de D, et le
changement de signe de 3 définit, dans le plan réel homéomorphe
a la droite complexe, une rotation de 180° autour d’un de ses points,
rotation qui n’altére pas l'orientation topologique qu’on peut
donner a ce plan.
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9. Nous avons supposé la droite D, non isotrope. Considérons
maintenant le corps des droites isotropes. Soit A, I'une d’elles, par
exemple la droite # + iy =0, 5 ==o0. Le groupe de stabilité de
cette droite doit laisser invariant le plan isotrope z + iy = o qui
contient la droite. Il est donc défini par des équations de la forme

o'+ iy = a(z + iy),
(2) Z=bz+c(x~+iy),
—iy'=h(z—iy)+ kz+l(x+iy)+p.

En exprimant que I’ensemble des termes du second degré en z,
¥, % dans l'expression de z'2+ y'?+ 52 est égal a o2+ y*+ 32,
on trouve

ah =1, br=1, ak +2bc = o, 2+ al =o;

en exprimant d’autre part que le déterminant de la substitution
effectuée sur x+iy, 5, z—iy (abstraction faite du terme
constant p) est égal a un, on obtient

ahb =1, dou b =1.
On a donc
b=1, k=1 /.~=—-%”, l=—€—j,
et comme a est un nombre complexe assujetti a la seule condition
de ne pas étre nul, les déplacements du groupe de stabilité de D,
forment une seule famille connexe.

Les droites isotropes ne sont donc pas géométriquement orien-
tables en géométrie euclidienne compleze. 11 est évident que le
‘procédé d’orientation intuitif fondé sur la considération des cosinus
directeurs tombe ici en défaut, mais cela seul ne suffirait pas
a prouver Uimpossibilité d'une orientation géométrique des
drottes isotropes.

IV. — Exemples tirés de la géométrie projective.

10. Nous rappellerons d’abord quelques théorémes sur le groupe
des homographies réelles ou complexes d’un é&space projectif
a n dimensions. Dans un tel espace un point est représenté par
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n +1 coordonnées homogénes non toutes nulles ¢t une homogra-
phie par une substitution linéaire a déterminant non nul, ou plutét
par une infinité de telles substitutions qui se déduisent de I'une
d’entre elles par multiplication de tous les coefficients par un
facteur p non nul.

Dans le domaine complexe, nous avons le théoréme suivant :

Les homographies de Uespace projectif complexe a un
nombre quelconque de dimensions forment un groupe continu
(conneze).

Ce théoréme est facile 3 démontrer directement. Soient deux
homographies

z2=zaiwz-, x','=zbu-xk;
% %

la substitution linéaire

;= Z(au- + Zbu) z1,
%

ou 2 est une conslante complexe, a son déterminant nul pour
n + 1 valeurs au plus de 2. Dans le plan de la variable complexe 2.,
on peut donc aller du point 2 = o au point A = o par un chemin
ne rencontrant aucune des valeurs critiques de } : les deux homo-
graphies données sont ainsi reliées entre elles par une suite
continue d’homographies.

11. Dans le domaine réel, les choses sont un peu moins simples.
On démontre d’abord que le groupe des homographies réelles
de I'espace projectif réel a n dimensions conticnt le méme nombre
de familles connexes que le groupe des homographies réelles qui
reproduisent la forme quadratique z}+z;+...+2,,, a un
facteur constant prés (). Ce groupe est, comme on le voit facile-
ment, formé d’une seule famille connexe si n est pair (z-+ 1 impair)

(3) Ce dernier groupe est un sous-groupe clos maximum du premier; la .pro-
priété invoquéc peut étre lide & la théorie des espaces riemanniens symétriques.
Voir V.. CARTAN, Sur certaines formes riemanniennes remarquables des géo-
métries a groupe fondamental simple (Ann. Ec. Norm., 44, 1927, p. 345-467).
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et de deux familles connexes si n est impair (n -+ 1 pair); celle de
ces deux familles qui forme un groupe est détinie par les substitu-
tions linéaires orthogonales de déterminant 1 portant sur z,,
Zay o vos Tnya.

Tutoreme. — Le groupe des homographies réelles directes
(jouant ici le role du groupe des déplacements en géométrie
élémentaire) est formé de toutes les homographies réelles si le
nombre n des dimensions de l'espace est pair, des homographies
de déterminant positif, sile nombre n des dimensions de Uespace
est imoair. Nous parlerons, dans ce dernier cas, du groupe des
homographies directes de I'espace.

A. Les corps des variétés planes en géométrie projective.

12. Les corps les plus simples en géométrie projective sont les
corps des points, des droites, des plans, etc., des variétés linéaires
a p < n dimensions. Cherchons ceux de ces corps qui sont géo-
métriquement orientables.

1° Géométrie projective complexe. — Prenons par exemple le
corps des variétés planes a n — p dimensions et considérons pour
fixer les idées la variété plane , = z,=...=z,=o0. Le groupe
de stabilité de cette variété est défini par les homographies

(3) 7 =lll,1 .L‘1+...+a/,/;.l',,,

-T;..;. 1= A L1+ et Qpiy T+ Qpoi pit Tpprtoc= Qpit n A Lners

\ Lhs) = Qs 1 Ty Quit,pZp+Ania,pr1Zppr—toctQpit,n41 Lo

I1 est trés facile de voir que toutes ces homographies forment
une seule famille connexe, d’ou la conclusion suivante :

Tutoreme. — Le point, la droite, le plan, etc., ne sont pas
géométriquement orientables en géométrie projective complexe.

On remarquera, en ce qui concerne l'orientabilité géométrique
de la droite, le role important joué par la nature du groupe de la
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géométrie considérée; la droite complexe est orientable en géo-
métrie euclidienne complexe et ne I'est pas en géométrie projective
complexe.

2° Géométrie projective réelle. — Le groupe de stabilité de la
variété plane réelle x, = z,=...= 2,= 0 est donné par les for-
mules (3) ou les coefficients sont réels.

a. Supposons le nombre de dimensions n de Uespace pair
(n + 1 impair). — Des deux entiers p et n + 1 — p I'un est pair et
P’autre impair; supposons par exemple p impair; alors la substitu-
tion linéaire que les formules (3) entrainent sur z, 2., ..., z,
peut toujours, en changeant au besoin de signe tous les coefficients
de (3), étre supposée de déterminant positif, et toutes ces substi-
tutions peuvent étre reliées 'une a autre d’une maniére continue.
Quant au déterminant des coefficients de Zp.4, ..., Zn,, dans les
expressions de z),,,, . .., Z,,,, délerminant de degré pair, il peut
étre soit positif, soit négatif, et les deux cas sont irréductibles I'un
a Pautre;-les homographies correspondant a chacun de ces cas
forment une famille connexe de sorte que le groupe de stabilité
contient deux familles connexes distinctes, d’ou :

Tutorime. — En géométrie projective réelle d’un espace pro-
jectif a un nombre pair de dimensions, le point, la droite, le
plan, etc., sont géométriquement orientables.

b. Supposons maintenant le nombre n de dimensions de
Uespace impair (n + 1 pair). — Les deux entiers p et n +1—p
sont de méme parité. Si ces entiers sont impairs, des deux déter-
minants, de degrés p et n 41— p, dont il est question dans le rai-
sonnement ci-dessus, I'un peut toujours étre rendu positif et
autre est alors nécessairement positif si I’on veut que le détermi-
nant de ’homographie (3) soit positif, condition nécessaire pour
que cette homographie soit directe; le groupe de stabilité est donc
connexe.

Supposons maintenant les deux entiers p et n + 1 — p pairs. Si
alors ’homographie (3) est directe, c’est que les deux détermi-
nants de degrés p et n 41— p dont il a été question sont ou bien
tous les denx positifs ou bien tous les deux négatifs, d’ou deux
familles connexes distinctes pour le groupe de stabilité.
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Tatorime. — Dans Uespace projectif réel & un nombre
impair de dimensions, la droite, la variété plane a 3 dimensions,
& 5 dimensions, etc., sont géométriquement orientables; le
point, le plan a > dimensions, etc., ne sont pas géométrique-
ment orientables.

13. Remarque. — On peut faire, iu sujet des résultats obtenus
pour l'espace projectif réel & un nombre pair de dimensions, une
remarque intéressante : dans un tel espace le point est géométri-
quement orientable, mais l'espace n’est pas topologiquement
orientable. La premiére propriété est une conséquence de la
seconde. En effet, considérons le cas le plus simple, celui du
plan : dire que le plan projectif n’est pas topologiquement orien-
table, c’est dire que si I'on fixe en un point donné A, du plan un
sens de rotation positif autour de ce point et si I’on transporte par
continuité ce sens positif de rotation aux différents points d’une
ligne continue, il est possible de trouver une ligne conlinue fermée
partant de A, et y revenant telle que le sens positif de rotation
qu’on aura été amené a attacher au point A, a 'arrivée soit diffé-
rent du sens positif de rotation qu’on lui avait attaché au départ.
Mais cela méme exprime que le fait d’attacher au point du plan un
sens positif de rotalion constitue un procédé¢ d’orientation géo-
métrique du point. 1l ne faudrait pas cependant conclure de cette
remarque que l'orientabilité géométrique du point entraine la non-
possibilité d’orientation topologique de l’espace, car I'orientation
géométrique du point peut avoir un tout autre caractg¢re concret
que celui indiqué plus haut. Ce dernier caractére (orientabilité
topologique) tient a ce qu’il existe, dans le groupe de stabilité
du point, des transformations telles que le déterminant fonc-
tionnel des nouvelles coordonnées par rapport aux anciennes
soit négatif au point considéré (*), mais le groupe de stabilité
peut se décomposer en plusieurs familles distinctes pour chacune
desquelles le déterminant fonctionnel est positif. Un exemple est

(%) D’une maniére générale I'espace d'une géométrie de Klcin dont le groupe
cst transitif (les points forment un corps) est topologiquement orientable si les
transformations du groupe de stabilité du point sont toules & déterminant
fonctionnel positif. Voir K. CArTAN, La théorie des groupes finis et continus
et UAnalysis situs (Mém. Sc. Math., XLII, n° 34, 1930, p. 29-30).
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fourni par I'espace a quatre dimensions des droites de I'espace
projectif réel a trois dimensions : cet espace a les droites pour
éléments générateurs, il est orientable. Les éléments de cet
espace (les droites) sont géométriquement orientables, cependant
I'espace lui-méme est topologiquement orientable.

B. Le corps des quadriques en géométrie projective.

14. Portons maintenant notre attention sur les quadriques non
dégénérées de la géométrie projective.

1° Géométrie projective complexe. — Les quadriques forment
un corps unique, 'équation de toute quadrique étant réductible
a la forme

Z3 4+ 3 +...+ 2} + X3y, = 0.

On démontre (*) que le groupe de stabilité de cette quadrique
contient autant de familles continues distinctes que le groupe des
homographies réelles qui reproduisent & un facteur constant prés
la forme quadratique définie positive z§ + x} +... + 2, : sinest
pair ce groupe est connexe; si 7 est impair il se décompose en deux
familles connexes distinctes. Ces deux familles peuvent étre carac-
térisées géométriquement de la maniére suivante : La quadrique

donnée contient deux familles distinctes de variétés planes a

“—" dimensions; la partie g, du groupe de stabilité qui forme un

P
groupe est constituée par les homographies qui transforment entre
elles les variétés génératrices de chaque famille; la partie g, par
les homographies qui transforment les variétés génératrices de
chaque famille dans les variétés génératrices de l'autre famille
(pour n =3, on a les deux familles bien connues de génératrices

rectilignes d’un quadrique).

Tatorime. — En géométrie projective complexe & un nombre
pair de dimensions, la quadrique n'est pas géométriqguement
orientable; en géométrie projective complexe a un nombre
impair de dimensions, la quadrique est géométriquement
orientable avec deuz orientations distinctes: les JSigures résul-
tant de ces orientations sont les DEMI-QUADRIQUES, considérées
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chacune comme lieu d’une des familles de variétés génératrices

. n—1
a

— dimensions de la quadrique initiale.

Ce théoréme exprime donc cn particulier que, dans I'espace
projectif complexe a trois dimensions, on peut obtenir une suite
continue de demi-quadriques telle qu’en partant d’une demi-
quadrique donnée on arrive a la demi-quadrique complémentaire
de la demi-quadrique initiale.

2° Géométrie projective réelle. — Ici les quadriques réelles ne
forment plus un seul corps; on peut toujours réduire I'équation
d’une quadrique a la forme

(4) 3+ a3 +...+ 2F —x} ) — Xpg—...— LRy =0 (p+g=n-+1),

el ensemble des quadriques dont Péquation est réductible a cette
forme avec les mémes valeurs pour les entiers p et ¢ (dont on
peut supposer que le premier est supérieur ou égal au second)
constitue un corps.

Le groupe de stabilité de la quadrique (4) contient le méme
nombre de familles connexes distinctes que la portion y de ce
groupe qui laisse invariante la figure formée par les deux variétés
planes (*)

.Z‘1=J:'.:=...=.t,,=0, xp+,=a;,,+g=...=z,,+q=o.

Si p # ¢, le groupe y est défini par 'ensemble des deux substitu-
tions linéaires orthogonales

k=p

(%) x =Za:1¢xk (i=1,2, ..., p),
k=
hk=q

(6) 1-’,,+j=2b,~kx,,+k G=1,2, ..., q).

k=1

Les substitutions (5) contiennent deux familles connexes dis-
dinctes, ainsi que les substitutions (6), mais il ne faut pas oublier
que ce qui nous intéresse ce sont les homographies directes
représentées par ces substitutions linéaires.

Cela posé nous avons plusieurs cas a considérer.
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a. L'espace est & un nombre pair de dimensions. — Dans ce
cas toute homographie de l'espace est directe. Comme p + ¢ est
impair, p par exemple est impair et ¢ est pair; on peut alors
s’arranger pour que le déterminant de la substitution (5) soit
positif; le déterminant de la substitution (6) sera alors soil positif,
soit négatif, d’ou deux familles distinctes d’homographies directes
pour le groupe .

Tutorime. — Toute quadrique réelle de Uespace projectif
réel a un nombre donné pair de dimensions est géométrique-
ment orientable.

b. L’espace est & un nombre impair de dimensions. — Dans
ce cas les homographies directes de I’espace sont celles de détermi-
nant positif. La somme p -+ ¢ étant paire, p et ¢ sont de méme
parité.

Si p et ¢ sont impairs, on peut s’arranger pour que le détermi-
nant de la substitution (5) soit positif : il faudra alors que le
déterminant de (6) soit aussi positif pour que I’homographie
d’espace qu’elles définissent soit directe. Le groupe y est donc
connexe et par suile aussi le groupe de stabilité de la qua-
drique.

Il y a exception si p = ¢, parce qu’alors il faudrait ajouter aux
homographies (5) et (6) celles qu’on obtient en les combinantavec
les homographies

k=p

U .

x; =2a,~kx,,+k (i=1,2,...,9),
k=1
':/I

x',,+j=2 bjrxy J=1,2 ..., p);
k=1

le groupe de stabilité contient ainsi deux familles connexes
distinctes.

Tutorime. — Toute quadrique réelle del’espace projectif réel
a un nombre impair de dimensions est non géométriquement
orientable si la forme quadratique premier membre de son
équation est décomposable en une somme d’un nombre impair
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de carrés positifs et d’un nombre impair de carrés négatifs,
exception faite du cas ou il y a autant de carrés positifs que
de carrés négatifs.

Si maintenant p et ¢ sont pairs, pour que les homographies
d’espace du groupe y soient directes, il faut et il suffit que les
déterminants des deux substitutions (5) et (6) soient du méme
signe, ce qui donne deux cas possibles suivant qu’ils sont tous
les deux positifs ou tous les deux négatifs. Ce nombre est doublé
sip=gq.

Tutorkme. — Toute quadrique réelle de Uespace projectif
réel & un nombre impair de dimensions est géométriquement
orientable si le premier membre de son équation est réductible
& un nombre pair p de carrés positifs et un nombre pair q de
carrés négatifs. Les orientations de la quadrique sont au
nombre de 4 si p=gq.

On remarquera les différences profondes qui distinguent le cas

de la géométrie projective réelle du cas de la géométrie projective
complexe.

15. Dans I'espace projectif réel a trois dimensions, on voit que
la quadrique non réglée n’est pas géométriquement orientable
(p=3, g =1), tandis que la quadrique réglée est susceptible de
quatre orientations différentes (p = 2, ¢ = 2). Mais il importe de
remarquer que les homographies de son groupe de stabilité laissent
toutes invariante chacune des deux familles de génératrices recti-
lignes de la quadrique et les quatre orientations possibles peuvent
étre interprétées d’une maniére concréte en orientant la suite a
une dimension des génératrices de la premiére famille ct en orien-
tant la suite & une dimension des génératrices de la seconde
famille.

Il est facile de vérifier @ posteriori la légitimité de cette inter-
prétation en prenant dans chacune des quatre familles du groupe
de stabilité de la quadrique une homographie particuliére. En
désignant par

z}+ 23— 23— x3=0
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I'équation de la quadrique, on pourra prendre les quatre homo-
graphies

1. r', = x, Ly= T, Lhy= i, '\ = X

2. X'y = x4, Xy, =—ux, xrhy= s, Z', = — &y,

3 L'y = &3, Zhy= 1z, Zry= Xy, X, = xi;

4 x) = a3, XY= — x4, xrh= &y, X'y =— Ij.

En désignant par h = 252 gy — D10 T g paramétres des
Ly Xy Ly— L4

génératrices des deux familles, on trouve que, pour les quatre
homographics considérées, les paramétres subissent les transfor-
mations

1 = % W=
2 W=, we=—
. N= Ty f-"’="‘. 5
4. N=—12, W= u

Si I'on oriente d’'une certaine maniére la suite des génératrices
de chaque famille, la seconde transformation change Iorientation
des suites de génératrices de chacune des deux familles, la troi-
siéme change P’orientalion de la suite de génératrices de la seconde
famille etla quatriéme changel’orientation dela suite de génératrices
de la premiére famille. On remarquera que les deux derniéres
transformations échangent entre elles les deux régions entre
lesquélles la quadrique partage I’espace ambiant.

Le fait qu’aucune orientation géométrique d’une quadrique
réglée de I'espace réel a trois dimensions n’échange entre elles
les deux familles de génératrices tient a ce que ces deux familles
sont qualitativement distincles ou, ce qui revient au méme, ne
forment pas deux figures directement égales. En effet prenons
une génératrice de la premiére famille et imaginons un mobile
parcourant cette génératrice dans un certain sens, le plan tangent
au point mobile tournera dans un certain sens qui sera par
exemple dextrorsum par rapport au mobile. Si 'on prend une
génératrice de la seconde famille, la rotation du plan tangent se
fera dans le sens sinistrorsum par rapport au mobile. Dans le
domaine complexe, des considérations de cette nature ne peuvent
plus avoir de sens, puisque les deux demi-quadriques attachées a



la quadrique sont directement égales, comme cela résulte de la
nature de P'orientation susceptible d’étre attribuée a4 une quadrique
complexe. La solution du probléme de I’orientation géométrique
est donc toute différente suivant qu’on est en géomeétrie projective
réelle ou en géométrie projective complexe.

C. — Autres problemes d'orientation
en géométrie projective.

16. Considérons I’espace projectif complexe a » dimensions
résultant par exemple de l'introduction des points complexes dans
Pespace projectif réel a n dimensions. Cet espace réel s’appelle
une chatne spatiale (°), il engendre, en géomeétric projective
complexe, un corps formé de 'espace projectif réel et de ses trans-
formés par les homographies complexes. Tous les éléments de ce
corps sont directement égaux entre eux. Ces éléments sont-ils
susceptibles d’orientation? En particulier I'espace projectif réel
est-il géométriquement orientable dans l’espace projectif com-
plexe ?

Pour répondre a cette question, il nous suffit de remarquer que
si ’espace a un nombre pair de dimensions, le groupe de stabilité
de I’espace projectif réel, c’est-a-dire le groupe des homographies
réelles, est connexe et par suite l’espace projectifréel d un nombre
pair de dimensions n’est pas géométriquement orientable dans
Uespace projectif complexe. Au contraire le groupe des homo-
graphies réelles de I'espace projectif 2 un nombre impair de
dimensions se décompose en deux familles connexes distinctes
suivant le signe du déterminant, alors que le groupe des homo-
graphies complexes est connexe. Par suite l’espace projectif réel
& un nombre impair de dimensions est géométriquement
orientable dans Uespace projectif complexe. \

Quel est le caractére de ces orientations ? Il suffit de remarquer
qu’une homographie de déterminant négatif change I’orientation
topologique de I’espace (par exemple deux droites orientées dex-
trorsum sont changées en deux droites orientées simistrorsum).

(3) Voir E. CaRtaAN, Legons sur la géométrie projective complexe (Paris,
Gauthier-Villars, 1931).

LXIX. 5
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Par suite les deux orientations géométriques qu’on peut donner a
I'espace projectif réel peuvent étre identifides a leurs deux orien-
tations topologiques possibles. Nous remarquons que P’espace réel
4 un nombre pair de dimensions n’est pas topologiquement
orientable (¢).

Dans le probléme dont nous venons de nous occuper I'orienta-
bilité topologique de I'espace projectif réel se confond avec I'orien-
tabilité géométrique de cet espace a l'intérieur de la géométrie
projective complexe. Cependant il ne faudrait pas en conclure a
I'identité de ces deux notions dans toute géométrie susceptible
d’exister dans le domaine réel et dans le domaine complexe.

17. Traitons le méme probléme pour 'espace anallagmatique a
trois dimensions. L’espace anallagmatique réel a trois dimensions
est assimilable a la quadrique

(7) i+ 23+ 3+ 23— 2=0

de I'espace projectif réel a quatre dimensions, et le groupe anallag-
matique réel n’est autre que le groupe des transformations homogra-
phiques qui laissentinvariantela quadrique(7): ces transformations,
d’aprés ce qui a été dit plus haut (n° 14), se décomposent en deux
familles connexes distinctes (les transformations anallagmatiques
directes et inverses). Dans le domaine complexe les homographies
qui laissent invariante la quadrique (7) ne comprennent, au con-
traire, qu’une famille connexe (il n'y a que des transformations
anallagmatiques complexes directes).Par suite I'espace anallagma-
tique réel est géométriquement orientable a I'intérieur de I'espace
anallagmatique complexe. Les deux orientations, dont I'espace
anallagmatique réel est susceptible, peuvent étre identifiées a leurs
deux orientations topologiques, car une inversionréelle de module
positif par exemple change l'orientation topologique de l'espace
anallagmatique. Les résultats sont donc analogues a ceux qui ont

() Il n’est pas mauvais de remarquer que I’espace d’une géométrie de Klein
ne peut étre géométriguement orientable dans cette géométrie, parce que son
groupe de stabilité est confondu avec le groupe des transformations directes de
la géométrie; il est donc formé d’une seule famille connexe.
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été obtenus pour I’espace projectif réel a un nombre impair de
dimensions.

Si I'on prend au contraire I'espace anallagmatique réel a deux
dimensions (la sphére réelle), on montre facilement qu’elle n’est
pas géométriquement orientable a I'intérieur de la sphére com-
plexe, alors qu’elle est cependant topologiquement orientable.
En effet les homographies directes de la sphére complexe sont
celles qui laissent invariante chacune des deux familles de géné-
ratrices et parmi celles-1a celles qui sont réelles ne forment qu’une
famille connexe (transformations anallagmatiques réelles directes).

D’une maniére générale P'espace anallagmatique réel a un
nombre quelconque de dimensions est lopologiquement orientable,
mais il n’est géométriquement orientable a I'intérieur de I’espace
anallagmatique complexe que s’il est & un nombre impair de
dimensions.

En revanche on démontre que I'espace des sphéres orientées
réelles & un nombre quelconque de dimensions est toujours orien-
table a I'intérieur de la géométrie des sphéres orientées complexes ;
dans un tel espace 'élément générateur est non le point, mais la
sphére orientée.

18. Citons encore un probléme analogue. Nous avons vu que
I'espace projectif réel a trois dimensions est orientable & I'intérieur
de ’espace projectif complexe et que cette orientation correspond
a Porientation topologique de I'espace. Considérons maintenant,
dans la méme géométrie projective réelle a trois dimensions,
I'espace réglé, c’est-a-dire 'espace a quatre dimensions dont les él¢-
ments sont les droites. Le résultat précédent étant fondé unique-
ment sur la considération du groupe des homographies complexes
et du groupe des homographies réelles de 'espace, s’étend a 'espace
réglé : 'espace réglé réel est géométriquement orientable a I'inté-
rieur de I’espace réglé complexe et le changement d’orientation
géométrique se produit quand on effectue dans l’espace réglé réel
une homographie réelle inverse : dans l'espace projectif ponctuel
une telle homographie inverse change l'orientation topologique
de P’espace : mais il n’en est plus de méme dans V’espace projectif
réglé; en effet ’homographie inverse

Ty=2y, Xh=xy, Ay=a3, Fy=—a,
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qui fait partie du groupe de stabilité de la droite 2, = z, = o, trans-
forme les coordonnées plickeriennes non homogénes £12, £, P22,

P3s P P

% qui définissent analytiquement les droites voisines de la droite
donnée suivant une substitution linéaire de déterminant positif
(la 1™ et la 3° coordonnées sont invariables, les deux autres sont
changées de signe). Par suite les orientations géométriques dont
est susceptible I'espace réglé réel n’ont rien a voir avec les orien-
tations topologiques qu’on peut donner a cet espace a quatre dimen-
sions : elles sont de nature toute différente, bien que lides aux
orientations topologiques de I'espace projectif ponctuel. Pour avoir
une interprétation qui ne fasse intervenir que des notions simples
de la géométrie réglée, nous pouvons remarquer que les complexes
linéaires réels forment deux corps distincts. Sil’on considére une
droite quelconque D n’appartenant pas a un complexe linéaire
donné et sa droite polaire D/, le plan focal d’un point mobile
décrivant D dans un certain sens tourne autour de D’ dans un sens
qui induit sur la droite D' un sens positif déterminé; ce sens
est dextrorsum ou sinistrorsum par rapport au sens choisi sur D,
d’ou deux corps distincts de complexes linéaires, qu’on peut
appeler le corps des complexes dextrorsum et le corps des com-
plexes sinistrorsum. On peut alors trouver une suite continue
d’homographies complexes partant de I’homographie identique et
y revenant de telle sorte qu’appliquées a un complexe linéaire
réel deéxtrorsum elles le fassent passer a un complexe réel sinis-
trorsum : c’est ainsi qu’on peut exprimer I'orientabilité géomé-
trique de l’espace projectif réglé réel a l'intérieur de I'espace
projectif réglé complexe, et non pas par un changement de l'orien-
tation topologique de cet espace considéré comme espace a quatre
dimensions de droites.

V. — L'orientation géométrique en géométrie différentielle.

19. Lanotion d’orientation géométrique intervient trés fréquem-
ment en géométrie différentielle. Dans la théorie des courbes les
formules de Frenet et celles qui les généralisent dans les différentes
géométries de Klein se rapportent toujours a un élément de courbe
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de I'espace (du premier ordre, du second ordre) géométriquement
orienté. En géométrie élémentaire réelle, les éléments de courbe
du premier ordre constituent un corps susceptible de deux orien-’
tations distinctes. [l en est de méme en géométrie euclidienne com-
plexe pour les éléments du premier ordre non isotropes, qui com-
portent également deux orientations distinctes. Pour une courbe
isotrope, les éléments du premier ordre ne sont pas orientables,
ceux du second ordre constituent un corps comportant deux orien-
tations.

Un cas intéressant et simple est celui des courbes en géométrie
projective plane. En géométrie réelle, un élément du premier
ordre admet quatre orienlations différentes, car on peut fixer
arbitrairement le sens de parcours positif de la courbe a partir du
point considéré et le sens de rotation positifautour de ce point (7);
un ¢élément du second ordre (en supposant le point non d’inflexion)
n’admet plus que deux orientations parce qu’on peut fixer d’une
maniére intrinséque le sens de rotation positif autour du point
quand or a fixé le sens de parcours positif de la courbe; les élé-
ments du troisiéme ordre et du quatriéme ordre admettent les
deux mémes orientations; quant aux éléments du cinquiéme
ordre (®) (en supposant le point non sextactique) ils ne sont
plus géométriquement orientables, car il existe un sens positif
intrinséque sur la courbe, par exemple celui qui fait passer la
courbe de I’extérieur a l'intérieur de la conique osculatrice. En
géométrie projective complexe au contraire les éléments des
quatre premiers ordres ne sont pas orientables et ccux du cin-
quiéme ordre admettent trois orientations distinctes (pour un
point non sextactique); cela revient a dire qu’il y a trois maniéres
de choisir un systéme de coordonnées non homogénes tel que
I’équation de la courbe au voisinage d’un point donné placé
a Porigine commence par des termes de la forme

1

= —x2 Ll
Y=5 20 Y

(") N'oublions pas qu’en géométrie projective plane réelle, Je point est orien-
table aussi bien que la droite.

(%) Les ¢éléments de chacun des cinq premiers ordres constituent un corps,
si 'on exclut les cas des points d’inflexion et des points sextactiques.
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le passage d’un de ces systémes aux deux autres s’effectue en rem-
plagant respectivement

1° x par jxz, y parjty (J*+j+1=0);
20 x par j2z, yparjy;

une interprétation concréte simple de ces orientations ne semble
pas facile.



