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LE PRINCIPE DE DUALITÉ ET CERTAINES INTÉGRALES MULTIPLES
DE LTSPACE TANGENTIEL ET DE L'ESPACE RÉGLÉ;

Par M. ÉLIE CARTAN.

On a considéré de tout temps, depuis qu'il y a des géomètres,
des intégrales multiples relatives à des ensembles de points dans
le plan ou dans l'espace, intégrales exprimant des propriétés mé-
triques de ces ensembles, c'est-à-dire ne changeant pas de valeur
lorsqu'on fait subir aux points un même déplacement dans le plan
ou dans l'espace. De celte nature sont Y aire d'une portion du plan
et le volume d'une portion de l'espace.

Il est tout naturel, après les développements qu'a pris dans ce
siècle le principe de dualité qui nous fait regarder le plan comme
engendré par des droites aussi bien que par des points, et
l'espace comme engendré par des plans aussi bien que par des
points, de se demander si certaines intégrales multiples étendues
à des ensembles de droites dans le plan ou à des ensembles de
plans dans l'espace ne jouiraient pas de propriétés analogues à
Y aire et au volume, c'est-à-dire ne pourraient pas être invariantes
lorsqu'on fait subir à toutes ces droites ou à tous ces plans un
même déplacement. La question, ainsi posée, se réduit à un pur
problème de calcul, grâce aux théories de M. Lie, qui permettent
de former toutes ces quantités. Néanmoins, on peut les considérer
à un point de vue plus élémentaire que celui que nécessiterait
l'application des méthodes de M. Lie et les former a priori. Voici
les principaux résultats auxquels on arrive.

Il existe dans le plan, regardé comme engendré par des droites,
une intégrale double invariante exprimant une propriété métrique
d'un ensemble quelconque de droites dépendant de deux para-
mètres, pourvu que parmi les droites de cet ensemble ne figure
pas la droite de l'infini. *Sï f on prend l7 ensemble des droites qui
coupent un segment de droite donné, l'intégrale correspon-
dante est égale au double de la longueur de ce segment; si
l'on prend l'ensemble des droites qui coupent une courbe
fermée convexe, on obtient le périmètre de cette courbe.
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11 existe encore dans le plan une autre intégrale simple étendue
à des droites dépendant d'un seul paramètre : elle exprime sim-
plement l'angle des deux droites limites.

Dans l'espace tangentiel, c'est-à-dire considéré comme engen-
dré par des plans, il existe de même deux intégrales : l'une double,
étendue à des ensembles de plans dépendant de deux paramètres,
exprime l'aire découpée sur une sphère de rayon égal à l'unité
par les normales aux plans menées par le centre de cette sphère.
La deuxième est une intégrale triple et est donc étendue à des
ensembles de plana quelconques, pourvu toutefois que le plan
de l'infini ne soit pas l'un d'eux. Étendue à l'ensemble des plans
qui coupent un arc de courbe, cette intégrale est égale au
produit de TC par la longueur de cet arc de courbe. Mais ce qui
fait surtout l'intérêt de cette intégrale, c'est que si on V étend à
^ensemble des plans qui coupent une surface fermée convexe,
pour fixer les idées, on a une nouvelle quantité, quon peut
appeler le périmètre de cette surface, de la même dimension
qu'une longueur; le périmètre ainsi défini d'une sphère est
égal au quadruple de son diamètre; celui d'un cylindre droit
est égal au périmètre ordinaire de sa base augmenté du
double de la hauteur. Le périmètre d'une surface fermée peut
donc être regardé, en'un certain sens, comme le dualistique du
volume situé à l'intérieur de cette surface.

Enfin, on peut aussi regarder l'espace comme engendré par des
droites, ce qui le rend son propre dualistique, et il existe aussi
dans l'espace réglé des intégrales multiples métriques. Une de
ces intégrales est une intégrale quadruple et, par suite, s'étend à
des ensembles de droites quelconques; étendue à l'ensemble
des droites qui coupent une portion de surface, elle est égale
au produit de T: par l'aire de cette portion de surface;
étendue à l'ensemble des droites qui coupent une surface

fermée convexe, elle est égale au produit de - par V aire de

cette surface.
Il existe deux autres intégrales de l'espace réglé, et elles sont

doubles, par suite s'étendent à des ensembles de droites d'une
congruence ; l'une d'elles représente l'aire découpée, sur une
sphère de ravon égal à l 'uni té , par les parallèles à ces droites me-
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nées par le centre de la sphère. Quant à l'autre, elle jouit de la
propriété de se reproduire, divisée par n, lorsque les droites de
la congruence se réfractent à travers une surface dans un milieu
d'indice n\ de plus, la condition nécessaire et suffisante pour que
les droites d'une congruence soient normales à une même sur-
face est que l'intégrale relative à tout pinceau de la congruence
soit nulle, d'où résulte immédiatement que, par réfraction, la
congruence desdroites normales à une surface se change en
une congruence jouissant de la même propriété^ ce qui est un
théorème bien connu.

La forme même de toutes ces intégrales suggère l'idée de les
généraliser en définissant les angles et les distances au moyen de
rapports anharmoniques relativement à une quadrique quelconque
remplaçant le cercle imaginaire de l 'infini. Ces intégrales géné-
ralisées jouissent de propriétés essentiellement analogues aux
premières. Celles qui sont relatives à l'espace réglé conduisent
même à des remarques intéressantes sur le complexe des tan-
gentes à une quadrique; mais leur développement aurait été un
peu étranger au sujet, et je me suis contenté d'indiquer l'existence
de ces intégrales.

Les deux premiers paragraphes sont consacrés aux intégrales
du plan, le troisième aux intégrales de l'espace langentiel, le qua-
trième aux intégrales doubles et le cinquième à l'intégrale qua-
druple de l'espace réglé.

îî i.
Etant donnés, dans un plan, deux axes de coordonnées rectan-

gulaires Oj?, Oy,,consldérons un ensemble de droites

uv 4- vy -h i == o
et l'intégrale double

//; diidv

(^24-^2)2
0)

étendue à toutes les droites de cet ensemble. Cette quantité jouit
de la propriété remarquable de ne pas changer de valeur lors-
qu'on fait subir à toutes les droites considérées un même dépla-
cement dans le plan, ou encore, ce qui revient au même,
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lorsqu^on effectue un changement quelconque de coordonnées
rectangulaires.

Pour démontrer ce fait et le mettre nettement en évidence,
introduisons les coordonnées homogènes de la droite, c'est-à-dire

remplaçons u et v par — ? — ? où ^, (^, w devront être regardées

comme fonctions de deux paramètres a et P. Alors ( l )

, , - u, - v udv dw -+- v dw du -+- w du dv
dudv = d — d— = —————————-———————— •

w w w"

Par suite, Finlégrale double devient

(2) //u dv dw -+- v dw du, •+• w du dv

(^2^.^2)1

Or, tout changement de coordonnées rectangulaires revient à
effectuer sur u, ^, w une substitution linéaire reproduisant la
forme </.2 4- v2 à un facteur constant près. Mais, par une substi-
tution linéaire quelconque, le numérateur de la quantité sous le

signe I f se reproduit, multiplié par le déterminant de la substi-

tution ; car des formules

(3)

u == a u' -4- b v' -4- c w',

v == a' u' -+- b' v' -+- c' w\

w == a" u' -\- ô'tvf-^- c" w1 ̂

(') On a, en effet,
. . [au àv au àv\ , ..
^^(àî^-^^)^''

si l'on pose
u ==f(\ ÎA,^, ...,ç), ^== 9(^, ;A, v, ..., ç) ,

du=:Ad\-{-îid\i.-r-...+Cdî, ^=A'^4-Bf^x-•i-...+ C'd^
on a

dudv = (\cÛ. -r- B<^-4-.. .4- CrfO (A'^4- B'dy. 4-.. .4- C'rfç),

à condition de remplacer, dans le produit du second membre effectué sans
altérer l'ordre des différentielles de chaque produit partiel, d\d)\ par o et

d\d\L = - d\Ld\ par Da>î^ d^d^.
Y) (a , ^ )
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on déduit

u dv dw -+- v dw du -î- w du dv

=
u v w
b b' b"
c c' c"

dv' dw'-\- ...-+-
u v w
a a1 a"
b b1 b"

du' dv'

= \(u'dv1dw'-4- v' dw1 du' •+- w'dudv').

D'autre part, en ce qui regarde le dénominateur, il se repro-
duit, dans le cas présent, à un facteur constant près. Ce facteur
est égal à A. En effet, d'abord c= c '==o, de plus, si l'on ex-
prime

ux -h vy -4- w = X( u 'x ' - \ - v' y' -\- w ) ,
on trouve

/ \ x' = ax -i- a'y -+- a",
\ \y== b x - ^ - b ' y ^ - b " ,

{^ =

formules qui doivent représenter un changement de coordonnées
rectangulaires; donc

ab'—ba'^c^,

et comme la forme u2 4- v2 se reproduit multipliée par le déter-
minant de la substitution en H^ v ( ( ) , le facteur cherché est

(ab' —ba')ï=(ab'—ba')cff=\.

On voit donc finalement que la quantité sous le signe ( f , dans

l'intégrale (2), se reproduit par tout changement de coordonnées
rectangulaires. L'intégrale (2) exprime donc une propriété mé-
trique de ^ensemble de droites considéré.

Forme particulière de l'équation double. — Prenons pour
u, v, w les coordonnées normales de la droite

u = cosa, w =—/?;

( • ) Si
M-'-}- V= h{u'î-{- v ' ^ } ,

le discriminant de la nouvelle forme, qui est égal à A2, doit être égal au carré
du déterminant de la substitution; d'où

h =: ab' — b a'.
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alors dudv s'annule, et il reste

f j (udv—vdu)dw= f j dpdv..

En particulier, si l'on considère l'ensemble des droites qui cou-
pent un cercle donné de rayon R, cercle qu'on peut, d'après ce
qui précède, supposer décrit de l'origine comme centre, il faut
faire varier/? de o à R et a de o à air; ce qui donne, dans ce cas,

ffdpd.= ^a = 2TCR,

c'est-à-dire le périmètre du cercle. C'est un cas particulier du
théorème suivant :

r ^ - - . / / » / / /* /* udvdw -+- vdwdu, -+- a'dud^ , ,L intégrale double f f ——————————3————, étendue
J J (U^ -4- ^2) 2

à toutes les droites qui coupent une courbe fermée convexe,
est égale au périmètre de cette courbe.

Ce théorème est lui-même une conséquence du suivant :

L'intégrale double précédente, étendue à toutes les droites
qui rencontrent un segment de droite donné, est égale au
double de la longueur de ce segment.

Démonstration, — On pourrait démontrer ce théorème en
donnant au segment une position particulière; maison peut aussi
le démontrer directement dans le cas général.

Soient UQ, VQ^ WQ les coordonnées normales de la droite qui
porte le segment; on a

Posons

uï-^vl =i,
UQX -\- VQy -t- WQ = o,

UQ dx -+- VQ dy = o.

UQ u •+• VQ v == ^,
VQ U — UQ V == pi,

MÎ-+- pî === 1 :
on aura alors

(4) À2 4-p.2
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el l'on devra donner à À et a toutes les valeurs, de façon que le

rapport - passe une fois et une seule par une valeur donnée; ce

qu^on obtiendra en prenant y. positif et \ quelconque. On aura
alors

u = uo\ -+- VQ y-f
P == VQ À —— UQ (JL,

W == Wy X -h {JL ( MO.Y — VQ^)

cl, par suite, en vertu de (4),

udvdw -4- vdwdu -+- wdudv == ( «û '̂ — vdu}dw
== — pi(^^(ji — ^ rf). ) ( UQ dy — v^dx).

Enfin on a

(uo€!^—vocly)2= (i/^ -(-^(^r2-!- ûÇ^2)—(^/o^-T-^•o^y)2= ̂ 2+ ̂ 2,

de sorte que

/* ^udvdw + vdwdu:-^- wdudv C F .. , ,. . /————r—
^ y ————————————5————— = / f ^(\dy.—^d\)}/dxî^dyï.

J J (^2+(,2) 2 -/-'

En posant

celle intégrale se transforme enfin en

X = sin y, ;JL = cosî?, — -^ < <? < -^ y

4-î

f ̂ ^/.r3 -4- dy^ f cosf d^ = •2^,
" _î

9

.y désignant la longueur du segment.
Il résulte immédiatement de là que, étant donné un arc de

courbe quelconque, on obtient en coordonnées tangentielles le
double de la longueur de cet arc en prenant i'intégrale double

j j ——u—v—-^ étendue aux droites qui coupent Varc de courbe
J J (uî+vîy
autant de fois quelles ont de points d9 intersection avec cet
arc.

Ce théorème contient comme cas particulier celui qui est relatif
à une courbe fermée convexe. Par exemple, pour l'ellipse

a2 «î •+• b^v^— î == o,
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on peut obtenir toutes les droites en question en posant

î ^==-coso , ^ < = = - s i n ç c , ^> i î o<tt><27:,

et alors
F C dudv _ F C___^^drd^____

J J (UÎ-S^VÏY J J 7^(02 sîn 2^ -4- &2 COS2^)2

- Ç^ c^b^d^
J (a2 sin2®-i-&2 cos2^)2

8 2.

Au lieu de se placer en coordonnées rectangulaires, on peut
aussi se placer en coordonnées obliques. Si alors

C?((^, V) = 0

est l'équation langenlielle des points circulaires à Pinfinî, il n^j a
qu'à considérer Fintégrale double

F r \fï(udvdw -+- vdwdu -r- wdudv)

J J [<?(^)]1

3 désignant le discriminant de la forme y. Cette intégrale est
égale à la précédente; par exemple, si

Cp(M, v) = M2-h C2— 1UV COsO,

on a
F />sinQ(M^^(y ->• vdwdu-\- wdudv)

J J [it^ -+- V1—2MP COSÔ]2

Plus généralement considérons une conique, que nous appelle-
rons conique fondamentale ou conique absolue, ajant pour
équation tângentielle

(1) 9(M,^ w) ===o,

et considérons Pintégrale double

(2) C C ^ ̂ ( u ̂ v ̂ w ~^'v ^vv ̂ u 4" w ̂ u ̂  ̂
J J l'?^^^)]2

où \ désigne le discriminant de la forme îû.
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Si l'on effectue sur M, r, w une substitution linéaire quel-

conque de déterminant D, la forme y se change en une forme îî',
dont le discriminant A' est égal à AD2, de sorte que

-//
-ff

\/AD (' u'dv1dw1'-h v ' d w ' d u ' - { - w ' d u ' d v ' }. ^

[c/(^,p' ,w')]2

^ ( u ' d v ' d w ' -4-...)

1 conserve là-même forme. L'intégrale I, étendue à un ensemble
de droites donné, représente donc une quantité attachée à cet en-
semble de droites et à la conique fondamentale, quantité qui se
conserve par une substitution linéaire quelconque effectuée
sur les droites et la conique.

En particulier, on peut se proposer de chercher la signification
de celle intégrale, lorsqu'on Retend à l^ensemble des droites qui
coupent un segment de droite donné, ou plus généralement un
arc de courbe donné. Il faut naturellement, pour que cela ait un
sens, que la forme o ne puisse s'annuler pour aucune de ces
droites, c'est-à-dire ou bien que y soit une forme définie, ou
bien, s'il n'en est pas ainsi, que le segment considéré soit tout
entier à I9 intérieur de la conique fondamentale.

Mais, avant d'aller plus loin, il est nécessaire de rappeler quel-
ques définitions souvent usitées en Géométrie projeclive.

Étant donnés deux points A^ B (à l'intérieur de la conique fon-
damentale, si celte dernière est réelle) appelons distance de ces
deux points le logarithme, divisé par 21 (ou par 2, si la conique
est réelle), du rapport anharmonique des points A, B et des deux
points d'intersection de la droite AB avec la conique.

Étant de même données deux droites (se coupant à l'intérieur
de la conique, si celle-ci est réelle), appelons angle de ces deux
droites le logarithme, divisé par 2/, du rapport anharmonique de
ces deux droites et des deux tangentes à la conique menées par
leur point d'intersection.

Cette dernière définition coïncide avec la définition ordinaire si
laconique fondamentale est formée des deux points circulaires à
l ' infini .
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Si l'on fait la perspective sur un plan d'une sphère, le point de
vue étant au centre de la sphère, et qu'on prenne pour conique
fondamentale l'intersection du plan et du cône asymptote de la
sphère, on retombe sur la distance sphérique des points de la
sphère dont on prend la perspective et sur V angle des grands
cercles qui se transforment en droites,* de sorte qu'on a affaire,
dans ce cas, à la Géométrie sphérique ordinaire.

Quoi qu'il en soit, cherchons, diaprés ces définitions, l'expres-
sion de la dislance d de deux points {x^ y^ z ^ ) et (^2,y2? ^2)-
Les coordonnées des points d'intersection de la conique avec la
droite qui les joint sont de la forme

^1+^2, .Tl4-\^2, -SI+A^,

et il faut donner à 5. les deux valeurs 5.i, î^» racines de l'équation

/(^l,J-l, -3l) 4- 2A(a?2/.r. +.T2/y, -+- W^) •+- ^î/(^2,y2, -Sî) = 0,

où f désigne le premier membre de l'équation ponctuelle de la
conique et f'y^ fy, f\ ses demi-dé ridées. On a donc par défini-
tion, si la conique est imaginaire,

Qïid ._
\, eid—e-id A I - A s^i e*"—e-*" A I — A S
^2' ~ ̂  ~ ïi^T^ï

c'est-à-dire

(3) cin^^t/^^1^1^1^^2772^^"^2^^^2-^1"^^^2.V /(^i»yi»^i)/(^2,y2,^)

et de même, si la conique est réelle,

( i. ̂  ed — e-rf
1 shd =

(3-)
\ __. /{vîf'x, -^-y'ify, -^ zîf'z, )2 —/(.yi.yi, ̂ i )f(^y^ z^)
\ "V f^^y^z^f^y^Zî}

Nous aurons de même, pour l'angle V de deux droites
(^,, v^ pp'i) et («a? Vïi Wî)i la formule

V _ A /?(^1. ^ 1 > ^1 ) ?(M2. ^2, <^2) — (^2^. 4- ^2?^+ ^2?u-.)2 ^
(4) sin — y G ( M I , ^i, ^1)9(^2, ^2» ^2)

En particulier, la dislance ds de deux points infiniment voisins
xxiv. * i
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(.r,y, ^) et (x 4- ̂ ? y + dy^ z 4- ûk) est

__ /f(x^r,z).f(dx,dy,dz)-(f'rdx-^f'ydy-^f',dzV
^-V——————————————/(^y,.)2——————————————9

et, si Fon choisit .r, y, 5 de façon que f{x^ y, ^) garde une valeur
constante,

(5) ds^i/^^^
V /(^y^)

ds== A / f ( d x , d y , d z )
~V /(^y,^) 1f^,y,z)

suivant que l'a conique est imaginaire ou réelle.
De même l'angle rfV de deux droites infiniment voisines est

(6) ^y — A /yO^ dv^dw}
V e(u,v,w)

en supposant y(^, ^, w) constant.
Cela étant, considérons l'intégrale 1 et cherchons sa valeur lors-

qu'on Retend à toutes les droites qui coupent un segment AB
(situé à l'intérieur de la conique fondamentale, dans le cas où
elle est réelle). Soient UQ, VQ^ WQ les coordonnées de la droite AB,
et supposons que/(.r, y, z) est la forme adjointe de y, ses coef-
ficients étant les mineurs du discriminant de es. Posonsi

^«o^^,-1-"^,^-

Alors M, v, w sont déterminés par les équations

(7)

M?«,-4-p?;',-+-w?H.,=)l'

ux -t- vy 4- wz == o,
(p(M,^,w)==<;p,

y étant une valeur qu'on peut supposer constante. Pour résoudre
les équations (7), introduisons le déterminant

?/< ?P ?w U V W

?^, ?^ ?W« == "0 ^0 WO ,

x y z f. fy f.

cette dernière identité résultant de ce que y est la forme adjointe
de y.
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On a, en faisant le produit de ces deux derniers déterminants,

cp( u, v, w) Xu v w

UQ VQ WQ

fr fy f.

X ^(u^.Voî^o) =/(^y^)(??o—^2

0 /(^.Tï^)

Si donc on pose

( ̂ O/s - Wofy ) U -+- ( Wo/r — Uofi ) V -h ( Mo/y — ^O/.,.) W = ̂ ,

on aura

(8) ^l2+/(^y,•s)^<^==/(•y,.r^)(p(^^, w) 9(^0,^0, ^o).

On peut remarquer que, dans Phypothèse faite, / est essen-
tiellement positif ( < ) .

On a donc trois équations linéaires pour déterminer u, P, w en
fonction de \ y., *y, y, ^, et il suffira de donner à (JL des valeurs
positives et à 5. des valeurs positives ou négatives, de façon à satis-
faire à Inéquation (8). Enfin, on pourra s^astreindre à multiplier
x^ y, z par un facteur tel quey(.z*,y, z) reste constant; alors X
et [A seront fonctions d^un même paramètre.

La résolution des équations donne, après un calcul facile,

( /(^.r»-3)?^^, Wo)u=Uof(v,y,z)^-^(o^ z —(p^y)^,

(9) ^/(^.r^pC^^Wo)^ =VQ/{x,y,z)\ 4-(<p^a'—<p^ z)^

f /(-y»y^)?(Mo^o, wo)w = wo/(a-,y, 3)X4-(9;^ y—<p^ .2')^

d'où

/3 o^ ( u, dv dw -h ^ dw du -+- w û?^ dv )

Vo f ̂ ^—C.^
(Â^- ^â?X)(^^-y^û?y).

^of ^y-^^
dx dy dz

= (JL/oo(X^-- y-d\) x y z

^ ?p, Pwo

( 1 ) Car si la conique est imaginaire. A/ est une forme définie positive; si elle
est réelle, A/ est positif pour tout point à son intérieur; or ici A est le carré du
discriminant de s, donc toujours positif.



Pour calculer le déterminant du second membre, remarquons
qu'i l est égal à

fd.v fdy fdz

^ J x J y Jz

UQ VQ ^o

et que, par suite, son carré est égal à

f{dx,dy,dz) o o ]
/(•^.r^) = - f{dx, dy, dz)f(x,y,2)^(uQ, v^ Wo).

<f(UQ, VQ, WQ'}

Donc

_ r / f x ( ^^—-^^ ) ^f(dx, dy,dz)f^x,y, z)^(uo, pp, ^o)

J J /2?02 fcp(u..,.)lt ;[ îp(M,f,w)]2

ou, en posant

^10)

À == av/oxoo, u = ?//<??o,

1= fA(arfp—8^a).^=2.ç,

5 désignant la distance AB (1).
D^ailleurs, ce résultat était à prévoir par des considérations

d^invariants. Si l'on considère une droite quelconque et deux
points A et B sur celte droite, l'intégrale I, étendue à toutes les
droites qui coupent le segment AB, est une fonction des deux
extrémités qu'on peut désigner par AB et qui jouit manifestement
de la propriété

A B 4 - B C = A C ;

de plus, c'est une fonction du segment AB qui ne change pas
lorsqu'on effectue sur A, B et la conique fondamentale une même
substitution linéaire. On peut démontrer que la distance des deux
points A et B, telle qu'elle a été définie plus haut, est, à un fac-

(l) Dans le cas où la conique fondamentale est réelle, A'f est négatif et il faut
prendre pour 1

(* f A ( udv dw -4- v dw du -+- w du dv )

^jj——~=^———
ce qui conduit au même résultat.
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leur constant près, la seule fonction qui jouisse de celle propriété.
Cela est d'ailleurs évident si la conique fondamentale se réduit
aux deux points circulaires à l'infini.

Nous pouvons donc énoncer, sur l'intégrale double I, les
mêmes théorèmes qu'au paragraphe premier; en particulier, sur
la longueur d'un arc de courbe (relativement à la conique fonda-
mentale) et le périmètre d'une ligne fermée convexe. Ces théo-
rèmes s'appliquent immédiatement en Géométrie sphérique; M,
^, w désignent alors les coordonnées d'un grand cercle de la
sphère (coordonnées ponctuelles du pôle de ce grand cercle).

La formule qui donne ainsi sur une sphère le périmètre d'un
triangle sphérique au moyen d'une intégrale double ne doit pas
nous étonner; cette intégrale double représente simplement
Uaire de la portion de la sphère extérieure au triangle sup-
plémentaire du triangle considéré, d'après la signification
même de u^ v^ w, si l'on prend

cp ( M, P, w ) = (A2 -+- (»2 -4- w3 == l.

En effet, comme vérification, si a, 6, c sont les côtés du triangle,
son périmètre est a + b 4- c et les angles du triangle supplémen-
taire sont •IT — a, TC — 6, TC — c. L'aire de ce triangle est donc

( T T — a)-T-(Tt — b)-+- (11— c) — TÎ = 2T: — a — b — c

et l'aire de la portion de la sphère extérieure à ce triangle est bien

lit — ( % TC — a — b — c ) == a-\- b -+- c.

D'ailleurs, l'intégrale double qui donne Vaire est tout à fait la
dualistique de la première; il suffit de considérer

F r^^{xdydz -\-ydzdx -+- z d x d y )

~J J [f^y^W
A désignant maintenant le discriminant dey. En Géométrie ordi-
naire, f= z2, et l'on a simplement, en faisant z == i , l'inté-

grale f f d x d y . En Géométrie sphérique, on a l'aire d'une por-

tion delà sphère. On démontre, d'une façon ident ique à celle d e j ,
que celte intégrale, étendue à l'espade compris dans F cingle de
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deux droites (et dans son opposé par le sommet), aucun point de
ces droites et aucun des points à l'intérieur n'étant sur la conique
fondamentale, est égale au double de l'angle des deux droites ;
d'où l'on déduit immédiatement un théorème sur Vairedela por-
tion du plan extérieur à une courbe fermée convexe (conique
fondamentale imaginaire) au mojen de la quantité dont
varie Vangle de contingence lorsqu'on parcourt la courbe
(îc — A-PTC — B+TC — G dans le cas d'un triangle).

§ 3.

On peut généraliser les résultats précédents, presque sans mo-
dification, pour passer du plan à l'espace. Nous appellerons x, y,
z^ t les coordonnées ponctuelles et M, ^, w, h les coordonnées
tangentielles.

Si nous prenons d'abord les coordonnées cartésiennes rectan-
gulaires, nous considérerons l'intégrale triple ( ^ )

F F C u dv dw dh -+- v dw du dh -4- w du dv dh — h du dv dw
(1 ) J J J ( ^ - h ^ - h ^ 2 ) 2 *

Celte inlégrale se reproduit par toute transformation de coor-
données rectangulaires, le numérateur se reproduisant multiplié
par le déterminant de la substitution, le dénominateur se trouvant
multiplié par le même facteur.

Si l'on étend celte intégrale à un segment de droite, par exemple
porté par l'axe des Zy on doit trouver une quantité proportionnelle
à la longueur de ce segment. En effet, si l'on pose

M2 -h V2 -+- W2 = 1,

WZ -r- h =0.

l'intégrale deviendra

f I j — w{udv dw •+- P dw du -+- w du dv)dz ;

( 1 ) II est entendu que, si ^, [t., v sont des fonctions de trois paramètres a, ^, v,

d\ d[L d^ == dy. d^ d\ == dv d\ dy. = — d\ d^ d\J. = ^^^^ ûîa d^ d^.
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u, v, w prenant toutes les valeurs possibles sur la portion de la
sphère de rayon i et de centre o située au-dessus du plan des xy^
et z variant de z^ à z^\ on peut donc poser

u = cos6 cosco,

p==cos6sino, o<0<^ o<cp<2TC,
2 *

w •==• sinO.
et alors

(2) 1 = (^2——-3l) \ I Siïl6 COS6 û?6 <̂p = TT(^â—^i).

L'intégrale triple ï étendue à toutes les droites qui coupent
un arc de courte donné, chacune d'elles étant prise autant de
fois qu'elle a de points d'intersection avec l'arc, est égale à la
longueur de cet arc de courbe, multipliée par TT.

Par exemple, étendue à toutes les droites qui coupent une
courbe fermée plane convexe, l'intégrale 1 est égale au périmètre

de la courbe, multiplié par -•

On peut aussi étendre Pintégrale 1 à Pensemble des plans qui
coupent une surface fermée convexe; on peut alors toujours sup-
poser que l'origine est à l'intérieur de la surface ; si Fon astreint
Uy c, w à satisfaire à la relation

M2 + (^2-4- W2 = I,

et si Pon considère la sphère de rayon ï ayant pour centre l^ori-
gine, à chaque point M de la surface correspond, sur la sphère,
un point m trace de la perpendiculaireau plan tangent en M
menée par Forigine. Si alors p est la distance de l'origine au plan
tangent, Finlégrale est

(3) i=yy^,
û?<r désignant Félément de surface de la sphère en m.

On a donc là une nouvelle quantité métrique attachée à la sur-
face fermée convexe et indépendante du choix du point 0 à
l'intérieur de la surface. Pour une sphère, c^est 4^1^ î pour
Fellipsoïde

.y2 r2 ^2

^+i?+ïi-'=".
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cette nouvelle quan t i lé est l'intégrale double

f j /ûî2 U2 -h b9 P2 -4- ç2 ̂ 2 ̂

//, (-, (F désignant les coordonnées d'un point de la sphère de
rajon i concentrique à l'ellipsoïde.

Si l'on est en coordonnées obliques, ou d'une manière générale,
si l'équation tangentielle du cercle imaginaire à l'infini est

on a
0(M,^ W) ==Q,

(,) T- ( Ç Ç^^udvdwd^^-vdwdudh^-wdudvdh--hdu.dvdw)
J J J [^(Uf p, w )Y '

3 désignant le discriminant de la forme <p.

Généralisation. — De la même façon qu'en Géométrie plane,
considérons une quadrique, d'équation tangentielle

<p(^, ^, w, -h) = o,

que nous nommerons quadrique fondamentale, et l'intégrale
triple

(5) Jr= / Ç i^^^^^^^vdwdudh-^-wdudvdh—hdudvdw)
J J J ~ [ Ç ( M , P, W, À ) J 2 ~ ^

A désignant le discriminant, supposé différent de zéro, de la
forme (P.i

Par une substitution linéaire effectuée sur ^, ç^, w, /^ le numé-
rateur se reproduit multiplié par le déterminant D de la substi-
tution,. et le discriminant de la nouvelle forme y est égal à A.D2
de sorte que 1 se change dans la même expression relative à la
forme transformée <?'. De plus, si l'on multiplie y par une con-
stante w, le dénominateur est multiplié par m2, mais, le discri-
minant A étant multiplié par m4, le numérateur est également
multiplié par m2.

L'intégrale triple I, étendue à un ensemble de plans (dont aucun
n'est tangent à la quadrique fondamentale), est donc une quantité
attachée à cet ensemble de plans et à la quadrique, et qui ne
change pas par une même substitution linéaire quelconque effec-
tuée sur les plans et la quadrique.

On peut, comme dans le paragraphe précédent, définir la dis-
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tance de deux points et \ angle de deux plans relativement à la
quadrique fondamentale. En particulier, la distance de deux points
infiniment voisins est

(6) ^^./±/(^>^^),v / \ f^.y^^y
/=o désignant Inéquation ponctuelle delà quadrique, la forme /
étant assujettie à rester constante, les deux signes correspondant
aux deux cas où la droite, qui joint les deux points, ne coupe pas
ou coupe la quadrique.

De même, Pangle de deux plans infiniment voisins est

(7) dV=i/±î(duî^d^dh\v / / V <? (M,P ,W,A)

les deux signes correspondant aux deux cas où les plans tangents
à la quadrique menés par la droite d'intersection des deux plans
sont imaginaires ou réels (la forme y gardant la même valeur
pour les deux plans).

Cela étant, cherchons la signification de l'intégrale T étendue à
tous les plans qui coupent un segment de droite MN. Pour que
cette intégrale ait un sens il faut que, d'aucun des points du seg-
ment MN, on ne puisse mener de plan tangent réel à la quadrique
fondamentale.

On peut toujours, par une transformation homographique, faire
en sorte que la droite MN ait pour équations

x == o, y = o,

et que y soit de la forme

<p = AM2-4-Bp2-+- C^+DA2.

En écrivant que le plan (^ ,^ ,w ,A) coupe le segment MN, nous
obtenons

wz -+- ht = o,
ce qui permet de poser

(8) w = X / , /?=—.)^,

et, par suite :
-?= Aî^-t- Bc2-!- / ^ (C^— D^2).
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Comme u, p, \ peuvent prendre toutes les valeurs possibles et
que <p doit garder un signe constant, il faut nécessairement que A,
B, C^-t-D^2 aient, pour tous les points du segment MN, le même
signe. Il y aura donc deux cas à distinguer :

Ou A, B, G, D ont le même signe, et alors on peut supposer

<p == M2 -h P2 4- W2 -+- S2 ;

Ou A, B, C sont de même signe, contraire à celui de D, et alors
on peut supposer

0 = U^ -h V2 -+- W2 —— 52,

t^—Z^^O.
avec

Dans tous lès cas, on peut supposer A === B == C = i et de plus
aussi

^4_D^2= | .

Alors, en prenant

(9) ^4- v2-}- Xî= l,

^ garde une valeur constante. En portant les valeurs de u, v^ w, h
dans Pintégrale I, on obtient

1 == F Ç /*/ÏD \ {\du dv -+- udvd\-^-vd\du)(zdt—tdz).

Mais on a

z t \\ D-s t i o
=D(. ï^- f^)2== =±^2;

dz dt\\Ddz dt o Dd^^-dt1

donc

(io; 1 = f ds I I \(\ du dv 4- u dv d\ -\- v d\ du) = vs

s désignant la distance MN.
Le segment MN est quelconque, si la quadrique fondamentale

est imaginaire, et il est tout entier à Y intérieur de la quadrique,
si celle-ci .est un ellipsoïde réel ou un hyperboloïde à deux nappes
(quadrique réelle non réglée).

On déduit de là, dans le cas où la quadrique fondamentale est
à génératrices imaginaires, que ^intégrale I, étendue à tous les
plans qui coupent un arc de courbe donné {situé tout entier à



l'intérieur de la quadrique, si celle-ci est réelle)^ chacun de
ces plans étant pris autant de fois qu'il a de points d'inter-
section avec Uarc, est égale à la LONGUEUR de cet arc de
courbe {relativement à la, quadrique fondamentale) multi-
pliée par -•

On pourrait de même considérer Pinlégrale étendue à une sur-
face fermée convexe (située tout entière à l'intérieur de la qua-
drique fondamentale, si celle-ci est réelle).

L'intégrale 1 est la dualistique de l'intégrale J

/ ,\ T — C C C ̂ ±^xdydzdt-^-yd^dxdt-v-zdxdydt--tdxdyd^)
( ) ^JJJ——————————[/(.., y,.,()?——————————'

où A désigne le discriminant de la forme quadratique/. Cette in-
tégrale, étendue à un certain ensemble de points, représente ce
qu'on peut appeler le volume de cet ensemble relativement à la
quadrique fondamentale. Si cette-quadrique est à génératrices
imaginaires, le volume de l'espace compris dans deux des dièdres
opposés par l'arête formés par deux plans donnés (aucun des
points de cet espace n'étant sur la quadrique, si celle-ci est réelle)
est égal à l'angle des deux plans multiplié par TC. On peut étendre
aussi l'intégrale à tous les points d'où l'on peut mener un plan
tangent à une portion de surface développable (limitée par deux
de ses plans tangents); le volume obtenu est égal à la variation

de Y angle de contingence de la développable, multipliée par TC.

Revenons aux coordonnées rectangulaires ordinaires. Il j aune
autre intégrale qui a une signification métrique : c'est l'intégrale
double

^ ^u dv dw -h y dw du -h w du dv

J J ( u2-{-v2-+-w^y

étendue à un ensemble de plans satisfaisant à une même relation
(tangents à une même surface). Cette intégrale n'est autre chose
que Y aire de U image sphérique de la portion de surface con-
sidérée, car M, ^, w peuvent être considérées comme les coor-
données homogènes d'un point de la sphère de rajon i ayant pour
centre l'origine, le point où la normale au plan (?/, ^, w^ h) perce
cette sphère.
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Celle intégrale, qui est égale aussi, comme on sait, à

ff-w
dv désignant l'élément de surface de l'enveloppe des plans consi-

dérés, et •5—5- la courbure totale de cette surface, n'a pas d'ana-' KiKg ^ i .
logue, quand on remplace le cercle imaginaire de l'infini par une
quadrique quelconque.

§4.

Dans le paragraphe précédent, nous avons surtout considéré
l'espace comme engendré par des plans; regardons-le maintenant
comme engendré par des droites. Il existe aussi, dans ce cas, des
intégrales multiples qui, étendues à certains ensembles de droites,
éléments de l'espace, jouissent de propriétés invariantes, lorsqu'on
imprime un même déplacement quelconque dans l'espace à toutes
ces droites.

Trois intégrales jouissent de cette propriété, deux intégrales
doubles et une intégrale quadruple. Nous nous occuperons des
deux premières dans ce paragraphe.

Les intégrales doubles en question sont naturellement étendues
à des droites dépendant de deux paramètres, c'est-à-dire faisant
partie d'une congruence, elles se rapportent donc à un pinceau
de droites d'une congruence.

Pour arriver à la notion de la première de ces intégrales, consi-
dérons les droites (en nombre simplement infini) qui limitent le
pinceau et supposons pris, sur chacune d'elles, un point M, de
manière à former une courbe fermée C (entourant le pinceau à la
façon d'un anneau).

Si .r, y, z sont les coordonnées d'un point M de cette courbe;
a, (3, y les paramètres directeurs de la droite D correspondante,
fis la différentielle de l'arc de la courbe C et, enfin, V l'angle de
la droite D avec la tangente en M à la courbe C, considérons l'in-
tégrale

r a dx 4- S dv -+- y dz F . ,(i) 1 — / - — — ' J ——[-—- — I c.ïsW.s-,
J ^-t-^-^2 J
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prise le long de la courbe C. Celte intégrale ne dépend pas de la
courbe choisie G entourant le pinceau, car si l'on remplace x ^ y ^
z par x -I- pa, y + p(i, z -+" py, l'intégrale 1 est simplement aug-
mentée de

ç p(a^4-i^^^(a^^^p ^ r . .̂ ^ )^

À.) ^^P^r 4
On peut prendre, par exemple, pour G la courbe suivante. Par-

tons d'un point A d'une des droites qui limitent le pinceau et
considérons la trajectoire orthogonale issue de A des droites
limites : en général elle ne reviendra pas au point A, mais coupera
de nouveau la première droite en un certain point B différent
de A. En prenant pour courbe G l'arc de courbe AMB ainsi dé-

F»g- i-

terminé, augmenté du segment BA, la portion de l'intégrale 1 re-
lative à l'arc AMB est nulle et celle qui est relative à BA n'est
autre que la longueur de ce segment {fig. i). On a donc

(2) I = A B .

Il résulte de là que la condition nécessaire et suffisante pour
que F intégrale 1 s'annule, quel que soit le pinceau pris dans
la congruence, est que la congruence soit formée des droites
normales à une surface.

La condition est nécessaire; cela est évident d'après la for-
mule (2). Elle est suffisante, car si l'on se donne arbitrairement
un point A sur une des droites D de la congruence, on peut dé-
terminer sur toute autre droite D' un point M en considérant une
surface réglée quelconque contenant D, D7 et formée de droites
de la congruence et cherchant la trajectoire orthogonale des géné-
ratrices de celle surface qui passe par A; elle coupe la droite D'
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en un point M indépendant de la surface considérée, en vertu
de (2) et de l'hypothèse que I est identiquement nulle. La surface
lieu des points M est alors manifestement normale à toutes les
droites de la congruence.

L'intégrale 1 jouit de la propriété que si l'on divise un pinceau
de droites en deux pinceaux partiels, l'intégrale relative au
pinceau total est égale à la somme des intégrales relatives aux
pinceaux partiels. Il est donc à prévoir qu'elle peut se représenter
au moyen d'une intégrale double étendue à toutes les droites du
pinceau. Avant de montrer ce point, nous pouvons déduire de la
considération de celle intégrale 1 une conséquence importante.

Supposons que l'on fasse réfracter les droites d'une congruence
dans un milieu d'indice n suivant les lois ordinaires de la réfrac-
tion. Les droites réfractées forment une nouvelle congruence.
Cherchons ce c(ue devient l'intégrale 1 relative à un pinceau de
la première congruence lorsqu'on passe au pinceau réfracté. Si
l'on partage le pinceau en pinceaux infiniment petits, chacun d'eux
peut être considéré comme réfracté sur un plan, le plan tangent à
la surface de séparation au point d'intersection de cette surface
avec une des droites du pinceau. En appelant i l'angle d'incidence
des droites du pinceau sur ce plan et 6 l'angle que fait la projec-
tion sur le plan de chaque droite avec la tangente à la courbe C
d'intersection du plan et du pinceau, on a

I == f f sini cos6 ds' = sini f cos^ds.
^ ^(C) ^(C)

Dans le pinceau réfracté 9 ne change pas, non plus que la courbe C,
mais on a

sini == — sin i,n
de sorte que

(3) i= / i r .
La relation (3) étant vraie pour tout pinceau infiniment pelifc

est évidemment vraie pour un pinceau quelconque :

U intégrale I, relative à un pinceau de droites d^une con-
gruencCy se reproduit donc, divisée par n, pour le pinceau ré-
fracté dans un milieu d)'indice n.
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II résulte manifestement délaie théorème suivant, bien connu :

Etant donnée une congruence de droites normales à une
surface, les droites résultant de leur réfraction dans un milieu
d'indice n sont également normales à une surface.

Ces considérations mettent bien en évidence Pimportance de
l'intégrale 1 et par suite de l'intégrale double qui lui est égale.
C'est cette intégrale double que nous allons maintenant déter-
miner. Pour cela, rappelons la définition des coordonnées plucké-
riennes de la droite. Étant donnée une droite définie par deux
points (.y, y, z) et (̂ \ y\ z1), on appelle coordonnées de cette
droite les six quantités a, j3, y, p y y, /'déterminées par

. a= x —x', p=y-y , Y= z — z \

p = yz' — zy\ q = zx' — xz'', /• ==. x y ' — yx' ;

ces six quantités sont liées par la relation

dp -4- 8 q -t- y r = o ;

de plus, si la droite est définie par les deux plans («, v, w^ h) et
(^', v ' ^ w' ^ A'), on a, à un facteur constant près,

(5)
a = vw — wv , p == wu'— uw', y == uv' — vu',

p == uh'— hu'\ q == vîi! — hv\ r = wh' — hw'.

Cela étant, si Fon considère les droites d'une congruence, leurs
coordonnées peuvent être regardées comme des fonctions de deux
paramètres a et &, et l'intégrale de courbe 1 est de la forme

-L1 = ^ Aûfa-4-Bû^;
^(C)

elle peut se mettre, comme on sait. sous la forme d'une intégrale
de surface

ff^-^-j'f^^-
Autrement dit, en revenant à l'expression (i) de I,

(6) 1 = Ç Ç ( d — — g dx^-d—=_^___dv^-d——ï ^
J J \ /a2+^_^2 /a24-^-+-v2 J V a 2 _ + . p 2 ^ ^ ^
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C'est celle expression (6) qu'il s'agit de transformer en y intro-

duisant les coordonnées de la droite.
En effectuant les calculs, on trouve, pour l'expression sous le

signe//,

[n^da—ad^)^^(^doL—vd-()]dx-r-^.-+-[a(aid^—-(d't)-^^(^d^---{d^)]dz

(a2-+-p2.4-^2)4

Le numérateur de cette expression peut se mettre sous la forme

(i^ï-T^)(?^-Y^)

-+-(Yû?a—aûfY)(Y^—a^)+(aâ?p—pcfa)(ar fy— ^dx).

Or on a l'identité résultant de (4),

p^-W=/?,

P dz — y dy == dp + y d^ — z û?(3,
d'où

de sorte que

(lî^--^p)(p^-^)
==(P ̂  - y d^)dp -+-(? ̂  —y d^)(yd^ —z d^)
=(^d^-^d^)dp-^-(^z-^)d^d^
== p d^ d^ -4- ? Û?Y of/? +• y dp d^.

En introduisant la notation

^(JLV = ̂  ̂  d^ — y. d^ d\ -4- ^ û?X rfjjL,

on voit donc que

(7) 1= F /^^PT—^Ya-4-^^

J J (^+p2+^)i

C'est l'inlégrale double cherchée.
La condition nécessaire et suffisante pour que les droites d'une

congruence soient normales à une surface peut donc s'écrire

<^Py-+- «><7Ya-+- ̂ -a^ o.

Si par exemple on détermine la droite par sa trace sur le plan
des xy etses deux premiers paramètres directeurs, le troisième y
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étant pris égal à l'unité, on a

/?==—7, y=rc, /*==:a7—p.y
et

^pY+œna^^rap=(I+P2)rfa^4-(I+a2)^p^—ap(^a^-4-^p^.y).

Si donc on prend x et y pour paramètres de la congruence, l'é-
quation cherchée est

<«) -(,-.?^.(,.,.)g-.»(^-^)».,
si au contraire on prend a et jî, l'équation est

'" •-^-o—^-pOi-Ê)".
Tous ces résultats peuvent être généralisés en remplaçant le

cercle imaginaire de Finfini par une quadrique quelconque. Les
mêmes raisonnements peuvent être faits et l'on arrive aux mêmes
théorèmes généraux, en particulier sur les congruences de droites
normales à une surface qui conservent cette propriété après
réfraction dans un milieu d'indice n.

La deuxième intégrale double de l'espace réglé, — On peut
arriver à la notion de cette intégrale d'une manière lout à fait
analogue à celle qui itous a conduit à la première intégrale double.
Considérons un pinceau de droites d'une congruence; les droites
qui limitent ce pinceau engendrent une surface réglée. Considé-
rons une développable quelconque fermée circonscrite à celle
surface (1); si M est un point de contact de la développable et de
la surface réglée, désignons par V l'angle des deux génératrices de
ces deux surfaces qui passent par M et par rf9 l'angle du plan tan-
gent à la développable avec le plan tangent infiniment voisin. Con-
sidérons enfin l'intégrale

(10) J = = fcosV^O

étendue à toute la courbe de contact. Cette intégrale est en quelque

( * ) C'cst-à-dirc telle <jue la courbe de contact soit une courbe fermée.
XXIV. j î â
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sorte la clualislique de la première, la courbe G étant ici rem-
placée par la développable, la tangente à la courbe G par la géné-
ratrice de la développable et enfin la différentielle de l'arc par la
différentielle de l'angle de contingence.

On voit d'abord que Pon peut transporter les droites du
pinceau parallèlement à elles-mêmes d'une façon quelconque, en
conservant parallèles à eux-mêmes les plans tangents à la dévelop-
pable, sans que l'expression cosV rf9 change de valeur. On peut
donc supposer que le pinceau est forme de droites passant par un
point fixe. Si l'on prend la trace de la figure sur la sphère ayant
pour centre ce point et pour rajon l'unité, le pinceau découpe une
courbe sphérîque G, le plan tangent à la développable un grand
cercle tel que MH. Si M et M' sont deux points infiniment voisins
de la courbe G, MH et M'H les grands cercles correspondants,

Fig. 2.

l'angle V n'est autre que MH et rf9 est égal à l'angle MHiVF. Or,
figurons l'arc de grand cercle MM' elles deux arcs de grand cercle
MN, M'N tangent en M et M' à la courbe G. Dans le triangle
MAP H {f(g. 2), on a

cosVsinH == cosiMJVFH s inM'MH + s i n M M ' H cosIVTMH co?H,

cl si H est infiniment petit
( ̂ ^\ ^~\. ' 'cosV^O == s i n ( , M M ' H -+- M'^îll).

Or on a

MM4Ï -+- iM'iMH = ̂ ÎH — NMM'-h TC —('fM4Î + N M ' A l ) ,

ou, en appelant cli l'angle de contingence des deux arcs de grand
cercle MN, M^N,

M M ' i I - h î N T M H = — < / N M H + 7 : — ^ .
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d'où finalement, en posant

a = ?mîl,
on a

cosV d^ == di -+- dz.

En intégrant le long de la courbe, a reprend sa valeur par hy-
pothèse lorsqu'on revient au point de départ et il reste

j=y\ù.
Mais, d'après le paragraphe 2, la variation de l'angle de contin-
gence est égale à Faire de la surface de la sphère extérieure à la
courbe C. On peut donc prendre (§ 2)

\ — C /"a d? d^ + i3 ̂ ï ̂  -f T d^ d^(ii) j _ i i ^ .
J J (02+^+^2)2

Telle est la deuxième intégrale double, que nous aurions na-
turellement pu écrire immédiatement, mais dont Panalogie avec la
première intégrale I est mise en évidence.

La condition pour que cette intégrale soit nul le , quel que soit le
pinceau choisi dans la congruence, est, en supposant y non iden-
tiquement nul et par suite, si l'on veut , égal à i ,

di d<^ == o,

c'est-à-dire que a, p, y sont fonctions d'un seul paramètre. Les
droites de la congruence sont donc toutes parallèles aux généra-
trices d'un même cône.

La condition nécessaire et suffisante pour que y étant donnée
une congruence de droites, on puisse faire passer par chaque
droite D de cette congruence un plan P tel que lintersection
de ce plan P et d^un quelconque des plans infiniment voisins
soit perpendiculaire à la droite D, est que toutes les droites de
la congruence soient parallèles aux génératrices d^un même
cône,

C'est l'analogue des congruences de droites normales à une sur-
face.
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Expression des intégrales! et î dans un système quelconque

de coordonnées. — On peut arriver à ces expressions en se don-
nant l'équation tangentielle du cercle imaginaire de l'infini, cal-
culant les deux intégrales de courbe et les transformant en inté-
grales doubles. Pour éviter les calculs, je me borne à prendre
a priori leurs valeurs définitives et vérifier quelles sont égales
aux intégrales doubles 1 et J exprimées en coordonnées rectangu-
laires.

Prenons d'abord la seconde. Soient u^ u^y ^3, u^ les coor-
données d'un plan et

(12) ?(^i, ui, i^,MO==SA^^iu=o

l'équation tangentielle du cercle imaginaire de l'infini. Soit enfin
y(J?i, .z*2, .2*3, x^) la forme adjointe de y, qui, égalée à zéro, re-
présente l'équation du plan double de l'infini. Étant donnée une
droite définie par deux plans u et v, nous prendrons pour coor-
données de la droite les six expressions

qik^ UiVk—ViUh==—qki (i, k == i, 2, 3, 4)

liées par la relation

^12^34-1- ^23yi4-+- qsiÇîï === o.
Posons enfin

(i3)

d(^i = Uï dq^ -+- 113 dq'^ -h u', dq^

d^î = Mi dq^+ u1* ^31 + u-î dq^,
û?a)3 === Ui dq^-\- Uî dq^ -+- Us, dq^

d(ù\ = MI dq^ -h t/3 de/a -+- u^ dq^.

On vérifie immédiatement que l'on a. par exemple,

Uî q^+lhq^-r- ^4^23=0,
d'où

diiî dits du'^

^1=—(^3V^2-+-^42^3+</23^0=— ^2 «3 «4

^'2 ^3 t^
Nous poserons de même

d^\ = t»2 dqy, 4- Fa ^42 + v. dq^,

et les formules analogues.
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Enfin posons

04)
( ^(<?<A)= <?("!» MS, M3, ̂ ^l»^,^,^)

^ — (^1 ?«,-+-^2?^-4-^3 ?;/.+^?^) 2,

les <py désignant toujours les demi-dérivées de y. Le second
membre ne dépend manifestement que des UiVk— ViU^^ et, égalé
à zéro, il représente l'équation du complexe des droites isotropes
(tangentes à la surface y = o). On a

^(qik)= S(A^AA-{JL— A^A^)y^y^jL.

Considérons alors l'intégrale double

d^df^+d^ df^ + ̂ 3 df^d^df^
(15) 3

[^(^12, . . . ,y34)]2

On vérifie immédiatement qu'au numérateur les u et les v n'entrent
que par les combinaisons UiVk— V i i t / s - De plus le numérateur est
du premier degré par rapport aux coefficients de f, c'est-à-dire
du troisième degré par rapport à ceux de co, et il en est de même
dn dénominateur; l'expression est donc homogène et de degré
zéro par rapport aux A; elle ne dépend donc que de Inéquation

0>(M)==0,

et non de la/orme ^ elle-même.
Si nous effectuons maintenant sur les u et les v une même sub-

stitution linéaire
k='4

(16) Î^==V^'Â^

la forme y devient une certaine forme y' et $ se change dans la
forme correspondante ^'. Quant à la forme adjointe y de y, elle
devient la forme adjointe y de y' par la substitution

Â=Ï

(17) Xi=^\ikX'/, (i= 1 , 2 , 3 , 4 } ,
Â-==I

où A/A désigne le mineur du déterminant de la substitution (16)1
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relatif a )^ ( •). Or, par la substitution (16), il est facile de voir
que rfco,, rfo^, rfco;i, rf(o,, subissent précisément la substitution (i -),
de même d^\, .. ., dw\. II en résulte que te numérateur de l'in-
tégrale ( i5) se reproduit, sauf que/est remplacé par/'.

L7 intégrale (i5) est donc invariante par une transformation
homograpiliquc quelconque,

Or, pour
^==^?-4-^ | -+ -«J ,

on a
^^L+^i-yh

et

/=^

de sorte que l 'intégrale devient, au signe près,

r r__</to4 f/w\
J J (^J3+<7h-r-<7î^

== € / 7 1 2 d(!^ ̂ 31 -+• </-23 df]•^\ ^(/\î— 731 ( l c / \ î dq^
t7 J ^h-r-yît-yî^

ou, avec nos notations précédentes,

j ̂  /' r^^ d^ -r- p ^y ^q -+- y d'y. d^
J J (^-}-^-Ï4.^)2$

L'intégrale ( i5 ) ^^ c/o/^1 ^•(7fc à J.

Bemarque, — On pourrait supposer que y est une forme qua-
dratique quelconque, et l'on a alors une intégrale double de l'es-
pace réglé, où cette quadrique serait quadrique fondamentale.

( 1 ) En cflet,/(^,, x^x^ ^) n'est autre chose que le discriminant de la forme

4- ( «p n,, «„ «„ u, ) = 'r ( M,, ̂ , M,, (^ ) -T- 2 ( j-, u, -r- ̂  ̂  + x, il, -+-x,n,} u,.

Par la substitution (16), à laquelle on ajoute u', = ̂ , on obtient une substi-

tution de déterminant i qui change, d'après (17), la forme ^ en une forme de
même discriminant

(/ = ',/ ( u\, ll\, /(,, U\ ) 4- 2 ( ̂ '̂  «', + JC'^ u\ -_ j-^ /^ -^ '̂, «^ ) ̂ ', ;

donc/se change par ( 1 7 ) en /'



Celle intégrale double est encore égale à l'expression (10).

'-!S = cosV^O,

définie de la même façon qu'en Géométrie ordinaire.
Si l'on remplace maintenant dans ( ï5 ) les coordonnées tangen-

tielles parles coordonnées ponctuelles, c'est-à-dire les u parles .r,
et les qih par

pik == Xi y k— yiXk

(d'ailleurs ^125 P ^ y P\^i /?23? p2^ P^\ sont proportionnels à ^34,
^ î 2 î <723? <7u? ^31 ? y^)? on a une nouvelle intégrale double qui
jouit de propriétés invariantes. Mais cette intégrale n'est définie
que si la forme f{x^ x^ ^3, .r/,) [qui remplace ç(^)] est réduc-
tible à une somme à\iu moins trois carrés indépendants, et dans
le cas de la Géométrie ordinaire^/'== x\. Mais remarquons que le
dénominateur F ( p i k ) qui? égalé à zéro, représente l'équation du
complexe des tangentes à la surface f= o, peut aussi bien être
calculé en partant de l'équation tangentielle q === o de cette sur-
face, et dans ces conditions l ' intégrale conserve un sens en Géo-
métrie ordinaire.

•Si donc ^(pi/c) désigne le premier membre de l 'équation du
complexe des droites isotropes (calculé au mojen du premier
membre ^ de l'équation tangentielle du cercle imaginaire de l 'in-
f in i ) , on peut considérer l'intégrale double

(18)
1 ' 1 ^ l ' I ^ J 1 J ô'^ î 1 7 ô^(ITS, d —— -+- acT, d —- -r- dm: a —- -r- dm,, d—'—

ôr7S[ '" àm^ ()m:\ <)m^

[^(/^i^,...,^)]2

où, par exemple,

dm-^ =-= TÎ dp^-r- x^ dp'^ -4- T ' ^ <r/7?2.3,
dm\ == YÎ dp^-r-y^ dp^—y^ dp^.

Cette intégrale conserve sa valeur (à un facteur constant près)
par toute transformation homographique.

Or, si l'on se place en coordonnées rectangulaires, on peut
prendre

- U\~-ii{ + UÏ.— u\ — iq + u^
«I> =:(;(^..^—. F^/.•():i-:-(//.{l'l — c . { / / i )2-^- (//î r;,-— fi n.^-—- p\ ; — p'i^-^- p'i'^
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et Finlég'rale est, au signe près,
1 chs\ dvs\ -+- dvs^ dvs'^ -+- dvs^ dvs^ff- 3.

(PÎ^PÎ^PÎ^

En calculant drs^ dv5\, on trouve

drsi dvs\ ==7?23 ^34 dp^-^ p^ dp^ dp^-r-p^ dp^ dp^ == ^p^p^p^

En revenant à nos anciennes notations, nous retrouvons

co,,pY-+-a)yYa+^rap1= ———————————T"'
(aî+P2-}-^2)2

qui est bien la première des intégrales doubles considérées au
commencement de ce paragraphe.

La formule (18) permet donc décrire, en coordonnées té-
traédriques, la condition pour que les droites d'une con-
gruence soient normales à une surface^ connaissant l'équa-
tion tangentielle <p == o du cercle imaginaire de l'infini.

Il est évident aussi qi^on peut remplacer dans cette formule y
par une forme quadratique quelconque, et l'on a alors -Tinlégrale
de courbe

fcos\ds,

V et s étant définis par rapport à la quadrique fondamentale
y == o. Cette intégrale se reproduit à un facteur constant près,
lorsque les droites se réfractent dans un milieu d'indice donné.
Le théorème relatif aux congruences de normales à une sur-
face qui, par réfraction, conservent la même propriété,
s } étend donc naturellement avec une quadrique fondamentale
quelconque,

§5 .

Nous avons trouvé deux intégrales doubles exprimant des pro-
priétés métriques de pinceaux de droites. Désignons symbolique-

ment par dl et dî les quantités sous le signe f f de ces deux
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intégrales. On pourrait considérer l'intégrale quadruple

ffffdld3,

étendue à un ensemble de droites dépendant de quatre paramètres
et elle exprimerait également une propriété métrique de cet en-
semble. Dans le cas où l'on prend une quadrique fondamentale
quelconque, cette intégrale quadruple existe en effet; mais, en
Géométrie ordinaire, on vérifie, par un calcul simple, quelle est
identiquement nulle. C'est, en effet,

r r r /'r(/^p^+?^^+T^p+--- 1
I f I I L -4- /' dy. d^ -+- a d^ dr d- ? dr ^«)(a d^ d^ 4-...4- 7 dy. d^)\

J J J J (^+^+^2)3 ——

Si l'on fait y == i , ce qui est permis, il reste,

r r r f(dp d^ -4- dy. dq 4- r dv. d^ 4- a d^ dr -+- [3 dr da) di d^
J J J J — — — — — — — — ( a 2 + p 2 + ^ ) 3 '

expression identiquement nulle, puisque, en effectuant le produit
symbolique du numérateur, chaque produit partiel contient deux
différentielles identiques (dy. ou â?j3).

Néanmoins il existe une intégrale quadruple de Pespace réglé,
invariante par une transformation de coordonnées quelconques.
Désignons toujours par^/?^) le premier membre de l'équation
du complexe des droites isotropes ; par P le premier membre de
l'équation du plan de l'infini, et par f le premier membre de
l'équation d'une sphère quelconque et considérons

r r r rrP(d^\,d^,d^,dw[)P(dw^d^d^d^) 1
(.. 1 f 1 j [ X ( d^\ df^ -+- d^ df^ .4- 6^3 df'^ ̂  d^[ df^,} J
v / J J J J W^OJ3

où les rf(o/, d^\ sont déterminés parles formules (i3)

d^i = Uî dq^-{- Us dq^ -+- u', dq^ «== u^ dp^-{- u^ dp^-^ Ui, dp^,

dw\ = ^2 dq^ -+- Vs dq^-r- v,, dq^ == v^ dp^ -+- v^ dp^-}- Vi, dp^,

Celte expression est homogène et de degré zéro en p^ Par une
substi tution linéaire, elle conserve la même forme. Elle est indc-

xxiv. i3
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pendante de la sphère choisie, car, si l'on remplace/ par /4- PQ,
le numérateur ne change pas. Enfin, si l'on multiplie les pik par
un même facteur, fonction quelconque des quatre paramètres des
droites, l'expression ne change pas non plus (1).

L'intégrale double (i) représente donc, à un facteur près, une
quantité métrique attachée à tout ensemble de droites (dépen-
dant de quatre paramètres).

En coordonnées rectangulaires, on a

y==^, /=^î-t-^|4-a-j, <î ï=7? j4-^-/? j4-+-/?L»

et l'intégrale devient

A _ F F F Çdm:, ^<JÛ» ( dwi dw\ -4- dw^ d^\ -+- (7cu3 dw\ )
" J J J J (a2-+. p 2 + ^ 3 •

Or

d^idw\ ==ptîdpisdpii,-^pi3dp^dpiî+p^dp^dpïs== Wp^p^p^
00)2 dw\ ==^21 dp^ û?/?23-+-/?24 dp^ d?^-}-?.^ dp^ dp^ = ̂ p^p^p^
d^s dw^ ==^31 dps^ û?/?34+/?32 dp^ dpsi + p^ dpsi dp^ = ̂ p^p^p,,,

d^!, dw\ =/?4i ̂ 43 dp^-^-p^dp^dp^-^- p^dp:,i dp^ = ̂ p^p^p^-

Finalement, et en reprenant nos anciennes notations,

-ffff•'t0a^y(c0 0(^-4- CO^-^- COY;,r/)

( a 2 - + - p 2 _ p ^ - 2 ^ •

Cas particulier. — Supposons que nous étendions l'intégrale A
à Fensemble des droites qui coupent une aire plane donnée, qu'on
peut toujours supposer dans le plan des xy. Alors, en prenant
pour paramètres d'une de ces droites les coordonnées de son
point d'intersection avec le plan des xy et ses deux premiers pa-
ramètres directeurs a et jî, le troisième Y étant pris égal à l'unité,
on a

a = = a , ? = = ? , Y = = Ï , p=--y, q=x, r=^y-^x

( * ) Cela résulte de ce que le numérateur est un produit (symbolique) de deux
facteurs dont chacun contient les variables p par des combinaisons de la forme
^^xv r= ^ dy. rfv + PL d^ d\ 4- v d\ dy.f et cette expression se reproduit mult ipl iée
par h\ si l'on remplace 7., »ji, '/ par h\. h \i, /<v, h étant quelconque.
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cl
coay,. == a2 dx dy — a x dx d^ 4- aa" dy dy. -4- .y2 ofa rfjî,
(Og^ = p2 ̂  dy — py <^y ^p -l- py ̂  ^a -4-^2 d^. Û?jî,

tx>yp.7 ̂  dxdy,
tOocgY == o?a û?3,

d^où
A - C C C C d ^ d ^ d x d y _ rr__d^___

J J J J (l+a24-^)2 - JJ (i+a^+P^î-

S désignant l'aire de la portion considérée du plan des *ry, et rin-
légrale double étant étendue à tout le plan des a(î. En calculant
celte intégrale, on trouve

A=-TCS.

On déduit de là le théorème suivant :

L'intégrale quadruple A, étendue à toutes les droites qui
coupent une portion de surface, chacune d'elles étant prise
autant de fois qu'elle a de points d'intersection avec celle-ci,
est égale au produit de r^par l'aire de cette portion de surface,

En particulier, l'intégrale A, étendue à toutes les droites qui

coupent une sur face fermée convexe, est égale au produit de -
par l'aire totale de cette surface,

Étant donnée une surface fermée convexe, nous sommes donc
arrivés à la notion de trois invariants métriques de cette surface :

i° Le volume de l'espace compris à l'intérieur de la sur-
face, invariant de dimension 3 par rapport à la longueur, qui
s'exprime au moyen d'une intégrale triple de l'espace ponc-
tuel

fffd. dyd.,

étendue à tous les points à l'intérieur de la sur face ;

•2° L'aire de la surface, invariant de dimension 2, qui s'ex-
prime au moyen d'une intégrale quadruple de l'espace réglé

2 r r r ^^(^^qr-+- w^rp-+- ^-pq)
- J J J J ( ^ - ^ - Y 2 ^ '

étendue à foutes les droites qui coupent la surface;
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3° Un autre invariant de dimension i, qui s9 exprime au
moyen d'une intégrale triple de V espace tangentiel

F F F udv dw dh •+- v dw du dh -h w du dv dh — h du dv dw
j j j ( 1 ^ 4 - ^ 2 + ^ 2 ) 2 9

étendue à tous les plans qui coupent la surface. Cette der-
nière intégrale est égale à 4'^R pour une sphère de rayon R ; à
7î(a + & -I- c) pour un parallélépipède rectangle de côtés a, b, c;

à -p pour un disque plan de périmètre/?.

On pourrait appeler périmètre de la surface fermée Pinté-

grale précédente multipliée par-- Le périmètre d'une sphère

serait alors égal à 8R, et celui d'un cylindre droit au péri-
mètre de la base augmenté du double de la hauteur.

Il n'y a pas, dans l'espace tangentiel, d'autre intégrale multiple
de la forme considérée qui soit invariante par tout déplacement
dans l'espace, que les deux intégrales triple et double que nous
avons considérées. Il n'y a pas non plus, dans l'espace réglé, d'autre
intégrale multiple jouissant des mêmes propriétés que les trois
intégrales, deux doubles considérées dans le § 4, et une quadruple
considérée dans le § 5. D'ailleurs toutes ces intégrales multiples
peuvent être trouvées par des résolutions d'équations différen-
tielles. Ce sont, en effet, en employant Une expression due à
M. Poincaré, des invariants intégraux relatifs, les premiers au
groupe de transformations des plans de l'espace, les seconds an
groupe des droites de l'espace, lorsqu'on déplace, d'une façon
quelconque, cet espace en lui-même. D'après les méthodes de
M. Lie, on a le moyen de trouver tous ces invariants intégraux,

Ces considérations sont naturellement susceptibles d'extension
dans plusieurs sens ; on peut, par exemple, substituer au groupe
des mouvements un groupe quelconque et, prenant une famille de
courbes ou de surfaces invariante par ce groupe, considérer des
intégrales multiples de l'espace considéré comme engendré par
les courbes ou les surfaces de cette famille ; certaines de ces inté-
grales pourront conserver leur valeur en effectuant sur les courbes
ou les surfaces considérées une transformation quelconque du
groupe. Par exemple, on peu t considérer la famil le des sphères
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de Fespace relativement au groupe à 10 paramètres des transfor-
mations qui conservent les angles ; ou, au lieu des sphères, on
peut considérer les cercles de Pespace, relativement au même
groupe. On a alors des quantités attachées à certains ensembles
de sphères ou de cercles, et qui font corps avec ces ensembles
vis-à-vis de toute transformation qui conserve les angles.


