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LES GROUPES PROJECTIFS QUI NE LAISSENT INVARIANTE
AUCUNE MULTIPLICITE PLANE;

Par M. E. Carran.

Jindique dans ce Mémoire une génération de tous les groupes
projectifs qui ne laissent invariante aucune multiplicité plane. Ces
groupes sont tous simples ou semi-simples et leur étude revient
a celle des groupes linéaires et homogénes qui ne laissent inva-
riante aucune multiplicité plane.

La génération obtenue repose sur la notion de groupes linéaires
fondamentauz. Etant dormée une structure simple de rang / et
d’ordre r, il existe / groupes linéaires particuliers g4, g2, ..., &2
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admettant cette structure, ne laissant invariante aucune multiplicité
plane et jouissant de la propriété remarquable suivante : Tout
groupe linéaire G de la méme structure ne laissant invariante
aucune multiplicité plane peut se déduire par un procédé
régulier de ces | groupes particuliers, dits « fondamentauz ».

Pour arriver a celte génération on prend, d’'une certaine ma-
niére, qui n’est d’ailleurs pas unique, une variable particuliére
appelée variable dominante, dans chaque groupe fondamental.
Soit z; la variable dominante de g;. On se donne alors arbitraire-
ment ! entiers py, pa, ..., ps, positifs ou nuls, et 'on considére

l’expression.
P
it zls. .. 2.

Lorsqu’on applique a cette expression les transformations du
groupe g a r paramétres dont les équations s’obtiennent par la
juxtaposition des équations de gy, g3, ...,£:( "), celte expression se
transforme en un certain nombre d’autres linéairement indépen-
dantes.

Le groupe le plus général cherché G indigue comment le
groupe g transforme linéairement toutes ces expressions. Il
dépend donc d’un sysiéme de / entiers positifs ou nuls.

Les groupes semi-simples s’engendrent d’'une maniére analogue.
Si par exemple un groupe semi-simple est formé de deux sous-
groupes simples, on engendrera tous les groupes linéaires G qui
ont sa structure en prenant un groupe linéaire quelconque g de la
premiére structure simple, aux variables z,, 2,, ..., Zn; et un
groupe linéaire quelconque g’ de la seconde structure simple,
aux variables y,, ..., y,. Le groupe le plus général cherché
est celui qui indique comment les mn quantilés z;yx sont trans-
formées linéairement entre elles, soit par les transformations de g,
soit par celles de g'.

Les résultats ainsi obtenus comprennent en particulier ceux
quel'on connait déja relativement a la génération des groupes pro-
jectifs a trois paramétres qui ne laissent invariante aucune multi-

(1) Il faut naturellement supposer que tous ces groupes ont les mémes para-
métres en nombre r, ou encore que chaque transformation infinitésimale de g est
la somme de ! transformations infinitésimales correspondantes prises dans chacun
des / groupes fondamentaux,
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plicité plane : chacun d’eux indique en effet comment le groupe
projectif de la droite transforme entre elles les expressions

’ [)— —
oy, 2wy, L., @), @b

Je forme dans ce Mémoire les différents groupes fondamentaux
correspondant aux différentes structures simples.

Les groupes fondamentaux du type (A) sont connus depuis
longtemps : ce sont les groupes projectifs qui indiquent comment
le groupe projectif de I’espace & { dimensions transforme les
points, les droites, les multiplicités planes & 2 dimensions, etc.,
les multiplicités planes a /—1 dimensions de cet espace. Ces
groupes sont respeclivement

1 2 3 14
. (*1+17 Cl+n C/+1a AR CI+1
variables.

Parmi les groupes fondamentaux du type (B),’un est le groupe
projectif d’'une quadrique dans l'espace a 2/ dimensions;
{ — 2 auatres indiquent comment ce groupe projectif transforme
dans cet espace les multiplicités planes 4 1,2, ..., / —2 dimen-
sions. Enfin, un dernier gronpe fondamental est tout i fait & part;
il est a 2¢ variables; il indique comment le groupe projectif de la
quadrique transforme les 2! paramétres homogénes (surabondants)
des multiplicités planes a / — 1 dimensions qui engendrent la qua-
drique. D’ailleurs, ce dernier groupe fondamental peut servir, par
un procédé que j'indique, 3 engendrer lous les autres groupes
fondamentaux.

Les résultats relatifs au type (D) sont analogues, sauf que le
groupe fondamental a 2/ variables est remplacé par deux groupes
fondamentaux (d’ailleurs isomorphes) a 2/=! variables.

Les groupes fondamentaux du type (C) se déduisent trés faci-
lement de I'un d’entre eux, qui est le groupe projectif d’un com-
plexe linéaire de I'espace & 2/ — 1 dimensions.

J'indique enfin la formation des groupes fondamentaux des
types (E), (F) et (G). Des six groupes fondamentaux du
type (E) ({=16), deux sont & 27 variables, un a 78, deux a 35
et un a 2925.

Les quatre groupes fondamentaux du type (F') sont respective-
ment 4 26, 52, 273 et 1274 variables.
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Enfin, les deux groupes fondamentaux du type (G) sont respec-
tivement a 7 et 14 variables.

Je suppose dans tout ce qui suit qu’on a affaire a des variables
et a des paraméires complexes. Je me propose de compléter
ultérieurement les résultats précédents en ce qui concerne les
groupes réels (').

[. — GENERALITES. PoIDS, POIDS HOMOLOGUES.

1. Considérons un groupe linéaire et homogéne a n variables
Zyy T3y ..., Tn, €L supposons que ce groupe ne laisse invariante
aucune multiplicité plane. J'ai démontré précédemment (2) que ce
groupe :

Ou bien est simple ou semi-simple;
Ou bien est formé d’un sous-groupe simple ou semi-simple et
du groupe a un paramétre des Lransformations homothétiques

of of
1‘1;;—; +.0o+ :v,.-‘-);;-

La détermination des groupes linéaires qui ne laissent invariante
aucune multiplicité plane revient donc a celle de ces groupes qui
sont simples ou semi-simples.

2. On sait que les transformations infinitésimales d’un groupe
semi-simple d’ordre s et de rang I peuvent étre choisies de maniére
a satisfaire aux conditions suivantes (3) :

D’abord ! de ces transformations Y,, Y,, ..., Y, sont échan-
geables entre elles; ensuite les r — [ autres X, ..., X,_; satisfont
aux relations

(Y:iXg) = mu Xg G=1,2,..,0 k=1,2,..., r=1),

(') Je fais dans le cours de ce Mémoire des renvois fréquents &4 ma Thése :
Sur la structure des groupes de transformations finis et continus. Paris,
Nony, 1894. Je la désignerai pour abréger par la notation C.

(*) Les groupes de transformations continus, infinis, simples (Ann. Ec.
Norm. sup., 3* série, t. XXVI, 1909, p. 99).

(*) C., Chap. IV, p. 61-67.
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ol les m;; sont des coefficients constants. A chaque transforma-
tion X; est associée une racine w; de P’équation caractéristique
relative a4 la transformation infinitésimale e, Y, + ... +¢e;Y,.
Ces r— 1 racines sont des combinaisons linéaires a coefficients
rationnels de / d’entre elles, linéairement indépendantes,

Wy, Wy ..., Wy

et 'on peut toujours choisir ces lracines (dites fondamentales) de
maniére que toutes les autres soient de la forme

we= Agwy+...+ hywy,

les hqy; étant entiers. Le crochet (X;X;) de deux transformations X
est un multiple non nul de la transformation X qui appartient a la
racine w; -+ wg, si cette racine existe; dans le cas contraire, ce
crochet est nul. Enfin, 3 deux quelconques wy, wg des r—!
racines w est attaché un entier aqg jouissant de la propriété que
toutes les quantités qui font pactie de la progression arithmétique
de raison wg, et dont les termes extrémes sont wy et wy + aagwg,
sont des racines. Il existe de méme un entier agy. On a en parti-
culier ayy = — 2. Enfin, si 'on a

o= hg1wy+...4+hg oy,
on a
agi= ha1ayi+...+ hgay; (l'= 1,2,...,r—l).

3. Si un groupe semi-simple est linéaire et homogéne a n
variables, on peut choisir ces variables de maniére que chacune
ait un poids w ('). Ce poids m est une combinaison linéaire
a coefficients rationnels des I racines fondamentales w,, w,, ..., w;:

(1) T = Mywy+ MaWa~+...+ My

Si z est une variable de poids w, X,(z) est une combinaison
linéaire des variables de poids & + w,.
Si 'on pose

Ay = Mg+ MyQeg—+...~+ M Ay (a=1,2,...,7r—1),

(1) C., Chap. VIII, p. 127-153. Les poids @ sont ce que j'appelle, dans ma Thése,
les racines secondaires.
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et si I'on considére les poids qui forment la progression arithmé-
tique de raison w, et dont les termes extrémes sont @ el © —+ by wy,
il existe des variables de chacun de ces poids. De plus, il y a antant
de variables de poids & + bgwy que de variables de poids ®. Nous
désignerons en particulier le poids m + by wy par la notation S, w,
et nous 'appellerons le poids transformé de w par la substi-
tution Sy. Si = — wy, On a

Sa’Sam = .

Un poids = sera dit un poids frontiére s'il est impossible de
trouver une racine v, telle qu’il y ait en méme temps des variables
de poids @ + wq et des variables de poids @ — w,. Il y a évidem-
ment des poids frontiéres; il suffit de'prendre parmi les poids de
toutes les variables du groupe, ceux pour lesquels le coefficient m,
de la formule (1) est le plus grand; parmi ces poids, ceux pour
lesquels le coefficient m, est le plus grand, et ainsi de suite.
On arrive ainsi a un poids, que nous appellerons poids dominant,
et qui est évidemment frontiére.

Si ® est un poids frontiére, il en est de méme de S,w. Suppo-
sons en ellet qu’il n’en soit pas ainsi. Pour une certaine valeur
de 8, il existerait en méme temps des variables de poids Sew + wg
et des variables de poids Syw — wg. Par suite, il existerait en
méme temps des variables de poids

Sy (Sam + wg) = + Sy wg et Se(Sa® — wg)=w® — Sy wg,

ce qui est contraire a I'hypothése, la quantité Sy wg étant une
racine oy.

On montre de la méme maniére que si ® n’est pas un poids
frontiére, Sy ne 'est pas non plus.

4. Nous appellerons poids homologues d’un poids donné w tous
les poids qui peuvent s’en déduire par les transformations S,
répétées un nombre quelconque de fois. Tous les poids homologues
de w sont de la forme

Sa"SQ"_l .o Sa‘w;

il leur correspond a tous le méme nombre de variables.
Si le groupe ne laisse invariante aucune multiplicité plane,
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tous les poids frontiéres sont homologues entre eux et homo-
logues du poids dominant. Supposons, en cffet, qu’il y ait des
poids [rontiéres qui ne soient pas homologues du poids dominant II.
Soit wy le plus haut de ces poids frontiéres. Considérons alors
toutes les variables dont le poids est @, ou moins haut que =,.
Je dis que ces variables sont transformées entre elles parle groupe.
Si, en effet, une de ces variables donnait, en lui appliquant la
transformation X,, une nouvelle variable de poids plus haut
que ®,, le poids w de cette variable ferait partie d’une progression
arithmétique de raison wy; le terme ® + w, de celle progression
serail un poids plus haut que w,; il y aurait donc un poids frontiére
de la forme © + hwy (A21) qui serait nécessairement homologue
de w,. Or, la transformation S,, appliquée a ce poids frontiére
donnerait un poids homologue de la forme w — A'wy (A'20), et
par suite moins haut que w,, ce qui est contraire 3 ’hypothése.

Les variables considérées étant transformées par le groupe,
on oblient, en les égalant a zéro, les équations d’une multiplicité
plane invariante par le groupe, ce qui est encore conlraire a
I'’hypothése.

Il résulte de 13 que dans tout groupe linéaire qui ne laisse
invariante aucune multiplicité plane, tout poids frontiére
détermine tous les autres points frontiéres.

II. — GROUPES ISOMORPHES DE MEME POIDS DOMINANT.

5. Nous allons maintenant démontrer que si deuz groupes
linéaires isomorphes ne laissant invariante aucune multiplicité
plane ont le méme poids dominant, ils sont semblables.

Prenons en effet dans le premier groupe une variable « ayant
pour poids le poids dominant. Considérons toutes les expressions
de la forme

(2) X, Xap_y -+ Xa, Uy

ot Xu est mis a la place de X (), XX'u a la place de X[X'(u)]
et ainsi de suite.

Ces expressions (2) en nombre infini peuvent étre rangées dans
une suite linéaire. Chacune d’elles est une combinaison linéaire
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des variables de méme poids. Soient

. Uy, Uszy Ugy, ..,
ces expressions.
Partons de méme d’une variable ¢ du second groupe admettant
pour poids le poids dominant et formons sur ¢ les expressions
analogues a (2). Soient

V1. Vo, P35 ...

Chaque ¢; est dc méme poids que I'expression u; correspon-
dante. On peut d’ailleurs supposer u, = u, ¢, = 9.

6. Considérons parmi les expressions (2) celles qui sont du
poids dominant &; nous allons d’abord démontrer qu’elles sont de
la forme ku, k étant un coefficient numérique qui ne dépend que
du poids dominant, ainsi que des indices «; qui entrent dans la
formation de 'expression (2) considérée.

Chaque racine w,, est de la forme

Wo, = M1 W ~+ MijaWs ..., MWy,

et 'on a évidemment
We, + wa,—.—o. . Wg, == 0,

c’est-a-dire

EZmy = o, Emiy=o, ey Zmy=o.

Supposons que I'un au moins des coefficients m;, soit différent
de zéro; alors 'un d’eux est positif; supposons que 4 soit la plus
petite valeur de ¢ pour laquelle cela a lieu. Nous allons d’abord
montrer que I'expression considérée (2) est une combinaison
linéaire d’expressions analogues de méme poids w, mais pour
lesquelles le nombre n est plus petit.

En effet, si d’abord tous les coefficients

myy, Mayy ooy Mpy—qy
sont nuls, I'expression (2) est identiquement nulle, car, sinon
le poids de I’expression

Xap Xap Xap_y - - - Xa,

serait
©' = ® + wq, + W, +. . .+ O, + O,
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et le coefficient de w, dans w’ est supérieur au coefficient de w,
dans ®, qui ne serait pas ainsi le poids dominant.
Plagons-nous maintenant dans le cas général. On a

Xan cen x“thh_‘ cee Xa u

= Xan. .o (XQthh_l)X'xh_’ coe Xa‘ u -+ Xa” cee Xah—1X15X¢h—a P Xg’ u.

Pour la premiére expression du second membre le nombre n est
diminué d’une unité, 3 moins que w,, -+ w,, ne soit nul; dans ce
cas le crochet (X,, X,, ) est une combinaison linéaire des translor-
mations Y, et son effet sur I'expression X,  ...X; u est de la
multiplier par un facteur numérique qui ne dépend que de son
poids et de ax ('); le nombre n est alors réduii de deux unités,
Dans la seconde expression du second membre, au contraire,
n n’est pas changé; mais I'indice % est diminué d’une unité.
En raisonnant sur cette seconde expression comme sur la pre-
miére, on fera avancer la transformation X, jusqu’a ce qu'’il
n’y ait plus aprés elle aucun indice «; pour lequel m;, soit x)égatif;
alors on scra arrivé a une expression identiquement nulle.

On pourra ainsi réduire de proche en proche le nombre n tant
qu'il restera des indices a; pour lesquels m;, n’est pas nul. La
réduction aura une fin puisque n ne peut descendre au-dessous
de 2 sans étre nul.

Lorsqu’il n’y aura plus aucun indice a; pour lequel m;,, soit
différent de zéro, on raisonnera sur les indices pour lesquels m;,
n’est pas nul, et ainsi de suite jusqu’a ce qu'on ait fait disparaitre
toutes les transformations X.

L’expression primitive se trouvera finalement de la forme ku,
k ne dépendant pas du groupe linéaire considéré, mais unique-
ment du poids w et des indices a,, oy, ..., a,.

7. Considérons maintenant les expressions, en nombre infini,
Uy, Uz, Uz, .c..

Elles sont toules des combinaisons linéaires d’'un nombre fini

(') Cela résulte d’un théoréme d’'aprés lequel Yu est un multiple de u, si le
poids de u n’est pas nul. Ce théoréme résulte au fond des propriétés connues
des groupes linéaires simples a trois paramétres. Voir aussi C, p. 9g9-102.
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d’entre elles, nombre au plus égal au nombre des variables du
groupe. Soient

T1y Tay ooy Zp

ces combinaisons indépendantes, dont chacune a un poids déter-
miné.
La multiplicité plane

est évidemment invariante par le groupe, puisque chaque expres-
sion Xgz; est une des expressions u;, et par conséquent combi-
naison linéaire de zy, ..., z,. Il faut donc, puisque le groupe
n’admet aucune multiplicité plane invariante, que toute variable
du groupe soit une combinaison linéaire de z,, ..., z,.

On voit de plus (8), que parmi les expressions z,, Za, ..., Zp,
une seule est du poids dominant w; donc, si un groupe linéaire
ne laisse invariante aucune multiplicité plane, il existe une
seule variable ayant pour poids le poids dominant, et par
suite aussi une scule variable, ayant pour poids un poids
" frontiére.

8. Supposons, maintenant, ce qui est toujours possible, qu’on
ait pris

Ty= Uty Ty= Uiy, B3= Uiy ey Tp= UG, <<z .. <y,
ct considérons les relations linéaires qui expriment :

Ug, ..., Ui—y en fonctlion de u,;
Wiyt1. - -5 Ui— en fonction de uy, u;,;
Uiy1y + - .y Uii— en fonction de u,, u;, ui,;

I I I R R I I I A IS

Si I'on considére les mémes relations entre les ¢ de méme indice,
il se peut @ priori qu’un certain nombre de ces relations ne sotent
pas identiques; elles exprimeraient alors des relations entre les
variables du second groupe, chaque relation ne contenant que des
variables de méme poids. Supposons que ¢ de ces relations soient
indépendants et soient

Vi, Vay .o, Vg
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leurs premiers membres. Le groupe échange entre elles les quan-
tités Vi, ..., Vy. En effet, si 'on applique & I'une d’elles V; la
transflormation X4, on obtient une expression qui, égalée a zéro,
donne une relation entre les o;; et la relation analogue entre
les u; est identique.

D’autre part, parmi les V,, il n’y en a aucune de poids ®, parce
que, d'apreés (5), toute relation entre les u; de poids w est de la
forme u;= k;u el que le coefficient £; est le méme pour les ¢ que
pour les .

Si donc ¢ n'était pas nul, le second groupe lindaire aux
variables ¢ admettrait une multiplicité plane invariante, ce qui
est contraire a '’hypothése.

Il résulte de la que si 'on établit entre les variables « et les
‘variables ¢ les relations v;= u;, relations qui n’introduisent
aucune relation entre les variables ¢ ni entre les variables «, les
deux groupes deviennent identiques, puisque si Xyu;=u;, on a
aussi Xq0;=¢;. Par conséquent, si deux groupes linéaires
isomorphes qui. ne laissent invariante aucune multiplicité
plane, admettent le méme poids dominant, ils sont sem-
blables.

La méme conclusion subsiste évidemment s'ils ont un poids
frontiére commun.

9. La démonstration précédente monire comment on peut former
tous les poids d’an groupe linéaire ne laissant invariante aucune
multiplicité plane, dés que 'on connait un poids (rontiére w,.

On forme d’abord les poids homologues de w,, ce qui donne
tous les poids frontiéres.

On considére ensuite chaque substitution S, telle que

Sa®) = By + hwg,
I’entier A étanl plus grand que 1; et I'on prend les poids
h
Wo—+ Wyy .., o+ 5 | e
On obtient ainsi un certain nombre de poids nouveaux, non

fronliéres, dont on détermine les homologues. Cela donne un
certain nombre de systémes de poids homologues.
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Dans chacun de ces systémes on prend un poids pérlicu]ier sur
lequel on fait les mémes opérations qu’on vient de faire sur w,
et ainsi de suite, jusqu’a ce que ces opéralions ne soient plus
possibles.

On obtient ainsi un certain nombre de systémes de poids homo-
logues, les poids d’'un méme systéme correspondant au méme
nombre de variables du groupe linéaire.

II1. — PRODUIT DE DEUX GROUPES LINEAIRES ISOMORPHES.

10. Considérons deux groupes linéaires g, et g, n’admettant
aucune multiplicité plane invariante et isomorphes entre eux.
Supposons d’'une maniére plus générale qu’ils soient isomorphes
(holoédriques ou mériédriques) d’'un méme groupe semi-simple G.
Soient z,, &, ..., «p les variables du premier; soient y,
¥ay - -+, ¥qles variables du second.

Prenons { racines fondamentales w,, w,, ..., w; du groupe G
et soient, par rapport a ces racines, w le poids dominant de g, et
@' le poids dominant de g,. Nous pouvons supposer que z, est la
variable unique de poids @, y, la variable unique de poids ='.

Si nous considérons les différents produits z;y4, ils sont
échangés entre eux d’une maniére linéaire, définissant ainsi un
groupe linéaire a pq variables. Partons maintenant du produit z, y,
et appliquons-lui successivement et plusieurs fois de suite les
différentes transformations du groupe. Nous obtiendrons un cer-
tain nombre de combinaisons linéaires 5, 2, ..., 3, des pro-
duits z; )4, chacune d’elles étant formée de produits tous de méme
poids. Le groupe q/ui indique comment ces r quantités z,
Say - - .y 5p sont transformées est un groupe linéaire qui ne laisse
évidemment invariante aucune multiplicité plane. Nous I'appelle-
rons le produit des deux groupes donnés. Son poids dominant est
égal a la somme des poids dominants des deux groupes.

Ce qui précéde prouve donc Uexistence d’un groupe linéaire
admettant pour point dominant la somme des poids domi-
nants de deux groupes donnés et donne un procédé simple
pour construire ce groupe.

11. Nous allons maintenant montrer que le poids du groupe
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produit s’obtient en faisant, de toutes les maniéres possibles et
sans exception, la somme d’'un poids du premier groupe facteur
et d’un poids du second groupe facteur.

Considérons en effet les équations finies du groupe g, et soit

$l1= QT+ axy+...+a,r,

I'équation qui donne la variable x| transformée de z,. Il n’y a
aucune relation linéaire a coefficients constants entre a,,
@y ..., @p; car s’il y en avait une on pourrait choisir les
variables de maniére a avoir @, =...=a,= o sans qu’il y ait
aucune relation linéaire 4 coefficients constants entre a,, . .., @,

On démontrerait alors facilement, en utilisant la propriété (ui
sert de définition aux groupes, que la multiplicité plane

ZN=T2=.e . =Tp=0

est invariante par le groupe.
Soit de méme
y"= b‘_}’l -+ [)2}"—1—. .ot b,,_}’,,

I’équation qui donne la variable y transformée de y, par la trans-
formation la plus générale du groupe g,. On en déduit

zhyy =2aibiziy.

Si ¢ et & sont deux indices quelconques ({Sp, A=gq), le cocefli-
cient @;bx de z;yx n’est pas nul, puisque ni @; ni b4 ne le sont; il
n’est pas non plus constant (si ¢ et & ne sont pas tous les deux
égaux a 1), puisqu’il doit se réduire a zéro pour la transformation
identique de G. Ce coefficient @;bx dépend donc effectivement
des paramétres de G. Par suite, si 'on pose

iy k= 3ik,y

Vune des transformations infinitésimales du groupe qui transforme
les 3,g est de la forme

of
(hzik-!—...)(r“ e
1l résulte de la que le groupe produit défini plus haut contient
la variable Az;—+...; autrement dit I'un des poids du groupe
XLI. b)
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produit est la somme du poids de la variable z; et du poids de la
variable y4. C’est ce qu'il fallait démontrer.

Ce théoréme prouve que le groupe produit est indépendant
de la définition particuliére donnée au préalable du poids
dominant. Les poids frontiéres sont tous la somme d’un poids
frontiére de g, et d’un poids frontiére de g,.

[V. — LES GROUPES LINEAIRES FONDAMENTAUX.

12. Nous allons maintenant démontrer qu’étant donnée une
structure simple de rang I, il existe l groupes linéaires particu-
liers de cette structure, ne laissant invariante aucune multi-
plicité plane et tels que tout autre groupe linéaire isomorphe
ne laissant invariante aucune multiplicité plane puisse étre
regardé comme le produit de deux ou plusieurs de ces groupes,
chacun d’eux pouvant entrer plusieurs fois comme facteur.

Autrement dit on peut trouver l groupes linéaires g,,
2y ooy Sutels que silly, 1Ly, ..., II; sont leurs poids dominants,
le poids dominant de tout autre groupe linéaire de méme
structure soit de la forme

pilly+ pally . . .+ p/I0y,

ot les cocefficients p; sont des entiers non négatifs.

Ces ( groupes s’appelleront les groupes fondamentauxz de la
structure donnée.

Remarquons d’abord qu’on ne peut pas trouver deux systémes
différents de / groupes fondamentaux, et cela quelle que soit la
définition donnée au préalable des poids dominants. Car si avec
une deuxiéme définition on arrivait a trouver ! nouveaux groupes
fondamentaux g7, g3, ..., g7, leurs poids dominants, & l’ancien
sens, seraient de la forme

pialli+paly—+...+ pyll; (t=1,2,...,10).

Chacun g; des / premiers groupes fondamentaux serait alors un

produit de la forme
gnggs... gha,

et, d’aprés le n° 9, contiendrait tous les poids obtenus en ajoutant
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de toutes les maniéres possibles le poids de chaque facteur. Son
poids dominant, & I’ancien sens, serait donc

2qijpicly =1,

On en déduit facilement I'identité des deux systémes. Il n’y
aurait qu’un cas ol la conclusion serait douteuse, c’est celui ot un
des poids II; serait déja une somme de multiples, positifs ou nuls,
des autres. Dans ce cas la représentation de tout poids dominant
au moyen des poids fondamentaux ne serait pas unique : mais
nous verrons, pour chaque type de groupes simples, que ce cas
ne se présente pas.

L.a détermination des groupes fondamentaux de chaque struc-
ture simple étant supposée faite, on en déduit facilement tous les
groupes linéaires (ne laissant invariante aucune multiplicité plane)
de structure semi-simple donnée. Si cette structure résulte de la
composition de plusieurs sous-groupes simples, on considérera
les groupes fondamentaux relatifs & ces différentes structures
simples et I'on formera tous les groupes produits de ces groupes
fondamentaux. lci aussi ces groupes fondamentaux sont en
nombre /, I étant le rang du groupe. Mais ils ne sont qu’iso-
morphes mériédriques au groupe semi-simple donné.

Nous allons maintenant pazser en revue les différents types de
groupes simples. Nous commencerons d’abord par la détermina-
tion des I poids dominants fondamentaux I, I, ..., Il;, ct nous
démontrerons ensuite ’existence de groupes linéaires admetlant
ces poids fondamentaux.

V. — PoiDS FONDAMENTAUX DU TYPE A).
13. Ici les racines sont de la forme
;,"._;j (hJ=1,2y 00y L41),
ot les I 41 quantités w; sont lides par la relation
©1 4 G s 4 Gy = O.
Tout poids & est de la forme

W=mw+ MaWe—+...4+ Miyq W/4q,
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ou les cocfficients m; peuvent loujours étre supposés liés par la
relation

Si

my—+Mme—+...~+ M4y = 0.

Wy = W;— w;,
on a
by=— m;+ mj;

par suite les coefficients m; différent entre eux de nombres
entiers, ce sont donc des fractions ayant pour dénominateur { + 1.

Pour définic le poids dominant, nous prendrons tous les poids
pour lesquels m, est maximum, puis parmi ceux-la, tous ceux
pour lesquels m, est maximum, et ainsi de suite. Pour qu’un poids
soit dominant, il faut ct il suflfit qu’on ait

myZme2.. .2 Myyq.

14. Parmi les poids dominants possibles nous pourons prendre
les { suivants :

I _5,—*—5,—&—...—*—5,—1;1.“__ -
1= T+ 1 = — W/41,

Wi+ 2wy .. wig— (I —2)w— (I —2)w - -
ll,=2w'+ itk L ;+(| Jeor—( Jorst =W W4y,

I I I I e R R T I R I R N R R IR,

(w4 fwatt et b0y — (L — D)0 g— oo — (L — £)@yay
{+1

W W e o WYy,

I

lwj—wy—. .. — 04y
{4+

]

if = w;.

Tout autre poids dominant

W=MyWy-+ MaWa—+ .. M4y Wr g

cst de la forme
1o ] ==p1H| +pgﬂ|+. . .+P1H1,

ou les entiers non négatifs p,, ps, ..., p: sont donnés par les
relations

P1=Mmy— M4y, Pr=my_y—my, ey Pi= my— my,.

Les poids de chaque groupe g; sont tous homologues entre eux.
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Ils s’obticnnent en effectuant sur les indices des letires w de 11,
une substitution quelconque.
Le groupe g, supposé exister, a donc C, | variables.

VI. — Poips FONDAMENTAUX DU TYPE B).

15. Ici les racines sont de la forme (')
. =+ w;, +w;Ew) CEJ; Li=1,2,...,0).
Soit
W=M W+ MaWwe—+...-+ Nywy
un poids quelconque; soient S;®, S;;w, S;; w les poids transformés
de  par les susbtitutions S correspondant aux racines w;, w;+ wj,
w,—wj. On a

Sim=v —2m;uw;, Sijm =5 — (m;+ m;) (w;+ v;),

Sijm=w— (m;— m;)(w; — w;).

I résulte de la que les m; sont ou bien tous entiers, ou bien
tous des fractions de dénominateur 2 et de numérateur impair.

‘Définissons le poids dominant comme dans le cas du type A).
On voit que si @ est un poids dominant, tous les m; sont positifs
ou nuls:

my2me2mg2...2m20.

Ces inégalités sont nécessaires et suffisantes pour que le poids &

soit plus haut que tous ses homologues.

16. Parmi les poids dominants possibles, nous pouvons prendre
les / suivants :

Wy~ We—. ..+ Wy
= —_— 7,
2
“!=wh

I3 = wy + w,,
= w4+ wg+...4+ ;4.

Tout autre poids dominant est de la forme

m:p,H,+p,Uz+...+pIIll,

(M) C, p. 79



ol les entiers non négatifs p,, ps, ..., p; sont donnés par les

relations
Pi=2m;  Pa=My—my, Ppy= My— ms, vy DI=My_y— my.
. ot wE. . Fw
Les poids de g, sont de la forme Rt ! et sont au

2
nombre de 2¢; ils sont tous frontiéres.

Les poids de g, sont == w; et 0; les 21 premiers sont frontiéres.
S 1d ¢ . . . )
Les poids de g3 sont = w; = »; et ceux de g, : ceux qui n’ap-
partiennent pas a g, sont frontiéres.
D’une maniére générale les poids de g4 sont

o, o, e,

et les poids de g4_,. Les premiers sont frontiéres.

VII. — Poips FPONDAMENTAUX U TYPE C).

17. Iciles vacines sont (')

== YATR *+ w4 w; (G J=1,2,...,10).
Soit

W=mMwy—+ MaWa—+t...4+ NMywy.

Si Sii, Sij, Sij sont les substitutions correspondant aux racines
2w, W+ Wj, W;— wWj, 0N a

S,~,-w=m—2m1:),', Sijjm=w—(m;+ m/)(:),'—l— Z)j),
Sym=w—(m; — mj)(w,-— w,-).

Il résulte de 1a que les m; sont entiers. Si 'on définit le poids

dominant comme précédemment, on voit que, pour tout poids
dominant, on a

mi2me2...2m2o0.

Ces inégalités sont nécessaires et suffisantes.

18. Parmi les poids dominants possibles, on peut prendre les {

(") C, p- 79
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suivants :
nl=wh
Hz=0)1+ Wae,

II=w 4+ we+...+ w.
Tous poids dominant m est de la forme
© = p 4 pellg+...+ p, 1y,

ou les entiers non négatifs p,, p,, ..., p; sont donnés par les
formules

pP1=my—my, P2 = mg—mg, cesy  Plr=MmMy—g—my, pi=my.

Les poids II sont donc fondamentaux.

Les poids de g, sont == w;, en nombre 2/, tous frontiéres.

Les poids de g, sont == w;== w; et o, tous frontiéres, sauf o.

Les poids de g3 sont &= w;= w;== w; et ceux de gy, les pre-
miers étant frontiéres, et ainsi de suite.

VIII. — Poips FONDAMENTAUX DU TYPE D).
19. Les racines sont ici (')
twte;,  (EESLI=12..,10).

Soit

W=MW+ MagWe=...+ Myw;.

Si S;; et S;p sont les substitutions correspondant aux racines
w;,+ w;et w,— wj, on a

S;jm = —(m;+ mj) (:)1+ :U), Sijm=w—(m;— mj) (::,'——-:)j>.

Il en résulte que les m; sont tous entiers, ou tous des fractions
de dénominateur 2 et de numérateur impair. Si 'on définit le
poids dominant comme dans les cas précédents, on voit que, si
{ <J, on doit avoir

miZmj,  mZ—my.

) C, p. 79.
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Les coefficients m,, ..., m, , sont donc positifs ou nuls, ne
vont pas en croissant, et sont supérieurs ou égaux a m; en valeur

absolue
m2m;2...2m_120; my_y2|my|.

Ces inégalités sont nécessaires et suffisantes.

20. On peut choisir pour poids fondamentaux les poids sui-
vanls :

E)g+;¢+...+;1_1—;/
"1= ’
2
. (d1+:)1+. .-+;/_|+ wy
I, = ’
2
Iy = wy,

I, = v+ w,,

;= wy+ Wa—+...+ Wy
Tout poids dominant w est de la forme
w=pll+pll+...+ p/l,
ou les nombres entiers non négatifs p,, ..., p; sont donnés par

Pr=my_y—my,  pr=m_y+my,  py=m— m,

Pu= my— ms, ooy Pr=mi_g—m—,.

Les poids de g, et g, sont tous frontiéres et en nombre 2/,
Ceux de g, sont de la forme == w;, tous frontiéres. Ceux de g,
sonl &= w;=w; et o, tous frontiéres, sauf o. Ceux de &5 sont

=+ W, Gji wx et ceux de &3, et ainsi de suite.

IX. — Poips FoNDAMENTAUX DU TYPE E) (/ =0).

21. Les racines sont ici de la forme (')

Wij=wi— wj, W= W+ W) + 0, wijg= — (wi+ wj+wy)
@ J, k=1,2,...,6),
Woo0 = 3wy =— (W + We+...+ ws), Whoo=—3Wy= v + Wy +...+ wg.

(') C, p. 8o et 142,



Si l’on a un poids w de la forme
B = m,;,+ m,—u;,+. . m‘ag,

et si I'on désigne par S;j, S;jk, Seeo les substitutions correspon-
danl aux racines &;j, W;jk, Wogo, ON

Sij v =w— (mi— my) (w;— wy),
I

Sukm= W+ (3

Emy—m;— m;— mk) (;,--i— ;j—l— G;,-),

1 - - -
Soo.,m=w— EZma(w,+w,+...+ 0)3).

Il résulte de 13 que les m; different entre eux de nombres
entiers, que leur somme est un multiple de 3 ct que la somme de
trois quelconques d’entre eux est un multiple de 3. Ce sont donc
en particulier, ou des nombres entiers, ou des fractions de
dénominateur 3 et de numérateur congru 4 1 (mod 3) ou des
fractions de dénominateur 3 et de numérateur congru a 2 (mod 3).

SilTon définit la hauteur relative de denx poids comme précé-
demment, on voit que pour tout poids dominant, les m; ne vont
pas en croissant

my2me2...2mg.
.o . ..
De plus l’enuer§Zlna—m4—m;,—- mg doit étre négauf ou
nul; on a par suite

my+ ma—+ mys 2(my + my+ mg).

22. Réciproquement, supposons qu’on ait

( My> me2...2 mg,

(1

) §
my—+ mz;—+ msZ,-Ema;

on peut démontrer sans difficulté que de tous les poids homo-
logues de w, aucun n’est plus haut que lui. On forme d’abord
facilement tous les poids homologues de w. Abstraction faite de
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leur ordre, les coefficients de ces poids homologues rentrent dans
les catégories suivantes :

1 T

~ I 1
my— = EZmg, my— z3Xmyg, mz3— =EZmyg, m,— zZmMmgy,
- 3 3 3 3
1 1
m;——§2m¢, me— §Em“;
( I
mi, mj, my, 32ma—— mg— my,
20
1 . I
3 Zmg—my— m,, 3 Img— m,— mg;
1 I 1 1
m;— zIZmy, my— -IZmg, Mip— 5EMq, 7IMg— Ms— My,
30 3 3 3 3
I I
§2ma-——m,-m,, -3-2m“—— m,— ms;
1 1 1
m;, m,~—-3-2m¢, §2‘.ma— mj— ng, -3-Ema—mj—m,.,
o
4 I I '
§2m¢—m_,-—ms, ;‘;Zma—mj-—m,A( ).

D’apres cela, si I'un de ces poids était au moins aussi haut que »,
on aurait I'une des inégalités

I 1
my — gxmagm,, g}:ma— mz;— mg2 my.

La premicre inégalité donnerait
m,+ my—+ mz—+ m, + ms—+ mg<o0;
en tenant compte de
my~+ mg—+ my— 2(my,+ mg+ mg) <o,
on en déduirait

my—+ my+ my— (my,+ mz—+ mg)<o,
ce qui exige
my=mg=MmM3= M, = Mg= Mg= 0.

La deuxiéme inégalité conduirait aux inégalités

1 1
§2ma§ m,—+ mg+ mgS my+ mz—+ mg< §2m¢,

(') On a désigné par i, j, k, r, s, t, les six indices 1, 2, 3, 4, 5, 6, rangés dans
un ordre quelconque.
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d’odt 'on conclut
my= my= my= m, = 2(ms—+ mg).

On pourrait donc poser

. a
my=meg=my=m,=2a, mg=b, mg=a—2b <2a§b§-2-;o).

On vérifie directement alors que le poids @ est au moins aussi

haut que tous ses homologues.

Les poids dominants sont donc complétement caractérisés par

les inégalités (1).

23. On trouve facilement les poids dominants suivants, rangés

par ordre de hauteur :

= 201+ 201+ 2w+ 204+ 2 05— =0 wi—2w
= - - - (] - - Wy — = = — -_—
1= 3 W1H g Wk 3 W3 30+ W — F W 6 0
“3::614-;’4-;;+-;5%—;5%—;g==——3;m
Do= 201 20yt S0yt 4 04t 3 By 0= 0y — @
3—31 32 33 36 3Ys 35—0)1 0y
4 — 4— 4= - [ - 1— - - -
4 4
H5==§w|+-3w3+-§m;+—§w5+-§w5+-gw‘=:—-w5—-ms—-4wm
My= 2o+ 2oy 4 2oyt 2oy 2 g4 2 g = 0y -+ Wy — 20
5T g W1 g W+ 303 0, 3wt W= W) 2 05

Og= 2(!)1—*-2-';)’—*- 2;34—;5%—;)5—5—;6:_&)14—;g+;3—3;o.

Ces poids sont les six poids fondamentaux, car tout poids domi-

nant @ est de la forme

©® = p,Il,+p,l'I,+. -'.+P8“6,
avec

P1= msg— mg,
2 1
Pr= :j(m‘-f- mg—+ mg) — §(m,+ my—+ my),
Ps= Mmy— Mm,,
p5= m, — ms,
Ps = mg— m;,

Pe= Mmz—m,,.

24. Les poids de g, sont

— W4 Wy, —W,—2Ww,, W+ W;- Wy,

tous frontiéres.
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Les poids de g, sont

;1—b)j, i(;),'-}-—;j—i— ;/;), =+ 33)0,
tous frontiéres, sauf o.

Les poids de g3 sont

W;— Wy, Wi+ 2wy, —0;— W;— Wy,

tous frontiéres.
Les poids de g, sont ceux de g3 et en outre les poids frontiéres

20— Wy, —w,— w4+ 20y, —w;— w;— fwy, — Z)-,-+:)j+ G/,.—- wg,
— Wi+ W W4 200, 20— W+ Of+ 2.
Les poids de g5 sont ceux de g, et en outre les points fron-
ticres égaux el de signes contraires i ceux de g;.

Enfin les poids de g, sont ceux de g., puis les poids frontiéres
de g1 g3
*(2wi+w)), Wi+ 0j— wp— 0y,
*(0i+ wj+ i+ 0p—wy), =+ (w;—o;—3w,),
enfin les poids frontiéres de g

=+ (-(:),—i— l_o‘j—- Q(T)k), =+ (2;1+ 2:)/'—*- ;k—l- ;1),

=+ (281—{— 2;,4--(;;;-— -!:)1), =+ (w;+ ;j—’r- wi—3w,).

X. — Poips FONDAMENTAUX DU TYPE E) (I = 7).

25. Dans ce cas les racines sont de la forme (')

W= 0, — W), Ojjp= Wi+ Wj+ W, (o}jk=—(wi+(')j+mk),
Wyoi = 2@+ Wi, Who;=— (20p+ ;)

(G J k=1,2,...,7),
ou les 8 quantités (_n-o, ®y, ..., w; sont lies par la relation

20+ Wy +...+ W= 0.

(') C, p. 8o et 143.
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Tout poids w peut se metire sous la forme

W =MW+ MaWg—+...+ MW7,

On a
Sij m=w— (my— m;)(w;— wy),
Sirm=w+ ( Zmyg— m;— m;— m;..)(w,-e-w/—q- mk)
Sz =w + (%Ema— m;) (250-;- G;).

Il résulte de la que les quantités m;— mj, m;+ m; sont
entiéres. Donc ou bien les m; sont tous entiers, leur somme
étant un multiple de 3; ou bien les m; sont tous des fractions de
dénominateur 2 et de numérateur impair, la somme des numéra-
teurs étant un multiple de 3.

Définissons le poids dominant comme précédemment. On aura

d’abord

(1) m2my2...2m;,
puis

1
(2) my < §2rna§ my— mg—+ mq;

on tire d’ailleurs de ces inégalités la conclusion que mg est
positif.

26. On trouve sans difficalté les différents poids homologues
d’un poids donné w. Abstraction faite de l'ordre, leurs coefficients
sont donnés par le Tableau suivant :

1 1
‘m,', My Mgy My g Emg—mg—nmy, 3 S myg— my— m,,

1° < .
' g):ma— mpr— mg;
L 1 I
mi, - mj— 3 IZmyg, m;+ mr— 3 Smg, m;+ m;— ;Imgy,
J
2° <«
1 1
' m;—+ m,— S}sz, m;+ m,-—é-zma, nm;+ m,—g}lma;
1 I
\ mi, My, M4 m;— 3 Zmg, —IZmg— mip— my,
3° < *
1 1 1 .
! — Mg— mp, 3 Emg— mg— ms, -?;Zma— my— nig;
1 1 (.
m;, m;-+mj— ima, m;—+ mg— §2ma, m;+ m;— gz.ma,
/'.
} s ! v
’ = Zmyg— ms— my, 3 Smg— my— m,, 3 SMa— Mp—m,
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auquel il faut ajouter le Tableau formé des mémes coeflicients
changés de signes.

Supposons alors que les coefficients m; du poids w satisfassent
aux inégalités (1). Il est facile de voir qu’aucun poids homologue
de » n’est plus haut que w. S’il en était ainsi, en effet, on aurait une
des inégalités

— mq2my,
1

3

Smog— my— m;2 my,
[
my -+ me— 3 S mg2 ms.
La premiére inégalité entrainerait, d’apres (1), les inégalités
. . 1 .
Mg+ mqSmy+ mq <o, my < 3 I mg < my+ mg—+ mq S my;
on en déduirait

my= my= mz= m, = ng, mg—+ mq;= o,

Jmy=5my=o, mg=m;=o.
La deuxiéme inégalité donnerait
1 .
My mj+ my S g Emg S ms 4+ Mg+ mq S mi+ -+ my,

d’ou

1
3 Img= m;+ m;—+ my,

et 'inégalité se changerait en égalité.
La derniére inégalité, enfin, entraine les valeurs

my=my=2a, my= m,= mz;= mg= m;= a,

et 'on vérifie directement, dans ce cas, que west au moins aussi haut
que tous les poids homologues.

I.es inégalités (1) et (2) sont donc nécessaires et suffisantes pour
que le poids w soit un poids dominant.

27. On trouve facilement les poids dominants suivants, rangés
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par ordre de hauteur :

Il = 04 W+ W3+ W, + W3+ Wg=— W7 — 2W;

Ta=20 4 Lo Lo 20 L5 L L0 = 5=
2= 01 IR 2005—%-;;(05 ;w6+-2-m7~u)1—w0,
m=3u+ 36,430,430, 30, 3n+ 3a =30
= - (i - - —- W3 - -y = — M
3T S W1 S Wy Ty S Sy 2ws+2u% Wy

l'I5=2w1+2w,+w3+w5+w5+;5+$7=51-5—;),—2;0;

;=20 + 203+ 203+ 2W;+ 2W3+ Wg—+ W7 = — Wg— M7 — { Wy}

Ho= 20 20y 2oy S S S Sy = @y By -+ By — 30

6= = - - - —-Ws -, -7 = w — JdWy;
2 1 2 2 2 3 2 13 2 3 2 6 Py 1 1 2 3 0

;= 3 W) + 3 Wy 303 - 3 W} 4 2 05+ 2 W5+ 2 W7 = 2 W5+ 2 Wg —+ 2 W7 — 2 W,

Ce sont les poids fondamentaux, car tout poids dominant @ est

de la forme
m=17|[11+p3ﬂg+.. .+p7H1,

.avec les coefficients

Pr1= mg— ms,
P2= My— m,,
P3= mz—+ mg+ n;— —,;—2 mey,
Pi= Mmg— mg,
Ps = mz— g,
Pe= Mmz— my,, '

Pi1= m,— m;,

28. Les poids du groupe g sont o et les poids fronticres homo-
logues de II, '

w; — W, i(wi+wj+w/,), i(zwo-i-w,-).
Les poids de g, sont les poids frontiéres homologues de I, :
=+ (w;— wo), =+ (m.,+ w;+ u)j).

Les poids de g; sor:t les poids homologues de II, et les poids
frontiéres homologues de II,.

Les poids de g, sont o, les poids homologues de I, et les poids
frontiéres homologues de II;.

Les poids de g; sont o, les poids homologues de I1, e de IIy,
et les poids frontiéres homologues de II;.
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Les poids de gg sont les poids homologues de II,, de II; et
de I, 4 I0,, et les poids frontiéres homologues de II,.
Les poids de g, sont o, les poids homologues de M,, I, II;,
211y, M+ M, I, + I, et les poids frontiéres homologues de II;.

XI. — Poips FONDAMENTAUX DU TYPE E) (I = 8).

29. Les racines sont ici (')

W= W;— v, Wik = W+ w;+ W, m,i//»'=_(wl+(0j+wk)

. (G k=1,2,...,9)
avec la relation

W+ Wy 4. .4 By = 0.
Tout poids & peut se mettre sous la forme
B = Mo+ MWy .. .~ Mgy,
les coefficients m; étant assujettis a la relation

my—+ Mma~+...+ mg=o.
On aici
Sij B = —(mi— m,-)(a,-._;,),

- —_ - 1 _
Sijkw = —(Mm;+ mj+ ny) (w,'+ wj—+ wk) -+ -3-("1,‘—6— mj+ mg)Ew,.

Les coefficients m; ont des différences entiéres; ce sont des
fractions ayant pour dénominateur 3 et des numérateurs congrus
entre eux (mod 3).

Définissons le poids dominant comme dans le cas du type A).
On devra avoir d’abord

my2me2...21my;
on aura ensuite

My~ Mg+ My 202 Me—+ Mg+ My,

On peut démontrer, comme dans les deux cas précédents, que
les inégalités précédentes suffisent pour que le poids » soit poids
dominant.

30. Considérons les huit poids dominants suivants, rangés par

(') C, p. So.
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ordre de hauteur :

I = wy — wy

5 — 2 — 1— - I— 1 — - 1 — 1 —
= 3 wy ng—gw:—gws—gws——ms—;‘01—30)3—3(03—3‘”1‘*“”'1
;= 2u), — ms—- (l)g’
I 8—(; x; l;; 11— [ — 1 - - L — [ — "=
V= W — Wy — — Wy — Wy — S Wg— S Wy — 5 Wy - Wy = JW

3 3 37T 3T 3T 33 e "
;= 3w, — w; — Wy— Wy,

10— 1 — 2— 2— 92— 9 — 2 — 9 —
g = ?w1+5w,+ w,—;wb W FWeT 3WI— 3y S wg = |w,—f-mz+ma,
1= 4wy — W W7 — Wy — (09,
g = 5w, — 03 — W — W — Wy — Wy,

Ce sont les poids fondamentaux, car tout autre poids dominant ©
peut se mettre sous la forme

m2P|Hl+pzllg+-.-+1)gH;

avec les coefficients entiers non négatifs

pPr=
P2r=
Ps
P

7

P

Ps=

31. Les poids du groupe g

Les poids du groupe g.
et IL,,.

Les poids du groupe g
I, et 1l;.

Les poids du groupe g
I, O, et II,.

Les poids du groupe
I, I, I, 211, O

Les poids du groupe g

o .
o9

g — My,
my -— my,
mq— mg,

— My — myz— my,

ng— Nq,

my— my,
nmy— mg,
my,— ms;.

s sont o el les racines w;j, == w;js.
sont o et les poids homologues de II,

7y sont o et les poids homologues de I,

s sont o el les poids homologues de 1y,

sont o et les poids homologues de IT,,

11, et IT5.
'« sont o et les poids homologues de Il;,

ﬂg, H3, H47 21]” II| -+ Ilg, [I;, et l'a.

XLI.

6
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Les poids du groupe g; sont o et les poids homologues de II,,
I,, Iy, My, 200,, I+, s, 0,4 I, I, 21, II, 41,
I, 4-1I; et IT,.

Les poids du groupe g3 sont o et les poids homologues de Il,,
M, O, I,, 200, I, 4+ I, Oy, I, 4 I, 311,, I, 211, I1, & II,,
M+ 1, 2,4+ 1M,, I, IO,40;, 20 M+, I, I,
I + Iy, M4 105 et Il.

XII. — Poips FONDAMENTAUX DU TYPE F).

32. Ici les racines sont (')

iw,iw,i w;i w,
2

=+ wy, * w;* w), (6, J=1, 2,3, 4).

Le rang du groupe est 4 et son ordre est 52.
Tout poids w est de la forme

W = MW+ MaWy—+ M3zWwz—+ My Wy,

Les substitutions Sw correspondant aux racines *=w;, = w; = wj,
+ wy =+ Ws =+ w3 =+
2

w .
* sont respectivement

So =w—2m;uw;,

So=v—(Em=Em;)(+wxw)),

* wyEwyt w3 w,
2

S =wv—(Fm=Emtm;+tm,)

Il résulte de 1a que les m; sont on tous des entiers ou tous des
fractions de dénominateur 2 et de numérateur impair.

Convenons de dire que le poids w est plus haul que le poids &'
si la premiére des différences

! ’ ’ ’
my—my, my—my, mz—my, m,—m,

qui ne s’annule pas est positive. Les coefficients n; de tout poids
dominant sont alors positifs ou nuls et rangés par ordre de gran-

deur décroissante : ‘
my2my2my>m,2o.

(1) C, p. 8o.
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De plus on doit avoir
my 2 my -+ Mg my.

Réciproquement, si ces conditions sont réalisées, tous les poids
qu’'on déduit de w par des substitutions S répétées ne sont pas
plus hauts que .

33. On trouve facilement les quatre poids dominants suivants
rangés par ordre de hauteur :

ﬂl_‘:w“
II; = w;+ w,,

Jwi+ wa+ w3+ w,
= 2 3
I, = 2w, + Wy + w3,

I

Ce sont les poids fondamentaux, car tout poids dominant est

de la forme
w = pi I+ ps M+ p3 U3+ pi 14,

ou les coefficients non négatifs p,, pa, ps, ps ont les valeurs

Pr1=my— mg— mz;— m,,
Pa2= Mmyg— 13,

P3s=2m,,

Pi= mz— m,.

Les poids du groupe g, sont o et les poids frontiéres homo-
logues de w,.

Les poids du groupe g, sont o, les poids frontiéres de g, homo-
logues de v, et les poids frontiéres homologues de w, + w,.

Les poids du groupe g3 sont o, les poids frontiéres de g, homo-
logues de w,, ceux de g, homologues de v+ w,, enfin les poids
W+ W+ W3+ Wy

2

Les poids du groupe g, sont o, les poids frontiéres de gy homo-
logues de w,, ceux de g, homologues de w,+ v,, ceux de g3
3w+ wy+ w3+ W,

2
ceux de g, g2 homologues de 2w, + w,, enfin les poids frontiéres
homologues de 2w, + w; + w;.

. 3
frontieres homologues de

homologues de » ceux de g% homologues de 2w,
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XIIf. — PoIvs FONDAMENTAUX pU TYPE G).

34. Ici les racines sont de la forme ()
=+ wy, Wij=wi— w; (i, J=1,12,3),
olt les trois racines w,, w,, w; sont liées par la relation
W)+ we—+ W3 = 0.

Le rang du groupe est 2 et son ordre est 14.
Tout poids w est de la forme

W= MWy + Maws + Nzw3,

ol 'on peut supposer les coefficients liés par la relation

my+ mg—+ m; = o.
On a ici

‘S m=w—3mw,
=W — 2My W+ MWy M3 = — Ny W) — MzWwe— M3 W3,
Spsm=w — (Mmy— my) (W3 — Wy) = Mywy + MWy + Mzw3.

Il résulte de la que les coefficients m; sont des fractions de
dénominateur 3 et dont lous les numérateurs sont congrus
(mod 3).

Définissons la hauteur relative de deux poids comme dans les cas
précédents. Si & est un poids dominant, on aura

my 2 my 2 my,
puis
my2—mg ou my<o.
Réciproquement, si l'on a
my2my2ms,- mglo,
les poids homologues de w ne sont pas plus hauts que @, et w est

un poids dominant.

33. On trouve facilement les deux poids dominants suivants

('Y C, p. 80 et 8i1.
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rangés par ordre de hauteur :

2 1 1
= sw — -w; — 3 Wi= oy,

3 3

Iy = w; — w;.

Ce sont les poids fondamentaux, car tout poids dominant est de
la forme

w = p;ll;+ p,1l,,
avec

P1=—3ms,

P2= mqg— mgs.

Les poids du groupe g, sont o et les poids frontiéres == w;
homologues de ;.

Les poids du groupe g, sont o, les poids fronti¢res de g, et les
poids frontiéres w; — w;.

XIV. — GROUPES LINEAIRES FONDAMENTAUX DU TYPE A).

36. Il existe d’abord un groupe linéaire correspondant au poids

fondamental II, ; soit z; une variable correspondant au poids — ;.
Il suffit de prendre (1)

9 ..
xij=xja.j;l (1,_’:I,2,...,l+l),

et par suite
of

X,-,--X,-,: z‘jb?j - 161“.

Le groupe g, est donc le groupe linéaire et homogeéne spécial
a |+ 1 variables.

On forme facilement les autres groupes fondamentaux. Le
groupe g, est en effet celui qui indique comment le groupe g,
transforme les C3,, formes bilinéaires alternées [z;x;] (coor-
données pliickériennes de la droite), le groupe g, celui qui
indique comment g, transforme les Cj , formes trili-
néaires [.z';x_,-z';,] (coordonnées pliickériennes d’une multi-
plicité plane a deux dimensions), et ainsi de suite.

(") €, p- 1ho.
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Par suite, tout groupe linéaire du type (A) qui ne laisse inva-
riante aucune multiplicité plane indique comment g, trans-
Sforme entre elles l’expression

A BTN LA B2 LIV EE PO )

et celles qui s’en déduisent par les transformations de g,.
Toutes ces expressions sont des combinaisons linéaires d’expres-
sions de la forme

iz, .. Eiat [rze]®n. . . [2rx i ]%0n. [y 2e .. 2 )%t

ou les exposants a;, a;j, etc., sont liés par les relations
Za;=p,, Za;j= psy, Zjjk= ps,

Par exemple, si I'on prend p,=2, py=ps=...=p;=o0, on
aura le groupe qui indique comment les expressions z?, x;z;,
sont transformées entre elles par le groupe linéaire de [+ 1
variables. C’est encore le groupe qui indique comment le groupe
linéaire transforme les coefficients A;; de la forme quadra-
tique ZA;; z; z;.

XV. — GROUPES FONDAMENTAUX DU TYPE B).

37. Le groupe gy, s'il existe, est ici & 2! variables, car le poids
dominant :
Wy + We—+.. .+ Wy
2

“|=

+

. Tyt wsE... o
a pour homologues les poids 1— 2 !

et il ne peut
2
y avoir dans le groupe g, que ces 2 poids, tous frontiéres.

On obtient facilement un groupe admettant les poids précédents
en considérant les variables z.. ., ou les indices ¢ sont égaux
a &= 1. Posons alors

of

X;= E €1€2. . i1 Doy gy ikinan 1 - ’
€geee€iog,— %€ 0 q...Ep

of

b
1% 0Cit 400 Ejm g — X Ej g 1.0 €Y

xlj= z €ig100. 81 De, 6, @ 5&‘...5"_"“",!"4.[...5[6
Ze,.. .6

9
Yi= a;Zai Ze,... & dx;f .

(i, j==x1,x2, xle;=+1 si {>o0;a4,=—1 si i<o)
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Ces transformations engendrent un groupe simple du type B).
Clest le groupe g,.

Le groupe g, est bien connu : ¢’est le groupe linéaire d’une
Sorme quadratique (')

ry 2T g+ X2y,

les variables x,, z;, z_; étanl respectivement de poids 0, Wi, — W;.

Le groupe g, de poids dominant w,+ w, est le groupe qui
indique comment g, transforme les formes bilinéaires [ z;xy].
Le groupe ainsi défini admet en effet les mémes poids que le
groupe g3; d’autre part, il ne laisse invariante aucune multiplicité
plane, car il n’y a qu’une variable de poids donné, exception faite
pour le poids o auquel correspondent les / variables [z,z_,],
[z22_2], ..., [#:2_;]. Toute multiplicité plane invariante serait
donc définie par des relations de la forme

a|zyz_ ]+ as[xex_s] +...+ ai[2/2_] =0;

mais I’échange de z, et z_, n’altérant pas la forme quadra-
lique z; + Sx;2_;, de la relation écrite doit découler I'existence
de 2! relations obtenues en changeant d’'une maniére quelconque
les signes des coeflicients : or, cela est impossible. Le groupe g,
est a C3,,, variables : c’est le groupe adjoint.

On démontre de méme que le groupe g, de poids domi-
nant ©,+ w;+ wy est celui qui indique comment g, trans-
Sforme les formes trilinéaires [ x;x;zx]; il est a C},,, variables.

Enﬁn le groupe g, indique comment g, (ransforme les
Sformes [z, z, ... x;_]; il esta C;!, variables.

38. Les groupes fondamentaux, a 'exceptlion de g, sont ainsi
tous engendrés simplement au moyen de g,. Il y a d’ailleurs une
relation simple entre les deux groupes g, et g,. Considérons en
effet le systéme de 2! équations linéaires

T, 2y, ..., %0 + E1T—¢, 5y, 6,07 Fue
+ €189.0. €5 T, .., €y —E Ein gy En Tig, T E1E2 . €1 Ty gy~ XU = O

avec les 21 paramétres zo, L+, ..., ;. Ces équations définissent

(1) C, p. 14o.



- 88 —

une famille de multiplicités planes de ’espace a 2/ — 1 dimensions.
Le groupe g, échange entre elles ces multiplicités, et 'on a en

particulier
of AW
Xi= a‘(“"’m — % 3.'@_.,)’

on obtient ainsi un groupe linéaire qui laisse invariante la forme
quadratique
X+ B\ X o+ Zg X g+ ..+ Ty Ty

et qui n’est autre que le groupe g,.

Réciproquement, le groupe g, peut étre déduit du groupe g,
comme étant le groupe qui indique comment g, transforme
entre elles certaines multiplicités planes de 'espace a 2/ dimen-
sions : ces multiplicités planes sont d’ailleurs contenues dans

la quadrique
ry+ 2y +. ..+ 2T = 0.

En définitive, on peut engendrer tous les groupes fondamen-
taux au moyen du premier groupe g,.

39. On peut d’ailleurs indiquer une généralion encore plus
directe des groupes fondamentaux au moyen de g,. Considérons,
en effet, d’abord le groupe g,. Ses poids frontiéres sont les homo-
logues de v, + wy +...+ w;_;. Considérons, d’autre part, le groupe
qui indique comment g, transforme les différentes formes bili-
néairves [Ze %y, 0 |; 1l a les mémes poids frontiéres que g;

en particulier la variable [z ... 2\...] a le poids fron-
tiere w,+ ... +w;_,. Le groupe g, s’obtient donc en appli-
quant & la quantité [z,,.....zy...v] les différentes transfor-

mations de g, un nombre quelconque de fois : il indique
comment g, transforme les -différentes quantités ainsi obte-
nues.

D’unemaniéregénérale,les poids frontiéresde g/_o(a=1,...,{—1)
appartiennent, soit aux poids de g}, soit aux poids de g;. Cher-
chons a déterminer une combinaison linéaire des variables de g2
(ou des variables de g;) qui soit de poids w;+ ... + w;_q_y, €t
telle que les différentes transformations du groupe g? (ou )
appliquées a cette combinaison linéaire de variables, ne donnent
que des quantités dont le poids appartienne a g,_4; il suffira pour
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cela qu’il en soit ainsi des transformations X;_ g, ..., X;. S'il en
est ainsi, la quantité considérée et celles qu’on en déduira seront
des variables transformées par un groupe qui ne sera aulre
que gi_q.

On arrive ainsi- au résultat suivant :

Si a est de la forme 4n—+ 2 ou 4n+ 3, le groupe g o est
celui qui indigue comment g, transforme linéaireiment entre
elles la forme quadratique

!
DE a2 e DU 1€l g Elga s 81T A€ EL

et celles qu’on en déduit en lui appliquant les transformations
de g,.

Si a est de la forme 4n ou 4n+1, le groupe g, _q est celui
qui indique comment g, transforme linéairement entre elles
la forme bilinéaire alternée

!
S/t [ TN 1 g qry T €—g El—gt1 €l ]

et celles qu’on en déduit en lui appliguant les transformations
de g
ot

XVI. — GROUPES FONDAMENTAUX DU TYPE C).

40. Ici nousavons le groupe fondamental g, en considérant (')
le groupe linéaire et homogéne a 2/ variables

Tty ovy Tl
qui laisse invariante la forme bilinéaire alternée
[z ] + [Zaz—s] +. ..+ [212-/].

Les variables x.; ont les poids == w;.

On obtiendra le groupe g. en partant de la forme bilinéaire
alternée [z, z,] de poids II,, et lui appliquant les transformations
de g,. Le groupe g, indique comment g, transforme linéairement
entre elles les quantités ainsi obtenues. Chaque poids fronticre
correspond a une variable; il n’y a de doute que pour le poids o,
qui correspondra & des variables, combinaisons linéaires des

() €, p. 1h1.
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expressions [z,z_,], ..., [2;2_;]. Le nombre des variables de
poids o sera ainsi au plus égal & { — 1, car I'expression

[z1r21] 4. ..+ [212-4]
est invariante par le groupe g,. Si alors
ay [z 2]+ as[zex_g] +...+ai[z12 /(]

est une de ces variables, les a; ne sont pas tous égaux, par
exemple a, £ a,; par raison de symétrie, la quantité

a[xyz ]+ ar[vez_s | +. . .+ ai[z12]
est encore une de ces variables el par suite aussi la différence
[Z12—1] — [227-2]
et les différences homologues
[ziz-i]—[2jz-4].

Donc il y a I —1 variables de poids o, et le groupe g, est un
groupe a G}, —1=1{(20—1)—1 variables.

On obtiendra d’une maniére analogue les autres groupes fonda-
mentaux. Le groupe g4 est celui qui indique comment g, trans-
Sforme linéairement entre elles la forme alternée

[.T“Tg.-.z'a]

et celles qu’on en déduit par les transformations de g,.

Le nombre des variables de g, dont le poids est poids frontiére
de gq_o est égal & I —1; le nombre de celles dont le poids est
poids frontiére de go_, est G} —1; d’une maniére générale il y
a C?-—l variable dont le poids est le poids frontiére de gu_og-
On peut ainsi calculer le nombre total des variables de g4.

Ici le groupe adjoint n’est pas un groupe fondamental. C’est en
eflet le groupe g? qui a trois couches de poids : les poids frontiéres
correspondant chacun a une variable; les poids frontiéres de g,
correspondant chacun 4 une seule variable; enfin le poids o qui
correspond i / variables. Ce groupe g% est celui qui indique com-
ment g, transforme linéairement entre elles les quantités z;zx

(i, k==%1, ..., =1).
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XVII. — GRoUPES FONDAMENTAUX DU TYPE D).

41. Les résultats sont ici tout a fait analogues a ceux du type B).
Le groupe fondamental g est a 2/~* variables qu’on peut noter

Te,e,...€

ou les ¢; sont égaux a =1 et ont un produit égala — 1. Les Irans-
formations de g, sont

of
o 0Fe,. . e;icisy... 6y Y
(hj==x1 .., Flau=1 si i>oja=—1 si (<o;a,=—a;).

Xij=Z¢

it €t Ty By Qi€ g o §j g RjEjy

Le groupe fondamental g, est au fond identique a g,; il est
a 27! variables qu’on peut noter

€4€3... €

ou les ¢;, égaux 4 =1, ont un produit égal & + 1. Les transforma-
tions de g, sont données par les mémes formules que celles de g,.
Le groupe fondamental g5 est le groupe (') de la forme
quadratique
DNT_y+ Xa gt o o= BT —].

Quant aux groupes fondamentauzx g, gs, . .., g, ils indiquent
respectivement comment g, transforme linéairement entre
elles les quantités

[1‘12‘3], [1‘1.1-‘21‘3], sy [Z‘]&‘g...l’[-g]

et celles qu'on en déduit par les transformations de g,. lls
sont respectivement a CZ,, C3,, ..., CL;* variables.

Il y aici aussi des relations remarquables entre les groupes g,
&2 et les autres groupes fondamentaux. Elles sont tout a fait ana-

logues aux relations indiquées dans le cas du type B).

42. Le cas de l =3 est intéressant, parce que les groupes du
type D) sontisomorphes aux groupes du type A). Les groupes fon-
damentaux du type A) son! respectivement & un nombre de
variables égal a '

l+1=4, Cl., =6, Clhy = 4;

(") C, p. 141.
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les groupes fondamentaux du type D) sont respectivement 4 un
nombre de variables égal a

2/-1= {4, 2l-1=4, Ci,;=6.

On retrouve naturellement les mémes nombres de variables,
rangés dans un autre ordre. En particulier les deux groupes fonda-
mentaux d’ordre 6 sont pour le type A), le groupe projectif des
droites de I'espace, pour le type D) le groupe projectif d’une qua-

drique de I'espace 4 5 dimensions : on sait en effet que ces deux
groupes sont semblables.

XVIII. — GROUPES FONDAMENTAUX bU TYPE E) (/ =6).

43. Le groupe g, est un groupe & 27 variables que j'ai indi-
qué dans ma These ('). Les variables z;, y;, 3 ont pour poids
— Wi — 2 Wy, — O+ 0, Vo W V.

Le groupe g, s’engendre facilement au moyen du précédent en
partant de D'expression [z;24] et lui appliquant les différentes
transformations de g,. Les poids des différentes variables sont
les poids- frontiéres de g, et ceux de g;. Au poids dominant
w, — w, de g3 peuvent appartenir un certain nombre de variables,
combinaisons linéaires des cinq expressions [z;3,;] : on vérifie
facilement que toutes ces expressions entrent comme variables.
Par suite le groupe g, est celui qui indique comment g, trans-
SJorme les droites de l'espace a 26 dimensions. Le nombre des

variables de g, est 27226 351.
gy est 22

Le groupe g3 est dualistique de g, et par suite a 27 variables.
Mais il peut aussi se déduire de la maniére suivante de g,. Consi-
dérons legroupe g} qui transforme entre elles la quantité 2} etcelles
qui s’en déduisent par les transformations de g,. Les poids fron-
tieres de g, sont des poids de g?. Considérons alors I'expression

U= L9313+ T3813+...+ T3¢
qui est de poids w, — wo=1II;. Elle est invariante par les trans-
formations X;jx, X/y; par suite le groupe qui exprime com-
ment g, transforme linéairement ’expression u et celles qui

(Y) C, p- 142,
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s'en déduisent par les transformations de g,,admet lly comme
poids frontiére. C’est donc le groupe g;. Remarquons d’ailleurs
que u n’est autre chose que la dérivée partielle par rapport a y,
de la forme cubique (*)

J=Zw;yra0i+ .‘.‘.zwzvp gt

invariante par le groupe g . Les différentes var zables de g3 sont
donc les 27 dérivées par tlelles de la forme J.

Le groupe gs est le groupe dualistique de g,; il est donc a
351 variables.

Le groupe g, est le groupe qui mdlque comment g, trans-
forme l'expression [z;2;2¢] et celles qui s’en dedulseut par les
transformations de &g Or la transformation X|,, appliquée a
[2s2524] donne

[Zoxs205] + [Tix6546] + [2526 356

en posant [z;x;z;j]= w;j= uji, on en déduit que le groupe g,
contient les variables w;;+ wjx+ ws;, d’ott 'on conclut facilement
qu'il contient foutes les variables u;; de poids — 3 wo=1II,. De
ces variables on déduit par.les transformations X;; toutes lés
expressions_trilinéaires possibles de poids II, +II;. Par consé-
quent le groupe g est le groupe quiindique comment g, trans-
Sforme les pldans (@ 2 dimensions) de l'espace a 26 dimensions;
. s 27 X 26 X 25 )
ilesta 222222
<23
Reste le groupe g, : c’est le groupe adjoint & 78 variables. On
peut I'engendrer au moyen du groupe g, g3, c’est-a-dire en somme
au moyen de g,. On considére pour cela la forme

E ZiZk3ik
ik

avec deux séries de 27 variables supposées transformées chacune
par le groupe g,. Le groupe g, indique comment g, transforme
linéairement la forme Z.z‘,'zk sixet celles qu'onen déduit par les
transformations de g,. La variable Sz;xy 7k de ce groupe est de
poids I, = — 3 w,.

= 292) variables.

() C, p.143.
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XIX. — GROUPES FONDAMENTAUX DU TYPE E) (/= 7).

44. Le groupe fondamental g, est le groupe a 56 variables que
J’ai indiqué dans ma Thése (*). Les variables

Ziy Yis Ziky Yik

sont respectivement de poids
;o;:u,', ;i—-(_n-o, ;o—l-';i—f—(_s)[,-, —(;o—i‘ :)i—’r-' ;k)

Le groupe fondamental gy est celui qui indique comment g,
transforme entre elles Uexpression [y,y.] et celles qui s’en
déduisent par les transformations de g,. On trouve facilement
que toutes les expressions [ uv ] formées avec deux des 56 variables
de g, entrent comme variables de g4, exception faite pour les
[yiz:] et [ziyi] qui n’entrent que par leurs différences. Le

, 56 < 55
groupe g4 cst donc & ———

— 1= 1539 variables.

Le groupe fondamental gq est celui qui indique comment g,
transforme entre elles I’expression [y,y.y:] et celles qui s'en
déduisent par les transformations de g,. Au poids II, + II, appar-
tiennent les cinqg variables [y, y:yi;]; au poids II; appartiennent
les 21 variables [ y; ¥k yix], au poids II, appartiennent 56 variables
a saisir les différences mutuelles des 27 quantités [y, yiz:],
[yiziiysi] et [yiziryix], et ensuite les quantités [y z,;y:;]. En
résumé, le groupe g, a C3, — 56 = 27664 variables.

Le groupe g, est le groupe adjoint a 133 variables. On peut
I'engendrer au moyen du groupe g,. Il indique en effet com-
ment g, transforme entre elles la forme quadratique Zy;yi; et
celles qui s’en déduisent par les transformations de g».

Le groupe g5 est celui qui indique comment g, transforme la
Jorme Zﬁyj_yij de poids 11y et celles qui s’en déduisent par
les transformations de g,.

Le groupe g; peut s’engendrer au moyen du groupe adjoint g,.
Si 'on appelle e, la variable Xy;y:; de poids Il le groupe g;
indique comment g, transforme [€'yoc¢'4o: ] et les quantités qui
s'en déduisent par les transformations de g .

Enfin le groupe g, indique comment g, transforme

(1) C, p. 143.
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[€'005€'006€ 007 ]| €t les quantités qui s'en déduisent par les trans-
Sformations de g,.

On peut aussi engendrer les groupes g5 et g; au moyen des
variables de g,.

XX. — GROUPES FONDAMENTAUX DU TYPE E) ({ =38).

45. Le groupe g, est le groupe adjoint a 248 variables ex,
€ijky €x-

Le groupe g; est le groupe qui indique comment g, trans-
Jorme Uexpression [eige,q] et celles qui s'en déduisent par les
transformations de g,.

Le groupe g5 est celui qui indique comment g, transforme
Uexpression [ejreigey] et celles qui s’en déduisent par les
transformations de g,.

Le groupe g; est celui qui indique comment g, transforme
Uexpression [ejsei1ei5€49] et celles qui s’en déduisent par les
transformations de g,.

Le groupe gq est celui qui indique comment g, transforme
Uexpression [eiseisei1€i5e9] et celles qui s’en déduisent par
les transformations de g,.

Le groupe g, peut aussi s’engendrer au moyen de g,. C’est le
groupe qui indique comment g, transforme la forme quadra-
tique Ze,;e 2, de poids 11, et celles qui s’en déduisent par les
transformations de g,.

Le groupe g, peut alors s’engendrer au moyen du groupe g,.
Si I'on appelle §;; les variables Sejeij, de g4, le groupe g, est
celui qui indique comment g, transforme Uexpression [§,25,]
et celles qui s'en déduisent par les transformations de g,.

Enfin le groupe g se déduit aussi de g,. C’est celui qui indique
comment g, transforme Uexpression I[e;e,je,ij] de poids 11, et
celles qui s’en déduisent par les transformations de g,.

XXI. — GROUPES FONDAMENTAUX DU TYPE F).

46. Le groupe g, est le groupe lincaire a 26 variables que jai
indiqué dans ma Thése ('). Ces variables

Yy 2 Xy xuﬂy&

(I) C; p. 145'
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sont respectivement de poids

Wg—+ WE—+ Wy —+ W
2

0, 0, W

Le groupe g, est le groupe adjoint a 52 variables. C’est
celui qui indique comment g, transforme entre elles l’expres-
sion

Era= [-z’l@‘:] - [55‘12351‘123'5'] -+ [Z‘ns'bz‘xza'.']

de poids 11, et celles qui s’en déduisent par les transformations
de g,.

Le groupe gy est celui qui indique comment g, transforme
entre elles Uexpression [x,x,234) et celles qui s’en déduisent
par les transformations de g,. 1l est a 273 variables, les poids
homologues de II, correspondant chacun a 2 variables, les poids
homologues de II, 4 5 variables et le poids o & ¢ variables.

Eofin le groupe g, est le groupe qui indique comment 22
transforme Uexpression [§28,3] de poids T, et celles qui s’en
déduisent par les transformations de g,. Il est & 1274 variables.

XXII. — GROUPES FONDAMENTAUX DU TYPE G).

47. Le groupe g, est le groupe a 7 variables indiqué dans ma
These (). Ces variables z;, y;, 5 sont respectivement de poids
_;i; +:)-,' et o.

[e groupe g est le groupe adjoint & 14 variables. 1l peut s’en-
gendrer au moyen de g,. C’est celui qui indique comment g,
transforme entre clles l’expression [x3y,] de poids 11, et celles
qu’on en déduit par les transformations de g,. Les 14 variables
de g, sont:

[ziyi] (i ki, k=1,2,3),
(232:]| — (k) [yjyel
[23yi]— (k) [=;zi],

[z1yi]— @3 ysl,  [#202] —[23ys].

(1) C, p. 146.



