BULLETIN DE LA S. M. F.

E. CARTAN

Sur certaines hypersurfaces de I'espace conforme
réel a cinqg dimensions

Bulletin de la S. M. F.tome 46 (1918), p. 84-105.
<http://www.numdam.org/item?id=BSMF_1918 46__ 84 1>

© Bulletin de la S. M. F., 1918, tous droits réservés.

L'accés aux archives de la revue « Bulletin de la S. M. Fatgp{/smf.
emath.fr/Publications/Bulletin/Presentation.html), implique I'accord avec

les conditions générales d’utilisatiomt://www.numdam.org/legal.php).
Toute utilisation commerciale ou impression systématique est constitu-
tive d'une infraction pénale. Toute copie ou impression de ce fichier
doit contenir la présente mention de copyright.

NuMDAM
Article numérisé dans le cadre du programme
Numeérisation de documents anciens mathématiques
http://www.numdam.org/


http://www.numdam.org/item?id=BSMF_1918__46__84_1
http://smf.emath.fr/Publications/Bulletin/Presentation.html
http://smf.emath.fr/Publications/Bulletin/Presentation.html
http://www.numdam.org/legal.php
http://www.numdam.org/
http://www.numdam.org/

— 84 —

SUR CERTAINES HYPERSURFACES DE L’ESPACE
CONFORME REEL A CINQ DIMENSIONS;

Par M. E. Cartan.

Jai étudié dans un Mémoire précédent (') la représentation
conforme des hypersurfaces dans ’espace 4 n2 5 dimensions et j’ai
montré en particulier qu’une telle représentation ne pouvait exister
qu’entre deux hypersurfaces se déduisant I'une de I'autre par une
transformation conforme, & moins que les hypersurfaces ne fussent
des enveloppes d’hypersphéres &4 deux paramétres au plus, et
encore cette condition n’est-elle pas suffisante. J'ai signalé que
pour n =15 il pouvait y avoir un cas exceptionnel ou deux hyper-
surfaces distinctes de I'espace conforme, c’est-a-dire ne se dé-
duisant pas 'une de lautre par une transformation conforme,
admettraient une représentation conforme I'une sur lautre sans

(') La deformation des hypersurfaces dans l'espace conforme réel a
n=>5 dimensions (Bulletin de la Société mathématique de France, t. XLV.
1917, p. 35-121).
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étre des enveloppes d’hypersphéres 4 deux paramétres: ces
hypersurfaces possédent alors quatre familles distinctes de lignes
de courbure et la représentation se fait avec conservation des
lignes de courbure. '

Le but des pages suivantes est 'étude de ces hypersurfaces.
Le résultat principal obtenu est, qu’étant donnée une hypersur-
face (S) a lignes de courbure distinctes, il n’existe aucune famille
continue d’hypersurfaces () distinctes admettant une représen-
tation conforme sur (S) ou, plus bri¢vement, que (S) n’admet
pas de déformation continue dans Uespace conforme. D’une
maniére plus précise, il ne peut exister qu'une hypersurface (2)
distincte de (S) admettant une représentation conforme sur (S).
La recherche des couples de deux hypersurfaces distinctes (S)
et () admettant une représentation conforme I'une sur 'autre est
ramenée & I'intégration d’un certain syst¢éme de Pfaff qui n’est pas
discuté complétement. Jai simplement déterminé les couples
d’hypersurfaces (S) et () tels que, sur chacune des deux hyper-
surfaces, les trois premiéres familles de lignes de courbure soient
formées de circonférences : ces couples dépendent de cinq para-
métres arbitraires.

1. Considérons, dans 'espace conforme 4 cinq dimensions, un
systéme de référence heptasphérique formé de cinq hypersphéres
A, A,, Ay, A, A, de rayon non nul, et de deux hypersphéres-
points M, N de rayon nul, les cinq premiéres hypersphéres pas-
sant par les centres de M et N et étant orthogonales entre elles :
chaque hypersphére est définie par sept coordonnées homogénes x;;
la condition pour qu’elle soit de rayon nul est obtenue en annulant
une certaine forme quadratique @ des sept coordonnées. Si deux
hypersphéres A, B ont pour coordonnées z; et y;, nous poserons

1 P
AlB =2 1,2
I 2 Ji dz,-’
et nous supposerons que les coordonnées des hypersphéres de
référence sont choisies de maniére 4 avoir

AIA=A,-‘A,-=M[N=I;
on a, de plus, par hypothese,

AJA;i=A/lAj=A|M=A|N=A;|M=A;]N=M|M=N|N=o.
XLVI. 7
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Le systéme de référence le plus général dépend de 21 para-
métres arbitraires. Si 'on donne & ce systéme de référence le plus
général un déplacement infiniment petit, on a des relations de

la forme
P:-B

dM =M+ wA +2“’PAP’
p=1
p="t
dA =— M — N _Zq;pAp,
) A p=1
P:‘ .
dA1=—X,~M—-wiN ’*‘,Z“’iPAP“' q)iA,
p=t
oc=h
AN =—ON = xo Ao+ 1A,
P:
ou les coefficients w;, i, ®ij=— wji, ¥;, 0, 7y, sont 21 expressions

de Pfaff indépendantes par rapport aux différentielles des 21 para-
métres dont dépend le systtme de référence mobile. Ces
a1 expressions de Pfaff ont leurs covariants bilinéaires donnés
par les formules

! p=s
w' 2[9"’]*‘2[“’9’3(9]:
Pp=:lb
w} =[0(o,-]+2[wpmpi],
p=+ =
o =—Z[wpiel,
p=t -
) < i = [x0] +Z[Xp“’pi] + [yl
ot
X =001+ e,
P=' p=l
wly = [wx:] — [wins) + 3, [ipwes] — [¥id 1,
p=4 =
¥ == Lo] + X [¥wal-

i p=1
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2. Etant donnée une hypersurface (S) 4 quatre dimensions, on
peut faire correspondre & chaque point M de cette hypersurface
un systéme de référence heptasphérique, I'une des hypersphéres-
points ayant pour centre le point M et continuant 3 étre désignée
par cette méme lettre, ’hypersphére A étant tangente & (S). On
peut, de plus, supposer que les hypersphéres A, A,, A;, A,
sont normalés aux lignes de courbure. Le syst¢me de référence
associé au point M est encore jusqu’a un certain point arbitraire,
car on peut multiplier les coordonnées de M par un méme facteur
et remplacer respectivement A, A,, A,, A;, A, par A + 1AM,
Av+MM, A+ MM, A;+2MM, A+ MM, avec cing para-
métres arbitraires. Quoi qu’il en soit, une fois choisi le systeéme
de référence associé a chaque point M de (S), on a, pour tout
déplacement sur (S), les relations

w = o,

Yi= a;w;,

ou les coefficients a; sont tels que A + a;M soit la P hyper-
sphére de courbure.

Si maintenant on a une seconde hypersurface (£), & chacun de
ses points P on peut faire correspondre d’une maniére analogue
un systeme de référence formé des hypersphéres-points P, Q et
de cinq hypersphéres B, B;, ’hypersphére B étant tangente & (Z).
On peut enfin supposer les B; normales aux lignes de courbure,
de sorte qu’en désignant par de grandes lettres les expressions de
Pfaff qui définissent un déplacement infiniment petit du systéme

de référence on a
Q = o,

111',- = b[(.\),‘.

Le ds? de I'hypersurface (S) est, 4 un facteur fini preés arbi-
traire, égal &
0} + 0w} + 0} + v},

celui de (X) est, dans les mémes conditions, égal &
03 + 03 + 0} + Q2.
3. Cela posé, si les deux hypersurfaces (S) et (Z) admettent
une représentation conforme I'une sur l’autre, avec conservation
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des lignes de courbure, on aura, entre les systémes de référence
associés aux deux hypersurfaces, une correspondance telle qu’'on

pourra toujours supposer, par cette correspondance, vérifiées les

relations
Q= w; (i=la2a 3, 4).

En résumé, la recherche de deux hypersurfaces (S) et (I)
admettant une représentation conforme I’'une sur'autre avec con-
servation des lignes de courbure revient a I'intégration du systéme
de Pfaff suivant, ou entrent 5o variables, tant dépendantes qu’in-
dépendantes :

w =o,

Q =o,
(1) Q; = w,,

Vi = ajop,

;= b;9;.

Le systtme de référence associé & chaque point M de (S)
dépend de six paramétres arbitraires : une fois qu'il est choisi, le
systéme associé au point correspondant de () ne dépend plus que
de cinq paramétres arbitraires: la connaissance du facteur arbi-
traire qui entre dans les coordonnées de M entraine en effet celle
du facteur arbitraire qui entre dans les coordonnées de P.

Si 'on égale les covariants bilinéaires des deux membres de
chaque équation (I), en tenant compte de ces équations elles-
mémes, on trouve, d'aprés (2),

’

w'=o,
Q' = o,
p=4
Q; — wj= [(6 — 0) wi] + X, [wp(TTpi— w5,
p:i
) oy
(Yi — ajw;) = [w;(da; + a; 0 — 7)] +2(a9—a,<)[w;mpi].
p=1
(W) — 0,0, = [ (dbi + ;8 — X)] + ¥ (bp— b) [ 1]
p:l

On peut maintenant spécialiser le systcme de référence associé
& un point P de (X) de maniére 4 avoir
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il suffit pour cela, comme le montrent les formules (1), de choisir
convenablement les hypersphéres B, By, B;, B;. Les six parame-
tres qui entrent dans le systéme de référence associé & M une fois
choisis, le systtme de référence associé a P ne dépend plus alors
que d’un paramétre, I'hypersphére B pouvant étre remplacée par
B+ }LP.

Pour toute solution de (I) les seconds membres des équa-
tions (') doivent étre nuls; on en déduit facilement qu’on doit
avoir

;= wjj.

4. On peut d’aprés cela ajouter aux équations de Pfaff (I) les
suivantes

0 =0,
() {

H,-j = W;j.

L’égalité des covariants bilinéaires des deux membres des
équations de ce nouveau systéme donne, en tenant compte des
équations (I) et (II),

p=4%
ar) S o — == 2 [wp(Xp—7¢)).
p=t

I} — o= [0;(Xi— y)] — [wi(X;— 2,)] — (bi6j— a;a;) [w;w)]

Les seconds membres de ces équations doivent étre nuls pour
toute solution du systéme (I) et (IT) ; on en déduit facilement des
relations de la forme

(3) Xi= = ujwy,
avec
(4) U;+ uj= aiaj—bibj.

En calculant de deux maniéres différentes la somme Zu,, on
arrive a la relation importante

€] (ai— a;)(ar-— ar) = (bi—b;) (bx— b1)

qui a lieu quelle que soit la permutation (7,/, &, [) des indices

(1,2, 3,4).

Cette relation (5) prouve en particulier que le rapport anhar-
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monique des quatre coefficients b; est égal au rapport anbarmo-

nique des quatre coefficients a; de sorte qu’on peut passer des

a; aux b, par une méme transformation homographique.
Supposons d’abord que cette transformation soit de la forme

(6) bi=hai+k (i=1,23,4).
Les relations (5) donnent

ht=r1, d'ou h==1.

Les hypersphéres de courbure de (S) et de () sont alors respecti-

vement
A+ a;M,

B+ AP *xa;P.

Changeons au besoin '’hypersphére point P en — P, et prenons
B + & P pour nouvelle hypersphére B : on voit qu’on a alors

b= a,
et par suite

T, = qJ,'.
L’égalité des covariants bilinéaires de ¥; et ¢; conduit, d’apres (2),
a

[‘”t‘(x-}()]=0 (i=172' 3:4)a

d’on

X = X-

L’égalité des covariants X' et /' conduit 4 la relation

EdpXp—xp)] =0
qui, jointe 4 larelation, extraite de (II"),
Zwp(Xp—%p)] = o,
montre facilement qu'on a
Xi= .

Finalement les deux systémes de référence associés aux deux
hypersurfaces (S) et (Z) admettent, dans I'hypothése exprimée
par les égalités (6), le méme déplacement-igstantané, et par suite
ces deux lhypersurfaces résultent U'une de l'autre par une
transformation conforme, cas banal que nous écartons.

La relation entre les a; et les b; est donc de la forme
L ha;+ k .

(7) a+p’
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mais on peut encore la simplifier en remarquant que les hyper-
sphéres de courbure de () étant

B+ ha,'-i—/;P
a;—+ p

E]

on peut, en remplacant B par B + /P, supposer 4 nul. On a donc
finalement

AA
(8) b= Py
avec la relation, tirée de (5),
(9) k= (a;+p)(a:+p)(as+p)(a.+p).

Le systeme de référence associé a (S) dépend toujours de six
paramétres arbitraires, mais ces paramétres une fois choisis, le
systéme de référence associé i (£) est bien déterminé.

Remarquons encore que si, pour deux hypersurfaces (), le
coefficient p a la méme valcur en deux points correspondants
quelconques, ces deux hypersurfaces résultent 'une de lautre
par une transformation conforme, puisque les coefficients b; sont
proportionnels, et par suite, a notre point de vue, ces deux
hypersurfaces ne sont pas distinctes.

On a enfin, en résolvant les équations (4),

(10) 2u;=a;,(a;+ a;+ a;)
—(ajar~+ aja;+ arar) — p(a;+ ar+ a;— a;) — p2.

5. La recherche des couples d’hypersurfaces (S) et (¥) admet-
tant une représentation conforme l'une sur 'autre avec conser-
vation des lignes de courbure, revient finalement a I'intégration

du systéme de Pfaff

w =0,
Q =o,
Q= wy,
8 =9,
("I) H,‘j:ﬁ},‘j,
b = a,w;,
¥ = a«if—pwi’
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ou les a;, A, p sont dix fonctions inconnues et o les u; sont don-
nés par la formule (10).

La condition que les covariants bilinéaires de ¢;— a; w; et
¥; — b;w; soient nuls pour toute solution du systeme (III),
donne, d’aprés (1),

p==%
E(ap—-ai)[wpmpi]zo (mod w;),
p=1

N, T

2/. m [wewpi]=0  (moduwy;),

d’ou l'on déduit facilement, les quatre quantités a, + p étant
toutes distinctes,

[wjmji]=0 (modw;)  (js#i).
Par suile, 'expression de Pfaff ©,; ne dépend que de v; et v,
et I'on peut poser
(11) wij=hijwj— hjiw;
on a alors d’aprés (1)

da;+ a;0 — ¥, EZ(GP— a;) lpiwp (mod w;),

(12) pEi

db,'+ b,O—XEZ(bP— b,) )\P,-wp (mod w,-).
pi

En remplacant dans la seconde équation (12) b; par sa

valeur » on obtient

aj+ p
(13) (ai+p)dk—kdp
= (ai+pyX + ky — k(2a,~+p)0+k2
pFi

— @)\
(ap a;) Pl

ap+p e

(mod w;).

On peut enfin déterminer des quantités a,, 3, 7, telles qu'on
ait, quels que soient les indices 7 et p,

(14) (ap— ai)*hoi=apa} + Bpa;+ Yp;
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de sorte que ’équation (13) devient
(13") (a;+p)dk—kdp

=(a;+p)X + ky — k(2a;+p)8 + kz
pEi

aga} + Bpa;+ T

ap—+—p

(mod w;).

6. Supposons maintenant choisi complétement le systéme de
référence associé a (S). Les expressions ;7 et § deviennent, ainsi
que X, des combinaisons linéaires de w,, w,, w3, W, soit

14

(15) {;{=20p“’p, X=:pr

0 = x’p(”p-

Posons enfin

dk =Xk y

(16) { pWp

dp=3 PpWo-
La relation (13') donne alors

(17) (ai+p)hko—kpp

- agal+Boa; + v
=(a,~+p)2cp+kcp—k(za,~+p)tp+kz -—p—-——-——BP e,

ap+p
ou l'on suppose les indices ¢ et p différents.

Cette relation (17) alieu quand on remplace successivement a,
par les trois coefficients @ différents de a, et, comme elle est du
second degré en a;, elle est une identité. Exprimons en particulier
qu’elle est vérifiée, ainsi que sa dérivée premiére, pour @; = — p.
Nous obtenons

po= — cp—pto— P PP+ 1o

ap—+
(18) Bo—a er (p=1, 2 3, 4).
kpz—zktp-{-k._‘)_ip_
ap+p

L’égalité (g) différentiée donne alors, en appelant a, le coefli-
cient de v, dans day, et en tenant compte de (18) et de (12),

(19) apaE’+ﬁpap+yp
(ap+p)? -
— asal + Boa,+ 1
— —B.— (4 pl+ 1o
a,—cp+apt;— o zapap+z a—a;
iZ£p

ap+p
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Dans cette relation, p entre au premier degré, de sorte que si
elle est vérifiée pour deux valeurs distinctes de p, elle est vérifiée
identiquement.

7. Cherchons d’abord si & I’hypersurface (S) on peut faire cor-
respondre deux hypersurfaces () distinctes, c’est-a-dire pour
lesquelles la fonction p a deux valeurs différentes. La relation (1¢)
est alors vérifiée identiquement et 'ona
(20) { azpa;+ﬁpap+~(P=o,

| '&p —cp+aply— Bo— 22pa, = o.

Les formules (18) donnent pour dp une expression linéaire enp,

c’est-a-dire que p satisfait & une équation aux différentielles

totales de la forme
dp = p Z A0+ Z ppwp,

ol les coefficients X, et i, sont bien déterminés. Il en résulte que
si cette équation aux différentielles totales n’est pas complétement
intégrable, elle admet une solution au plus, ce qui est contraire
4 ’hypothése. L’équation étant complétement intégrable, sa solu-
tion générale est de la forme

p=u-+Cy,

oit C est la constante d’intégration. Les hypersphéres de courbure
de (S) étant ’
A+ a:M,

N a;+u

on peut choisir M et A de maniére & remplacer a; par

la valeur de p est alors une constante arbitraire.

On peut donc choisir les systémes de référence de maniére &
supposer

dp = o;

le systéme de référence associé a (S) dépend encore de quatre para-
métres arbitraires, ceux qui sont nécessaires pour achever la déter-
mination de Ay, A,, Ay, A,; ces paramétres une fois choisis, le
systtme de référence associé & (Z) est bien délerminé. On peut
enfin choisir ces paramétres de maniére 4 annuler §; les deux sys-
temes de référence sont alors déterminés sans aucune ambiguité.

Finalement, en tenant compte des conventions précédentes,
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ona
tp =o,
ap = o,
(21) pp= Co»
Te="%C
;pz 2Cps
puis, d’aprés (14) et (12),
s
(22) = ;- tl(,.

da;,= 2¢;w;.

1
X = ;2 da?.
Comme § est nulle et 4 une différentielle exacte, les équations (2)
montrent que 'on a
E[wpx.o] =0,
P

Eap[‘*’px,’)] =0,
P

On en déduit enfin

c’est-d-dire que l’expression y; ne dépend que de w;, soit

(23) X,j= w;w;.
. . I . .
Si nous exprimons que ¢;w;== ;dai est une différentielle
exacte, nous obtenons
ci—c¢
2 dc'-:c’-uar—v P .
(24) T e, P

pFi

8. Partons maintenant de I'égalité (11), qui s’écrit

¢ c;
(11") W= L w;— L w,,
a,—- a; a;— aj
et exprimons que les coefficients de [w;w;] dans les covariants
bilinéaires des deux- membres sont égaux; nous obtenons

c;—cj c} +c}
aj—a; (ai—a;)

(25)

c? .
___L—+a~a-+w‘+w-=o'
+Z (ai—ap)(a;,—ay) i ’ ’

" P 7/ P
pFEL
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Nous pouvons éliminer les ¢} et les w; entre les six équa-
tions (25) en les multipliant respectivement par (a; — «;) (ax— «;),
ol les indices i, ', A, ! forment une permutation paire des
indices 1, 2, 3, 4. Il vient alors, en chassant les dénominateurs,
(@ar—a3)*(as- a,)?(a3— a;)? ci + (@1 —as)? (a1 — ay)* (as— a,)2 c}

+(a1— as)t (a1— a,)? (ay— a;)? c}
“+(ai- as)*(ay--az)(ay-—az)tct=o.

Cela n’est possible que si tous les ¢; sont nuls. Mais alors les
équations (25) conduisent facilement i des relations telles que

(a;— a;)(ar—ar) = o,

ce qui est impossible.

Donc il est impossible que Uhypersurface (S) admette une
représentation conforme sur plus d’une hypersurface () dis-
tincte de (S). En particulier il est impossible que (S) admette
une déformation continue dans Uespace conforme.

9. La fonction p n’ayant qu’une valeur possible on peut, en pre-
nant 'hypersphére A —pM comme nouvelle hypersphére A, sup-
poser p=o0. On peut de plus choisir le facteurarbitraire qui entre
dans les coordonnées de M de maniére 4 avoir

(26) a1az2a3a,=1;
on a alors
k=1,
1
b= —.
a;

On peut enfin, comme plus haut, supposer choisies les hyper-
sphéres A de maniére & annuler 0, les systémes de référence étant
alors complétement déterminés. La formule (17) donne dans ces
conditions

(»7) (ap— a;)? lp,-=—ap(cp+ a,*zp),

d’ou, en tenant compte de (12) et (26),

da; co+ a;apc Ci+ aianc;
(28) aa; _ 2 P__’_P_P(,,P+ et hel 2T
a; a;—ap a;—ap

pFi p#i
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Avant d’aller plus loin, résumons les résultats obtenus. La
recherche des couples d’hypersurfaces (S) et (T) admettant une
représentation conforme 1'une sur l'autre revienta I'intégration du
systeme de Pfaff

w = O’
[o = o,
Q = w,;,
6 =0,
”,'j = @j,
bi =a;w,
¥, = al—iwi,
1
(Iv) 0 =Y+ J(@aj+aan+ aia— ajar— ajar— arag)wi,

X
0 =o,
7. = Zcpup,
, - V—
X Z cpuy,
cj+atc; ci+ a}Ei

=a; — W, — a; ———

Y (aj—a;) (@ai—a;)? "

i Cp+ a;a c Ci+a;a Ei
=B T e B T
a;i—ap aj—a,

pF#i pFI

oitles a;, ¢, c; sont des fonctions inconnues, les quatre premiéres
ayant un produit égal a 1.

Pour toute solution de ce systéme, les covariants bilinéaires des
deux membres de chacune de ses équations sont nuls. Il en est
ainsi identiquement pour les 21 premiéres équations, la derniére
étant

I
¥, = a—‘wr,.
Il en est aussi de méme pour les quatre équations suivantes, comme
un calcul sans difficulté le montrerait.

Nous ne poursuivrons pas I'étude du systéme (IV). Nous nous
contenterons de chercher les couples d’hypersurfaces (S) et (¥)
jouissantde la propriété que les trois premiéres familles de lignes
de courbure soient, pour chacune de ces hypersurfaces, for-
mées de circonférences.
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10. Exprimons d’abord que la premiére famille de lignes de
courbure de (S) est formée de circonférences. Cela veut dire que,
quand on se déplace en laissant w,, w;, w, nuls, il existe une cir-
conférence fixe passant par M et normale & A,. Cette circonférence
est 'intersection de quatre hypersphéres de la forme

A+9M, A+ pzM, [A3+93M, A+ Pbl\l.
Or l'on a, en supposant w, = w; =w, =o,

d(A +p M)=(p —a;y Y)wiAy+ (dp —ciwy)M,
d(Ay+ ps M) = (p2+ Aa1) w1 Ay + (dpa— %2)M,
d(A3+p3M) = (ps+ As1) 0 Ay + (dps— ¥a)M,
d(As+ M) = (ps+ My wg Ay + (dpy — ) M.

1l faut donc et il suffit qu’on ait

da| = Cq Wg (mOd Wy, W3, mk)’
d\iy+ i=o (mod w,, wj, w;) (i=2, 3, 4).

SiI'on veut que la méme propriété appartienne a (), il faudra
qu’on ait en particulier

_ 7%_ =c (mod Wy, W3, “)6)!
d’ot

(29) ¢+ a%c =o.

Mais les formules (28) donnent, en tenant compte de (29),

da,

- =-—3a;c v (mod wy, w;, wy);
1

il faut donc qu’on ait

Ci=cy=o0.

11 est impossible que les quatre familles de lignes de courbure
soient, pour chacune des deux hypersurfaces (S) et (X), formées

de circonférences, car alors les c; et les c; étant tous nuls, on

aurait
, Wj= 0,
d’on

[wjxs] —[wig;]— Vb1 =03
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+: serait de la forme w;w;, avec
Wi+ Wi+ a;aj= o0,
relations qui donneraient
(aj—aj)(a;— a;) = o.

Supposons donc que les trois premiéres familles de lignes de
courbure soient formées de circonférences. Réservons la lettre ¢
pour désigner un des indices 1, 2, 3. On a alors & intégrer le

\
systeme
w =o,
Q =o,
Qi = Wy,
Q, =uwy,
e = 07
I;; = wij,
IL,; =
i = a;wy
b =aiuw,,
1
¥, = —w;
i a; )
- 1
= — W
(V) 13 ER 4+
I
X, =i+ ;(a,- A+ QA+ A Ay — AjAf— QA — AL Q) O,
1
X, =+ ;(ai Ay A+ Qp A, — QA — A A — AjAL) W,
6 = 0,
Y T CiWy,
X =ciuy,
w;; = 0,
a+atc
mk' _ — a‘ _-———mi’
! (ai—as)?
da; c*+ a;a,c,
— s — .

a; a,— a;

La considération de m:./ montre que °y; ne dépend que de w;;
celle de ' montre alors que ¥, ne dépend que de w,; soit

(30) Xi= w;w,, Y= Wy 0.
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En égalant entre eux les covariantsde 7, et ¢, w;, ainsi que ceux
de X et c;w;, on voit que dc; et dc, ne dépendent que de w,. Les
covariants bilinéaires des deux membres des trois derniéres équa-
tions (V) sont alors égaux d’eux-mémes. En égalant enfin les
covariants bilinéaires des deux membres des équations (V') rela-
tives & w;; et w,;, on obtient
(| wi+wj+aia;+ X dyj=o,

31

Wi+ Wi+ a;a,+ N} + Ny = o,
ot I'on a posé pour abréger
d}\g[a ‘A’“'u),g.

Les solutions du systéme (V) satisfont donc au systéme com-
plémentaire suivant

(VD)

Yi= wiw,,

Y= W, 0y,

ot les v; et v, sont liées aux fonctions inconnues a;, a;, ¢;, ¢4 par
les relations (31); ce sont du reste des fonctions dont la différen-
tielle ne dépend, comme les précédentes, que de w;. En posant

dw; = o} w,, dw, = w} w,,

Pégalité des covariants bilinéaires des deux membres des équa-
tions (VI) donne

(32) wi=Ni(wi— w;) — cia,.

Or ces relations sont des conséquences des relations (31); il
suffit en effet de remarquer que les trois premiéres équations (31)
déterminent w,, w,, w; et par suite w), w),, w,. Les relations (32)
sont donc des conséquences de (31) si, en différentiant les trois
premiéres équations (31), on obtient des identités en tenant compte
de (31) et (32); et c’est ce que montre un calcul facile.

11. Finalement, sil’on remarque que les équations (31) détermi-
nent sans ambiguité w,, wy, w;, w, en fonction de ay, a,, as, Cay Cis
le probléme revieat & la détermination de ces cinq derniéres fonc-
tions inconnues. Comme ), = 0, I’expression w, est la différen-
tielle d’une variable indépendante z, et les cing quantités a,, a,,
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ay, ¢4, ¢y sont des fonctions de x définies par les cing équations
différentielles

c,+ a;a, Ca,-
e

a,’- =
a;— a,

33 .
@3) My — Mg+ (M1 — hay) (Aag + a— Mi2) + (@1 — @3) (@ — as) = o,

Nya— Mg+ (Ma— Mi3) (M2 + Az — Mig ) + (@2 — a3) (a,— ay) = o,

ou a, est mis pour et Ay pour sa valeur

a,asa;

c,+ale,
hi=—ay m‘

La solution générale du probléme proposé dépend donc de
cing constantes arbitraires,indépendamment des constantes qui
Sizent la position des hypersurfaces (S) et (£) dans lespace
conforme.

12. Les hypersurfaces (S) el (Z) ainsi obtenues admettent une
génération assez simple. Considérons en effet sur chacune d’elles
les variétés a trois dimensions obtenues en faisant w, = o, c’est-
d-dire les variétés trajectoires orthogonales, sur les hypersurfaces,
des lignes de courbure de la quatriéme famille. Sur une de ces

variétés, on a
dM = 0 Ay + wy Ay + w3 Ay,

dA =— a1 A — a,wy Ay — azwzAy,

(34) dA; = wi(— w;M — N — A,; A+ a;A),
dA =M@ A+ Maws As+ Ay3w;Ag,
dN = ww A+ wrwy Ag+ wiw3 Aj.

On a de plus

f e w = @ =
W) = w) = wj =0,

de sorte que w; est une différentielle exacte, soit dz;.
Il résulte des formules (34) que I'hypersphére A; nedépend que
du paramétre z;, et 'on trouve facilement

drA;

:{TZ‘T = — (a,’ -+ )\f, -+ 'lW[)Ai.
i

Supposons par exemple les trois coefficients a} 4 A}, + 24,
positifs (il pour. it y en avoir deux seulement de positifs, le troi-
XLVI. 8
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sieme étant nul ou négatif); on aura, en les appelant m?,
A;= cos(m;z;)Hyi—y + sin(m;z;)Hy;,

ou H,, H,, H,, H,, H;, H, sont six hypersphéres fizes orthogo-

nales entre elles et satisfaisant a

. H,’IHi=l.
On en déduit

M =2 % [sin(m; 2;) Hy;—y — cos(m;z;) Hyi] +
1

ou H; désigne une hypersphére fixe orthogonale aux six premiéres

et satisfaisant &
Ho|H,=—1.

Autrement dit on peut choisir, pour chaque trajectoire orthogo-
nale des lignes de courbure de la quatri¢me famille, un systeme
de référence tel que les coordonnées heptasphériques d’un point
de la variété soient de la forme

| 1.
\ T2 = ,—n'iSlﬂmiwh
i

1
(35) { @y =— —cosmzi,

Les coefficients m; sont naturellement des fonctions du para-
métre dont dépend la variété considérée. Ces variétés sont tout
a fait analogues aux cyclides de V’espace i trois dimensions : ce
sont de triples enveloppes d’hypersphéres & un paramétre.

13. Les hypersurfaces (S) qui satisfont au systeéme (IV) font
partie d’une catégorie plus générale d’hypersurfaces, & savoir celles
qui admettent des variétés de courbure a trois dimensions, c’est-
a-dire des variétés remplissant toute 'hypersurface et contenant
trois des lignes de courbure de ’hypersurface : ce sont encore les
trajectoires orthogonales des lignes de courbure de la derniére
famille. Ces variétés a trois dimensions existent; on a, en effet,
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d’apres (11),
(n/l- = [00),] +2)\Pi[w(,mi]v
P

ce qui prouve que l'équation w;=o est completement inté-
grable. Sa solution générale fournit les variétés de courbure de la
™ famille.

Les hypersurfaces qui font partie d’un systéme quintuple ortho-
gonal jouissent toutes de cette propriété.

Cherchons & déterminer les hypersurfaces les plus générales qui
en jouissent. En les supposant rapportées a leurs lignes de cour-
bure, il faudra que les quatre équations w; = o soient compléte-
ment intégrables. Or on a

w; = [0w;] + = [wo g |;

pOSOnS
p="*
—
m,-j=2‘)\,-jpwp
p=1
avec
(36) Xijg+Njig= 10 (t#£7));

nous devrons avoir, en exprimant que le coefticient de [wjwy]
dans ] est nul,

(37) hu—hij=0  (i#) Ak).

En appliquant successivement les relations (36) et (37), on

obtient
Nijie=— Njit=— Mij = Nkj = Njri= -~ hji = — Nijk;

par suite tous les coefficients ;4 & trois indices différents sont
nuls. On a donc la formule (11)
B = hijw;— Ajiw;.
La recherche des hypersurfaces en uestion revient done & I'in-
tégration du systeme de Plaff

W= 0,
(VII) « bi—a;jw;=o,

wij— Njwj—+ Ajjw; = o.

Or si Yon forme les covariants bilinéaives des premiers membres
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de ces équations en tenant compte de ces équations elles-mémes,
on trouve

' = o,
(Yi— ni(ui)'E[m,»(da;—&— ald—y —~Z(ar,—~ ai))\ppr>] ’
P
(m,'j——)\,-jwj—i'- 7\/','1.0,‘)‘
/
= [mj(d)\,'j—i— si+ N0+ %(aiaj—&—‘ 2)\pf7\pj)w,~+ S(Nj— )‘iP))‘Pj(”P)]
— [wi (d)\j,‘—f- L+ )\j,-fl ~+ gi_(a,‘aj+ E)\pi)\pj)mj—ﬁ— z ()‘ji_)‘/p))‘pi“’p)]
Les seconds membres des formules (VII') sont de la forme
(VI f Lo,

{ [w;I;;] — [wi1ils

ou les 16 expressions Il;, IT;; sont linéairement indépendantes entre
elles et indépendantes des w;. 11 résulte facilement de la que le
systéme (VII) est en involution et 'on peut non moins facilement
trouver le degré d’indétermination de ses solutions. Il suffit pour
cela d’appliquer la théorie générale des systémes en involution.
Désignons par a;, o, a;, ..., des systémes de quatre arbitraires et
considérons un premier systéme d’équations linéaires en I1;, II;;,

a,~ﬂ,~= o,

ajﬂ,'j—- ainji= o;
il contient s, =10 équations linéairement. indépendantes. Le sys-
ttme obtenu en ajoutant aux équations précédentes les suivantes

a;- II;= o,

a} “,’j-—d’i l'lﬁ: o
contient en tout s, + s, = 10 + 6 équations linéairement indépen-
dantes. Le syst¢me suivant obtenu en utilisant les «; ne con-

tiendrait évidemment pas d’équations nouvelles. Au systeme de

Pfaff (VII) sont donc associés les entiers
sy =1o, s2= 0, $3=0, s, =0

b

et le systme sera en involution si les formules qui donnent les
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II; et les II;; en fonctions linéaires des w; de manicre 4 annuler
les expressions (VII’) dépendent de .

Si+ 283+ 383+ 48, = 22
1 3+ 4

paramétres arbitraires; or c'est ce (ui se véritie unmédiatement.

Lesystéme (VII) estdonc complétement intégrable et sa solu-
tion générale dépend de s, =0 fonctions arbitraires de deux
arguments. L’hypersurface la plus générale de I'espace a4 cinqg
dimensions dépend au contraire d'une fonction arbitraire de quatre
arguments.

La méme méthode s’applique encore plus facilementau systéme
de Pfaff qui donne les systémes n — uples orthogonaux dans P'es-
pace 4 n dimensions; clle conduit immédiatement & la conclusion

P , n — . .
que le systéme le plus général dépend de n(n—1) fonctions arbi-
. : 2

traires de deux arguments.



