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SUR LA THÉORIE DES SYSTÈMES EN INVOLUTION
ET SES APPLICATIONS A LA RELATIVITÉ ;

PAR M. ELIE CARTAW.

La théorie de la relativité a introduit des systèmes d'équations
aux dérivées partielles dont on s'est contenté en général de
démontrer la compatibilité par des raisonnements élémentaires
peu rigoureux. Dans le cas particulier du système de 22 équations
que M. Einstein a mises en 1929 à la base d'une nouvelle théorie
unitaire du champ, ces raisonnements notaient pas sans soulever
de sérieuses difficultés, qu'il fallait tourner par des moyens très
artificiels. En réalité ma théorie des systèmes de Pfaffen involu-
lion permet l'étude complète de ces problèmes de compatibilité;
elle permet aussi de préciser d^une manière rigoureuse le degré de
généralité des solutions d^un système relativiste, quand on ne
regarde pas comme distinctes deux solutions qui se déduisent
l 'une de l'autre par un simple changement des variables indépen-
dantes : dans ce cas, en effet, chaque solution est essentiellement
caractérisée parle système des invariants différentiels qui détermi-
nent l'Univers, abstraction faite d'un changement arbitraire de
variables, et ce qu'on cherche, c'est précisément le degré de géné-
ralité des solutions du système différentiel qui définit ces inva-
riants en fonction d'un nombre fini d'entre eux.

Dan^ le présent Mémoire, je me propose d'exposer sous une
forme tout à fait élémentaire ma théorie des systèmes en involu-
liou en mettant ces systèmes non pas, comme dans mes travaux
antérieurs, sous la forme de systèmes de Pfaff, mais sous la forme
de systèmes adéquations aux dérivées partielles linéaires du
premier ordre. Sous cette forme, en effet, la théorie se prête
beaucoup mieux à la plupart des applications à la Physique
mathématique. Elle prend en même temps un aspect de simplicité
remarquable. En particulier, pour les systèmes relativistes, le
nombre d'identités nécessaires est précisé, et l'on s'aperçoit ainsi
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qu'il peut être supérieur à celui que font prévoir les raisonne-
ments habituels : c'est précisément ce qui se passe pour le dernier
système de M. Einstein.

Il est presque inutile de faire remarquer qu'un système qui
n'est pas en involution n'est pas pour cela incompatible. D'après
un théorème général, tout système peut être prolongé par dériva-
tions successives de manière à conduire soit à des équations algé-
briquement incompatibles, soit à un système en involution.

Le seul théorème supposé connu du lecteur est le théorème
d'existence de Caiichv-Kowalewski.

I. — Systèmes en involution à deux variables indépendantes.

1. Considérons un système de r équations aux dérivées par-
tielles linéaires du premier ordre à n fonctions inconnues M|,
/ /s , . . ., u,f de deux variables indépendantes .r, y:

1 \^ oui, ^
1 7 a i h —— 4 - ^ 01 ̂  <).r ^J
1 Â = I Â=i

(0 ( ..................
k=n Â=n

À' == n k -= n.
\^ oui, ^ àukZ^^^L^^-"^^0'Â=i Â=i

V ÔUk ^ t. ^lfk2^•^--2A^-cr=o•<)x ^ T K ày
k-=.\. Â- l

Les coefficients a,k et c, sont des fonctions analytiques détermi-
nées de j7, y, ^i , . . ., Un. Nous ne nous occuperons du reste que
des solutions analytiques de ces équations.

Supposons d'abord que les équations ( i) puissent être résolues
l i , • , • i l àUk . 1 ÔU\ <)lfrpar rapport a /• des dérivées partielles -j- ? par exemple —» • • • » -j- y

ce qui exige naturellement n ̂ r . Dans ce cas le théorème clas-
sique de Cauchy-Kowalewski nous apprend que le système donné
admet toujours une solution analytique et une seule, telle que les
fonctions ^,4.1, ..., ^/, étant arbitrairement données, les fonctions
M| , ..., Uf se réduisent, poury==yo, à des fonctions données de a?.

Si n ^> r, on peut dire que Li solution générale du système
dépend de n — r fonctions arbitraires de deux variables; si n = /',
on peut dire qu'elle dépend de n fonctions arbitraires d'une
v.iriable, à savoir les fonctions de x auxquelles se réduisent u^ ...,
H,, poury== ro-
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2. Supposons maintenant que les équations (i) ne soient pas

résolubles par rapport à r des dérivées partielles—^ ou, ce qui

revient au même, que l^élimination de»-r^ conduise à un certain

nombre r, > o adéquations ne contenant qu<) les "*• II peut

arriver que, par un changement de variable^ cette circonstance m*
se présente pas, ou que l'élimination envisagée conduise à moins

de /'i équations indépendantes des -^« Nous dirons que le choix

des variables est singulier lorsque l'élimination des —^ conduit à

un nombre d'équations indépendantes supérieur à ce qu'il est
dans le cas général.

Plaçons-nous alors dans le cas où le choix des variables n'est
pas singulier. Nous écrirons les équations du système sous la
forme (

/ - ^ àuk . .
I ^^^fx — c ' = o (» = 1 , - 2 , ..., ri),

\ k - '
(2 i , . V^/ àuk , àuk\

I ^-Zd^71^^^^^^)^^^-0

\ { j =l, ..., /•—-ri).

L'hypothèse que le choix des variables n'est pas singulier
entraîne des conséquences importantes relativement aux coeffi-
cients des équations. Considérons en effet le changement de
variables

x ' == «z, y ' == y — mx^

m étant une constante. On a

au/ àuk àuk àuk àuf,
<)./• ~ àx èy ' ày ~ ày'

Les équations (2), avec les nouvelles variables, s'écrivent

- ^ <)n/, yi àui^
X,=^<y/<. -^ 4- m^aik j^ — €,= o,

k k " •

-. ^ ôuk V- , ^àuk
Y,==j^^^-^ -^-^br^i,k-^mar^k).r —Cr^/=o.

k k
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Si m est suffisamment petit, les Yy sont linéairement indépen-

dants par rapport aux <—^; il faut donc que les r< formes

2-^ (————n>,

considérées comme formes linéaires en j-i> • • • » — » dépendent

linéairement des r — r^ formes

2/ > ^àuk
(^/,k^mn,.^,k)^'

Cela a lieu pour toutes les valeurs de m suffisamment petites; en
faisant tendre m vers zéro, on arrive au théorème suivant :

THÉORÈME. — Si le choix des variables n'est pas singulier^ il
existe entre les coefficients des équations (2) des relations de
la forme

( 3 ) flik == '•/I ̂ r»-M,A -+- ̂ iî ^r^-t,k -;-...-+- ^i,r-r^ ^r,A

(l== I, .... ri; Â-=l , ..., 91).

Avant de tirer de ces relations les conséquences importantes
quelles comportent, faisons la remarque suivante qui nous sera
utile dans la suite. Supposons, ce qui est toujours permis, que les
équations Yy== o soient résolubles par rapport à

àn\ àHî <)u,—it
'^v' ~Sy' 9 " f "^r '̂

II résulte alors des relations (3) que les équations X/==o sont
résolubles par rapport à r, des dérivées correspondantes

l)lfi ÔUî ÛHr_rt.
————— f —————— y • • . « > f

<f.r àx ijx

nous pourrons supposer quelles sont résolubles par rapport aux
ri premières. Il est clair du reste a priori que Fon a /• — r^r^
sinon les équations données pourraient être résolues par rapport à

plus de r — r% des dérivées -^ et le choix des variables serait sin-^ ox
gulier.
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^t. Les relations (3) nous conduisent à considérer les r\ expres-
sions

- <)x/ - <n ' _ <Aa _ < <A'r-r, ^
' r ' ()V ' 1 } fh: ' l î <)./' ' ' ' / / ' / - / l ^

Si Fon développe ces expressions, on voit immédiatement qu'elles

ne contiennent ni les dérivées secondes —^-» nl 1e5 dérivées

secondes <—^» mais uniquement les dérivées secondes -r-r-> et

naturellement rUissi les dérivées -^ et -^- En tenant compte desô.r oy

équations données et des équations —• = o, on peut faire dispa-

raître des <^/les quantités

^'-'//l ^-U, ^H\ ^Hr-i\ ^l <)///•,~^\ • • ' ï ".TT^''^' " > î ~^r9 ^:î " t ï '̂ ';
par suite les B/ deviennent des fonctions déterminées

/ < ) l l , , ^ \ ^Hn ^//•-/-,-M ^Un à^Ur^ï à^-If n\

^ ^\r'v'Hk--^ïï'^^•~^^9^^~)ï^'t^'^')f

< » n peut ajouter la remarque que les seconds membres sont linéaires
i)^- n kpar rapport aux——•• r • if.f^

Nous allons maintenant démontrer le théorème suivant :

THI^ORKMK. — *S7 les r^ expressions 61, réduites en tenant

rumpte des équations du système et des équations — == o, sont

idenfiquement nulles quand on y regarde leurs arguments
comme nés variables indépendantes, le système donné admet
au moins une solution analytique telle, que^ pour y===r'o, les

fonctions u/s et leurs dérivées partielles -p- se réduisent respec-

tivement à des fonctions arbitrairement données 9^(^)5 ^k{x}i
sous la seule condition que ces fonctions satisfassent aux équa-
titfns données^ dans les coefficients desquelles on fait y ==y».

En cnel, les r—/'i équations Yy== o constituent un système de
Cauchv-Kowalewski. Si n = r — /•i, elles admettent une solution
et »i»ie seule correspondant aux conditions initiales données.
Si n •> r — / * i , on pourra se donner arbitrairement les fonctions
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M^_,.^(, . . ., u,^ pourvu que, poury==j'o, elles se réduisent, ainsi
que leurs dérivées par rapport à r? aux valeurs qui ont été
données. Ces fonctions étant ainsi choisies, les équations ^ 1'==- o
admettront, pour les r— r, autres fonctions inconnues, une solu-
tion et une seule correspondant aux conditions initiales données.

Partons alors d'une solution des équations Y/=== o. Les valeurs
des fonctions i^, portées dans X/, donneront pour X, des fonctions
déterminées X/(a*, y), s'annulant par hypothèse pour r==J'o. Or
nous avons admis que les quantités 6/ s'annulaient identiquement

en tenant compte des X/== o, Yy== o et — == o. Les fonctions \i

satisfont donc à un système d^équations de la forme

â\i \^ à\k y / y \
W -2^ Ar- -fi(•r• y- XÂ). = " ••

c'est un systémi* de Cauchv-Kowalewski qui admet, par suite,
une solution et une seule correspondant aux conditions initiales
X/=^o pour y=î=yo; cette solution est évidemment X/== o. Le
théorème énoncé est donc démontré.

4. Le théorème précédent admet une réciproque :

RÉCIPROQUE. — Si le système donné admet au moins une
solution telle que^ pour y==y^, les/onctions Uk et leurs déri-

vées partielles <-^-tL se réduisent respectivement à des fonctions

^k(^) et 4'A(-c) assujetties à la seule condition que ces/onc-
tions satisfassent aux équations données, les expressions Q,,
réduites en tehant compte des équations X,==o, Yy==o,
\v
— == o, sont identiquement nulles.

En effet, d'après ce qui a été dit plus haut, pour satisfaire aux
équations (2) où Fon fait y ==j'o» on peut se donner arbitrairement
les fonctions

-̂n(.20, .... ^(-F)

ainsi que les fonctions

,̂.-r»-n(-c), ..., ^n (•r);
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quant aux fonctions c^i (.r), . . ., o/^ (.-c)^ on peut se donner arbitrai-
rement leurs valeurs numériques pour x=x^. Par suite on peut
si* donner arbitrairement, pour x === J?o? les valeurs numériques des
four lions

^(.r) ( Â : = = i , - 2 , . . . , /t),
^n-M ( r)» • • * ? î / tC^) »
^.(^), ..., ?;,(^);

4^_,^,(.2-)^ ..., ^(.z-).

I l en résulte que si dans l'expression 0/ on fait *r === .r,,, j' ==J'o,
cette expression est nulle quelles que soient les valeurs numériques
qu'on donne aux autres arguments. Cette expression (^ est donc
identiquement nulle et le théorème est démontré.

."). Dire que les 0/, réduites en tenant compte des équations
\ / = = o , Yy==( ) , —/ =-=0, deviennent identiquement nulles, c^est
dire* qu'il existe, entre les dérivées partielles du premier ordre des
premiers membres des équations données, /'i combinaisons linéaires
indépendantes qui deviennent identiquement nulles en tenant
compte des ^'nations du système. Nous dirons pour abréger qu'il
existe r, identités indépendantes entre les dérivées des premiers
membres des équations données.

Une remarque importante et immédiate est la suivante : // ne
peut pas exister plus de r, identités de ce genre. En effet, soit 6

, . . ,. , . , ^)\i à\, à\. <)\fune combinaison linéaire des ——» —,—» — — » -,— ne contenant, après(Àr ày ôx ày *
réduction des termes semblables, aucune dérivée partielle du

second ordre. L'absence des dérivées —l-IL exige que les coefficients

des /—L dans 0 soient tous nuls; Fabsence des dérivées (-—-^ exige()y ' àx ày b

que les coefficients des— /soient tous nuls; enfin l'absence des

dérivées { uk exige que les coefficients des —— soient tous nuls.<fj'12 ° 1 </./•
•» • ! • • ! • » • 1 ^^/ ^^/ ^Y/ Ô\, 1 1 ,l^r suile toute combinaison linéaire des — ? — » ——? — d o n<)jr Oy <).r <)y
s'éliminent toutes les dérivées secondes est bien déterminée quand

on se donne les coefficients des —i; ces combinaisons sont doncf)r
au nombre maximum de /'i indépendantes.
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Le résultat précédent a une très grande importance, parce que
l'entier r, a une signilication intrinsèque indépendante du choix
non singulier des variables indépendantes. L'existence de r,
identités permet donc d^appliquer le théorème du n° 4* à n^importe
quel choix non singulier des variables indépendantes.

'\ous conviendrons de dire que le système donné est en involu-
lion si les dérivées des premiers membres sont liées par ri iden-
tités linéairement indépendantes.

Si n ;> / * — / • « , on voit qu^on peut se donner arbitrairement
/( — r -h /'i des fonctions inconnues Uk : nous dirons que la solu-
tion générale dépend de n — r -h r\ fonctions arbitraires de .r, y.

Si A i==r -—/ ' i , toute solution du système est univoquement
déterminée par une solution, poury==yo, des équations X/== o,
puisque les équations Yy==o déterminent complètement les

valeurs initiales des f— quand on connaît les valeurs initiales

des fi/.. Comme on peut satisfaire aux /'i équations X/==o en se
donnant arbitrairement, pour y:==y«, n—r, des fonctions
inconnues, nous dirons que la solution générale du système
dépend de n —r, fonctions arbitraires de x.

Remarquons que le nombre des éléments arbitraires qui entrent
dans la solution générale est le dernier nombre non nul de la suite
non croissante

[ n — r\, n — r -r- f\,

et ces éléments arbitraires sont des fonctions d'une ou de deux
variables suivant que le nombre considéré est le premier ou le
second de la suite.

Il pourrait du reste arriver qu'on ait n == r — r» == r<. La solu-
tion générale ne dépendrait plus alors que de constantes arbi-
traires, en nombre égal a n.

(î. Un cas important est celui où Fon a n = r — /'i. On dit dans
ce cas que le système en involution détermine les fonctions
inconnues; d^une manière plus précise, la connaissance des fonc-
tions inconnues pour y == y® détermine complètement ces fonc-
tions pour toutes les valeurs dey.

Pour qu'un système soit en involution et détermine les fonc-
tions inconnues^ il faut :
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i° que les équations du système soient résolubles par rapport
» > • . au kaux n dérivées ——;

2° qu^il existe entre les dérivées des premiers membres
F) = r—n identités linéairement indépendantes.

Ces deux conditions sont du reste indépendantes l'une de
Fautre. La seconde condition est généralement admise comme
nécessaire et suffisante.

7. Considérons une solution particulière du système donné,
qui1 nous regarderons comme définissant une surface à deux
dimensions de l'espace à // + /• dimensions. Considérons sur cette
surface une ligne y=-f\x). La solution pourra être obtenue par
la méthode de Gauchy-Kovvalewski indiquée plus haut si le choix
des nouvelles variables

./•'=- ./•. y ̂  r—y\<»

n'est pas singulier. Dans le cas contraire la courbe sera dite
caractéristique. Comme on a

t)ll _ ( ) l f ., l ) l l <)U __ ()ff

<),/• à.ï'' * ^y' ày ày'

la courbe sera caractérislique si, en revenant à la forme géné-
rale ( « ) des équations du système, les /' formes linéaires suivantes

<)lf | OU „en -r- i • • - î —— :<h i) y

y^—/'^-)—1 ( t = i, • < , . . . . /•),Â - i J •
sont au nombre de / • — r \ — i indépendantes au plus. On peut
exprimer ce résultat sous une forme plus symétrique.

La ligne définie par l'équation différentielle

a dx — P dy --=- o

est caractéristique si les r /ormes linéaires
A=H

^(a«^.—^^.)^. ( t ' = i , - > , . . . , r )
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en '.\, ̂  • • •i '-'> s^fll (f^ n(nnl)re de f —r, — i indépenddntes au
p i n s .

8. Appliquons les considérations précédente;? a quelques
exemples simples. Si nous considérons une équation aux dérivées
partielles non linéaire du premier ordre

ô:. ../ ^-\

^ - / ( / • • 1 • • 3 • ^ } = 0 •

nous pouvons la ramener au système do deux équations linéaire^
<nix deux fonctions inconnues 3 et // :

t)z
0. .-/^°-
<)z- /•^-/.,..r. ../^o.

Sous cette forme ce système ft^'st pas en involudon ; on sait
bien du reste que, pour r =j'o, on peut se donner arbitrairement
z _=: ̂ ( j •) et p = 9'(.r), mais qu'on ne peut pas se donner arbitrai-

rement ̂  Nous ajouterons aux deux équations précédentes la

suivante, (lui est évidente :

()p r r n f ()p - n^~j•t~j:p~~fPà~^{)'

Nous avons ici
// •-'— :i, r ^=- 3, /'i == i ;

il existe d aulre part une identité

f) / <)z \ ^ /à^ ,.\ /àp - ... ., f)p\
^ (^ -p)- <77. (^ -/) ^ (^ -^-^^-A-£)"°-

Le système est donc en involution et il détermine les deui fonc-
tions inconnues, la solution générale dépendant de n — i\ == i
fonction arbitraire d'une variable.

Les caractéristiques sont données en exprimant que les trois
formes

^.. %>. (P-^W

se réduisent à r - /'i - i == i au plus; il faut donc (3 == a/^,. Par
LIX. 7
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suite les caractéristiques sont les lignes satisfaisant à

^-/^•.
résultat classique.

Prenons maintenant un système de deux équations » deux fonc-
tions inconnues

<)n i ()n.) ou i ou.»^ 1 1 -y- 4- ^ 1 2 — -L- oi i -r- — ^i-' — — c"! ^ < > •.̂/' (À/' (^y <J '̂
^//l €///.> . <)ff[ . ÔH^

<7., —— -1- </.».) —— + b.)[ ——- ^ ̂ .).> —— — c., -= o.
• àx " àx <)y " f̂ r

LA'ntier r — r\ == 2 — / 'i est le nombre des formes linéaires en

(//na-t- ^up)Çi4-( /? i .2a Jf ^ i 2 ? ) Ç ï ,

( ^.ji a -- /^.>i ^ ' )Ç i 4- l,^..».j3( -4- ^•2-»? »S-^

qui sont linéairement indépendantes. En général ce nombre est a ;
on \\ alors r\ == o, et par suite le s^ sterne est en involulion, il
détermine les fonctions inconnues, la solution générale dépendant
de n — i\ == 2 fonctions arbitraires d'une variable.

On montre facilement que l'entier F) est égal à i si le système
donné est de la forme

., ôii\ . àu^
\ === ci —— — h —— — Ci ̂  o

ôx ôx î

Y -= ()u-1 -^ / <)l/î — = ( •
~ à y ôy î~~~

l'existence d'une identité est alors nécessaire pour qu'il soit en
involution; mais il ne détermine pas les fonctions inconnues.
L'identité est de la forme

,}\ </V
<)y <)./•

il est bien entendu qu'elle doit avoir lieu quelles que soient les
, . , àu\ <)ïf i àïi.f <)n->

valeurs numériques des arguments x^ y^ M(, (/a, ->—? -.—» -y-'5 >—»

mais à condition que ces valeurs numérufues satisfassent aux
en ù a t io n s do n nées.

II. — Les systèmes en involution à trois variables indépendantes.

î). Prenons maintenant un système de r équations linéaires aux
dérivées partielles du premier ordre à trois variables indépen-



99 —

danles .r, y, z. Supposons que, pour un choix arbitraire des
variables indépendantes, le système puisse être résolu par rapport

à r— /'.j des dérivées <-u-ILî et que les r.j équations indépendantes

résultant de l'élimination des <^— puissent être résolues par rap-

port à 7*2— r ! des dérivées î-^î de sorte qu'il existe F| combinai-

sons linéaires indépendantes du système qui ne contiennent que

les < u k - . Le choix des variables sera alors dit singulier-si les pre-

miers membres des équations admettent moins de r — r_> combi-

naisons linéairement indépendantes par rapport aux —k ou si, en
admettant exactement r— / 'a, les i\ combinaisons linéaires* qui ne

contiennent plus les (— admettent elles-mêmes moins de r^—r\

combinaisons indépendantes par rapport aux -1—'

Le choix des variables étant supposé non singulier, nous pour-
rons écrire les équations du système sous la forme

V^ ^ff/ , .
\i^^iih^—di-^ (l=l, ...,/'i),

/ ^ V ^
ô.r

1 v V / <)nk i <^<k\ i / . v
1 \j^^\^r^,h -^ — ^ - + - y ^ . ) — ^ + 7 = 0 ( j =1, ...,^—^),,. ; /"^\-'^ àx ' /l-+7'/l ày

k

^ / ô t i k , àuk àiik\ ,
l-h ̂  .7, \ al\ ̂ i^' "TT -r- ^l'^l^k -T- -T- ^/-,-+-A,Â- -j^- 1 — tïr^h = 0^ ^h—^^tr^l,

\ k/>'

\ { / i = i , ..., r — r ^ ) .

Nous avons démontré précédemment Inexistence de relations

( C» ) ''//•// == ^i\ ^/•i+l,/( — ^iî ^i\+î,h -+-... -T- ^i,r, -i\ ̂ i\h

( /= i, . . . , ri; h=-i, . . . , n\

II en existe d'autres. Considérons en effet le changement de
variables

./•/ == j ' , y = y, z = 3 -r- my -r- nx,

m et n étant des constantes. Les coefticients de —A dans X/, Yy
et Z^ deviennent respectivement

/^/^-, n(t,.^,k-r- mb,^+j,k, nitr^li^-^ nibr^h,h -r- Cr^h,k.
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Les / — /'.j expressions Z^ continuent, si m et n soni sufnsamment

petits, à être linéairement indépendantes par rapport aux f-u—'

Un raisonnement analogue à celui qui a été fait précédemment
montre 1 existence de relations do la forme

i < / / / . = ;JL, i C-/,+l, À- .4- • • • -H^r-/-^'/-/. <,/' ^ I. .... / i ; / .= I , . . . . / / > .

• - ' / ^/•,4./.Â ==- '- ' /1CV..4.1./Î 4- ... -»''- '/./- /•,^/-/. ( ./== I. . . . • ' • • • — — ' ' 1 ; ^ = ' • • • • . ^) .

f ^/•,4././, ,=. ^ / l ^ / 4-1.^ + • • • - » - ^ /./-/•./•/•/, > ./^ I. • • • , / • - — — '•!: /> ^ I. .... ^).

(lela ( » < > s ( ' 1 . considérons les /•i -i- r_> expressions

-l"-.,,^\/ v . <^/
^ 5 / — ^ A / / — — ( / . := I. . . . . / • , ) .

^r ^d ' à.t

, ^ ^\, v< ' ^/.//.̂ ^ ._ ^ ;^^- , ,= . . . . . . / , .

„. - ^ v / V 7 ^h ^h \ .

^"-J:--- Z { : f / t^^ ' i / lw) ( . / = = 1 • • • - / • — — / • ) .

Les (")/ (lévclopï)ées ne <'ontiennent que les dérivées secondes -»— »

h'^ <l>, développées ne contiennent que les dérivées secondes /'

— — 5 les ^', développées ne contiennent que les dérivées

secondes —— » -—- et . „^./•ï < t . i ' i ) \ <)v-

10. liaisons ici encore une remarque analogue à celle du n° 2.
Supposons, ce qui ne restreint pas la généralité, que les équations
/./t o soient résolubles par rapport aui dérivées

L(^ dernières relations (7) montrent qu^alors les équations Ïy== o
bout résolubles par rapport à / 'a— r, des dérivées corres-

pond,dites —? • • • > '—r^î no^ supposerons quelles le sont par

rapport aux r. j—/' i premières

àn\ àu,^-i\
-Jr' '"' ~~à7~'
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ï.es relations ((i) montrent enfin que les équations Xi==o sont

résolubles par rapport à r, des dérivées —' ? • • • ? '-—/—rl ; nous
* * '/// if.r

supposerons qu'elles le sont par rapport à

<)n\ ^/-,
///'' ? t).f

Si maintenant nous tenons compte des équations — ^=- o, nous

voyons que nous pouvons faire disparaître des 6/les / ' i premières

dérivées secondes ' — u { ? • • • -> " l l \ nous pourrons ensuite utiliser
i ) j r '1 àx^ ? r

les équations (.")) elles-mêmes pour faire disparaître les dérivées (9),
(10) et (i i). Finalement, après ces réductions, Pexpression %[ ne
dépendra que des arguments

i)Ur^k ^f/r.^,-^- <)n,—r^k ^ U,^+k.r. ^ 3, „,, —^-, ^ , —^—, —5^r--

„. ,1 - • ^i ^iSi nous tenons compte des équations .— •==- o et — =^ o, nous1 ^ J.r Ox •
pourrons faire disparaître des ^i les dérivées secondes -.—» • • • ?
^iin d ^ i / i i ) ' 1 n i.—f. ' •r- .—-f -,—,- . • . . î -——?—'* nous pourrons ensuite utiliser, comme
//r2 i).rôy <)jr i)y î -

pour les ^,, les équations (5) elles-mêmes. Après ces réductions,
les expressions <!>/ ne dépendront que des arguments

<)l1 ,-^f, ' ï l l i . - r ^ k - ^r—/,-»-X ^ K^ ̂  ^ Ur^—i-t+k
.r. ^, .-./,/,. -^^-» ' -<)7~ ) ——t^""' " ï ^ " ' ~ à x à y ~ 9

ffï\v un procédé analogue nous pourrons réduire les expres-
sions T/ de manière à ne les faire dépendre que des arguments

ihfr^k àu,^— /•,-+-/ ^KI •-/•,<-/.^\ r. ^. / / / . . —.—> ——i——? ——i——»• ô.r ()y t)z

(^ Hr^f, ^- Hr.r-i ,-X- ^:i If /•,-r,-^

"TT7""5 /Ar ^ r î / / ) ^ '

1 1 . Nous allons maintenant démontrer le théorème suivant :

THÉORÈME. — *S'i les ri+r,» expression ̂  <&/;"^Fy, réduites en
j , . l)\i 0\ f â\ i v YT- ryt citant compte des équations—— = — === —— ===.\(==Y,==/JA==O,' / àx àx ôy t j n j

deviennent if/e/ffu/uemenf nulles^ le système donne admet au
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moins une solution analytique telle que, pour z = z^, tes fonc-
tions Uk et leurs dérivées partielles à1-^ se réduisent à des
fonctions données 9^(.z-, y) et ^(uC, y), sous la seule condition
que ces/onctions satisfassent aux équations données, dans les
coefficients desquelles on fait z == z^.

Remarquons d'abord que les équations X/== Yy== o forment un
système en involution de deux variables Indépendantes^, y . Cela
posé, supposons que les fonctions o<(.c, y ) et ^.(.c.y) satisfassent,
p o u r ^ = = 5 o , aux équations données, regardées comme équations
aux dérivées partielles par rapport aux fonctions inconnues
^A—= 9/1 (^y) et comme équations linéaires par rapport aux fonctions
inconnues — ==:d^(;r,y). Les équations Z/,== o constituent alors
un système de Cauchy-Kowalewski. Si n = r — /\», elles admettent
une solution et une seule correspondant aux conditions initiales
données. Si n >> r—/'a, on pourra se donner arbitrairement les
fonctions u,_,.^^ . . . , u,^ pourvu que pour Z=ZQ elles se
réduisent, ainsi que leurs dérivées par rapporta -j, aux valeurs qui
ont été données : ces fonctions étant choisies, les équations Z/,== o
admettront une solution et une seule satisfaisant aux conditions
initiales données.

Portant dans X/ et Yy les valeurs des MX correspondant à une
solution des équations ZA==O, nous obtiendrons des fonctions
déterminées X/(.r, y, ;;) et Yy(J", y, z ) qui, par hypothèse,
s'annulent pour z === ̂ - Or, d'après les hypothèses faites sur les <Ï^
cl ^'y, ces expressions s'annulant identiquement en tenant compte
. j\i (}\, ()\, . . . — —"e -, = o, -.— = o —— == o, on voit que les fonctions X( et Yy

satisfont à un système de Cauchy-Kowalewski de la forme

<)\i y à\.k Vp à\k V., à\k .( -v v^ \
JT -Z^71 ^7 --2^- ^- ̂ L^-àr ^ j i { x - ̂  z- xi Y^ = 0?

/• À- k

^i V \ ^x/- V R' à ^ k ' Vr' ^Y Â ( Y- T \-J7 -Z^"^ " là^'^ "'2*°^ ̂ 7 -^•(•r-^ ^ ̂  ^ / ) -o-
/. À- A- "

Ce système admet une solution et une seule correspondant aux
conditions initiales X, == o, Yy;== o pour z == ZQ : cette solution est
manifestement X,== o, Y/= o, ce qu^il fallait démontrer.
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l'a. Le théorème précédent admet une réciproque.

RÉCIPROQUE. — Sifppos(ms que le système donne jouisse des
propriétés suivantes : ^

1 ° Si l'on fait z == Jo dans les coefficients des équations

données et si l^on y regarde les quantités Uk et -^ comme des
oz

fonctions inconnues de x^ y, le système admet au moins une
solution telle que^ pour y == j o ^ les fonctions «<, leurs dérivées

partielles nk et les fonctions -l^L se réduisent à des fonctions1 ()y J ()z J

données de a?, assujetties à la seule condition que ces fonctions
de x satisfassent aux équations données^ dans les coefficients
desquelles on remplace y par y<» ;

2° Si u/,-= <-^(*y, y) et -f— = ^/(-y? v) constituent une solution

quelconque satisfaisant aux conditions précédentes^ il existe
au moins une solution ///(^c,y, s) telle que, pour 5===5o, la
fonction Uk{x,y, z) se réduise à o*(.r, y) et sa dérivée par
rapport à z à (L/ \x^ y) ;

*S"/7 en est ainsi\ les /', -+- r^ expressions ^/, ̂ , ^¥j deviennent
/denfif/uemenf nulles en tenant compte des équations

^ - ^X/^ ^ÏZ - X = Y = Z, = o
i).f à.r ()y f J h

La première partie delà réciproque ne fait en somme intervenir
que les équations X/==o, Yy==o, dans les coefficients desquelles
on fait ^ = = = ^ 0 ; elle exprime que le système ainsi obtenu est en
involulion. Gomme cela doit avoir lieu quel que soit -ZQ, cela
prouve que les expressions 9( deviennent identiquement nulles

quand on tient compte des équations — === o, X/== o, Yy== o.

Passons à la seconde partie 4e la réciproque. Diaprés ce qui a été
dit plus haut, on obtient une solution du système en se donnant
arbitrairement :

,̂
i° Les fonctions u^^(x,y, s), .. ., Un{x^y, z)\
2° Pour ^ 2== ^o< les fonction&.K,,_,.^i (x, y), ..., ^-r,(^» y) »
3° Pour z = z^ y =y^ les fonctions ^r»+i(^)» • • • j urr-rSX)^
4° Pour z === ^o» y ===yoî ^ == ^9, les valeurs u^ . . . , u^.
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Par siiite on peut se donner arbitrairement, pour x-==Xoy
y ==yoî z == ZQ^ 1e8 valeurs numériques des quantités

ÔUr^k àtli^-r^k Ôïir-r^k
1f kf ——3——î ———»————» ———»———?< ĵc ^y àz

à-^Ur^k à^ H^-r^k à'1 H ,^-,'^k

à^ î àx à y ày^

Comme les constantes a-o, yoi ^o peuvent être prises arbitraire-
ment, il en résulte que les expressions réduites des ^/ et ^y
s'annulent pour des valeurs numériques arbitraires de leurs
arguments.

Ï3. Remarquons maintenant qu'il ne peut exister plus de r^ 4- r^
. . . ,. , . . , , « î ()\i <)\' àïfycombinaisons linéaires indépendantes des — » — i • • • , — ? quir ôx <)y <)z i

ne rontiennent auéune des dérivées secondes des fonctions u^.
Cpnsidérons en eflet une combinaison linéaire 0 pour laquelle

)V iY iV
les coefficients des —S —? —/ soient tous nuls; la considération

ày àz àz
, à"- Uk ()î Uk ^ Uk ^ Uk ^ Uk à'*- Uksuccessive des ——- ? -—- » -—- » —— j -—— 5 —— montre que tous

à^- àyàz àxàz ày'1 àx ày àx^ I

les autres coefficients sont nuls. Par suite toute combinaison
linéaire ©jouissant de la propriété énoncée a ses coefficients par-

\'v fW /W
faitement déterminés par ceux des —-i» — > —; le nombre der ày àz àz f

celles qui sont linéairement indépendantes est donc au plus ri -I- /'a.
Gela montre a fortiori que le nombre des identités linéaire-

ment indépendantes qui existent entre les dérivées des premiers
membres des équations données est au plus r, 4- /'a. Par suite si ce
nombre maximum est atteint, c'est que les propriétés énoncées
dans le théorème du n° 11 ont lieu pour tout choix non singulier
des variables indépendantes. Nous dirons alors que le système
est en involution.

La condition, d^ involution est donc inexistence de r^-\-r^
identités linéairement indépendantes entre les dérivées des
premiers membres des équations du système.

Le degré d^arbitraire de la solution générale est, diaprés ce qui
a été dit plus haut, le dernier nombre non nul de la suite non
croissante —

n — r\, n —- y\ -r- ̂ , n — /• -r- r^,
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et les éléments arbitraires sont des fonctions d'une, deux ou trois
variables suivant que ce nombre est le premier, le second ou le
troisième de la suite. Si n — r, était nul, l;i solution générale
dépendrait seulement de n conslantes arbitraires.

Le système détermine les fonctions inconnues si n=r—/•_..
Par suite pour qu'un système soit en insolation et détermine les
fonctions inconnues^ il faut et il suffit :

1° Que, pour un choix non singulier des variables, les équa-
tions soient résolubles par rapport aux n dérivées par-

tioll^ ^;
CfZ

2° Qu^if existe entre /es dérivées des premiers membres
/'i 4- r— u identités linéairement indépendantes.

On voit que le nombre d'identités nécessaires peut être supérieur
•\ l'excès /• — // du nombre des équations sur celui des inconnues.

14. On peut regarder toute solution du système donné comme
définissant une variété à trois dimensions dans l'espace à n -h ^
dimensions. Dans une variété intégrale, une surface définie par
une relation

^f(x.y)

est caractéristique^ s'il est impossible d'obtenir la variété par
application du théorème du n° 11 en faisant jouer, par un choix non
singulier convenable des variables, à l'équation z—y(d", y)===o
le rôle de l'équation ^ == o. Si une surface est définie par

•j. f/.r -+- ̂ ly—^ dz •== o,

la condition pour que cette surface soit caractéristique est que les
premiers membres des équations du système, quand on y remplace
respectivement

'')n/, àuk ôiik
' ' h 7 9 liy^ 17T

par
^ ^ V^.

deviennent des formes linéaires en i^ . . . , ,̂, au nombre de
r — Fa— i indépendantes au plus.

Il peut exister également des lignes caractéristiques. Si une
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telle ligne est définie par

y. <i.f -4- ^ dy -'- y dz ==-<).
a' r/.r -4- ^ dy 4- y' </3 =— o.

c\*st que les r formes linéaires en ^/, ^ obtenues en remplaçant

^/// oui, àtif,
i).r ï ^y * àz

par
^^^^. ^4-3'ç/., 7;/4-v^

sont au nombre de /' - / ' ( — i indépendcintes au plus.

I.'). l^'enons le seul exemple du système
ôv <hv

"~ àz <)y
ihv ou

\ s- - — — —h -o.<).r àz
Ôlf <)t'1

/•^-/.r-^- '•=<>•
<hf àv ihvI s s . — 4- -r- ̂  , — // =: <»,<)./' ôy dz

à trois fonctions inconnues u, e, (v; les coefficients </, &, c, //
.seront supposés, pour simplifier, des fonctions données de x, r, 3.
On îi ici

r -,; », ^=i, /•i == <».

l^i condition d^involution exi^e Inexistence d^une identité, dont
le premier membre est nécessairement

i)\ d\ à'L
<77 ^ ôy ^ àz ;

on arrive ainsi h la condition

<)a àh <)c-+. — ^- - -= o.</r à y ôz

Comme les équations sont résolubles par rapport aux trois

dérivées ' , - » -» — » le système détermine les fonctions inconnues
<)Z ÔZ <)Z

et la solution générale dépend de deux fonctions arbitraires de
deux variables.
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Les caractéristiques à deux dimensions s'obtiennent en exprimant
que les quatre formes

7^—%:!. ^—7;«- %—^,, a;, 4-1%-{-7;:;

se réduisent à deux indépendantes au plus, ce qui donne

aï 4- 'y- — Y- ̂ : o ;

on obtient ainsi les intégrales de l'équation

i^ \^i^\^l^\~
[^)^(^)^(^) -°-

11 n'y a pas de caractéristique à une dimension.

III. — Cas général.

K). Bornons-nous à indiquer ce qui sepasse pour quatre variables
indépendantes x^ y, z , t. Si r est le nombre des équations du sys-
tème, n le nombre des fonctions inconnues, on désignera par r^
le nombre des combinaisons linéairement indépendantes des pre-
miers membres qui ne contiennent que le3 dérivées par rapport
à x^ y, z\ par r_, le nombre des combinaisons qui ne contiennent
que les dérivées par rapport à x ^ r \ par F( le nombre des combi-
naisons qui ne contiennent que les dérivées par rapport à x. Natu-
rellement ces entiers n, ra, r, se rapportcntà un choix arbitraire
des variables. Le choix des variables sera dit non singulier si ces
entiers conservent les mêmes valeurs que dens le cas général.

On définira les systèmes en involution d'une manière analogue
aux cas précédents et Fon démontrera que la condition d'involution
est l'existence de r^ 4- /'•j+ ^3 identités entre les dérivées partielles
des premiers membres des équations du système.

Le degré d^irbitraire de la solution générale est le dernier
nombre non nul de la suite non croissante

n — / - i . n — /•, h /'i, n — r:i -}- r.^. n — r 4- /'y.

Si n == /• — /-g, le système détermine les fonctions inconnues ; on
voit alors que le nombre d'identités linéairement indépendantes
jactest

/'i -L- r.i 4- /• — n > /' — n :
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la solution générale dépend dans ce cas de

n — /':î — /'î -== •> n -— r 4- /'^

fonctions arbitraires de trois variables.
Il peut exister ici des caractéristiques à trois dimensions, à deux

dimensions et à mie dimension.

17. Prenons comme exemple le système suivant, qui se présente
dans l'hydrodynamique d^un milieu continu supposé sans pression
ni tension, mais soumis aux attractions newtoniennes :

^Y _ àL
' " ô~z ~~ ày ~ 0<

^ IÏL _ i)\
<).£ d^
, ô\ ô\

l t = r- — T- =-^.ôy ôx
<)\ à\ ai.F, 3 - -4- — + -- 4- , r^ =. o.
<h- à y <)z

,, ^- <^ < ) ( ^ n ^ ^ ( ^ r » < ) t ^ ^ ' }|.' s. — 4. -_j__ 4. —'—— JL. —;—— ^ o.
' ^/ ().r ôy ôz

<)n an ' <)n on
F,, S — -»- /< . ^- ( . +. (r . — \ — o.

()t ÔJ: <)y <)z
,, <){' àv ^c «h' ,
I- 7 s — 4- // » -î" *' -r -^ (r r — l - °-^/ ^ ^r <)z

ihv àw àw àw ,,|- ^ ^— 4. /, .— — p - 4- (»> - - — /. — o.
<)t ôx à y ôz

1 1 y a sept fonctions inconnues; X, Y, Z désignent les compo-
santes do Faccélération nevvtonienne; p désigne la densité du
milieu; H. r, ir désignent les composantes de la vitesse.

Si nous rangeons les variables dans Fordre t. .r, y, j, nous
avons un choix non singulier des variables, avec

// -s. 7, r =- <S. /"3 == i, r.i •= o. /•i — o.

L'entier / i -(- /•_.+ r^ étant égal à i, la condition d'involulion se
tradui t par une identité, qui est ici évidente :

^F, JT, ^
<).r <)y f)^

Le svsiémc fl^lermine donc les toaetions inconnues et la solu-
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lion générale dépend de // --- r;i -»- /'.» =-= ^ fonctions arbitraires
de /, x , y .

Los caractéristiques à .î dimensions s'obtiennent en exprimant
que les formes linéaires

•r^-%, ^—Y;i, ^i-^, a;!-^4-^.

(̂  4- a M 4- ? ^ — y w)Çi — ?(aÇ5 4- [^6 ^- T^').

< o -4- a // ^- ̂  r 4- yn' )Ç:,. ( 8 -(- a // — 3 p — y w)Çc,. (o 4- a M -^ ^ r ^- y (ï- ) ̂

sont au nombre de r—Fa— i == 6 indépendantes au plus. Si la
quantité ô 4- <xu -{- (3c+ /(v n'est pas nulle, cela exige que le;»
quatre premières formes soient au nombre de deux indépendantes
au plus, ce qui donne, au moins dans le domaine réel,

a == j ^= v -=-:•- o.

Si au contraire ô -4~ a // -|- (3r 4- y<1' ̂  o, il n^v a que quatre
formes indépendantes au plus.

Il y a donc deux espèces de variétés caractéristiques à trois
dimensions :

i° Celles qui sont définies par dt=o : ce sont les sections à
temps constant;

2° Les variétés satisfaisant à une relation de la forme

a(</.r — u ( l t ) -4- ^( < 1 Y — •' dt > -h ';(</3 — \v ( I f ) ^ o :

ce sont les variétés engendrées par des lignes fluides dépendant de
deux paramètres et suivies pendant toute la durée.

L^existence des caractéristiques de première espèce est liée à la
propagation instantanée de la gravitation.

Les caractéristiques à deux dimensions sont les variétés engen-
drées par des lignes fluides dépendant d^un paramètre, et les
caractéristiques à •nne dimension sont les lignes fluides elles-
mêmes.

IV. — Applications à la théorie unitaire du champ.

18. Nous allons appliquer la théorie générale à Fétude des sys-
tèmes d'équations aux dérivées partielles qu'on peut mettre à la
base de la théorie unitaire du champ fondée, suivant la conception



— IJO —

de M. Einstein, sur la notion d'espace riemannien à parallélisme
absolu. Nous ne nous occuperons pas de l'aspect géométrique du
problème ( * ).

Un espace riemannien à parallélisme absolu est défini analyti-
quement par 16 fonctions h si des 4 variables indépendantes x^
( a = = i , 2 , 3 , 4 ) - L'indice latin éprend les quatre valeurs i , 2, 3, (,

de telle sorte que les quantités ^^h^dx^ représentent les projer-
a

fions, sur les axes d'un repère rectangulaire attaché au point (^a),
du vecteur infiniment petit joignant ce point au point infiniment
voisin (.r^-i- dx^ ; tous ces repères sont, par convention, paral-
lèles entre eux. Les indices grecs a, (3, . . . se rapporteront aux
variables indépendantes.

Conformément aux conventions classiques, nous supprimerons
les signes de somnmtion; nous désignerons par une virgule la
dérivation ordinaire, le symbole T\^ désignant la dérivée de T par
rapport à x^.

Nous désignerons par h le déterminant des 16 quantités h/sy, ef
par li^ le quotient par // du mineur relatif à hsy..

La torsion de l'espace se définit analyliquemcnt, soit par les
quanti tés \ a / -{==— V^déf in ies par les 24 relations

< 1 > ^.s-a^ fc ^•a,3 — ^s'^y.— ^a^ — 0'

soit par les quant i tés ^ ' ' . <==— ^''^ définies par

\^~ h^ \^.

L'f l i ln inal ion des //,a entre les équations ( I) donne les rela-
tions

• l 1 » ^a.-l7a.Aa;-{,Y•+- -^7.2 •+ ̂ '^ = 0-

Ou a du reste <"nlre les dérivées des expressions ^Cs^ et 1?^-}^, dans
lesdiielles on regarde les /i^ et les A^-} comme des fonctions arbi-
traires, indépendantes les unes des autres, les i 6 4 - 4 = = 2 0

( ' ) Voir \. EiNt>Ti-:iN, Auf (lie Hiemann-Metrik und (/en Fem-Pai'nllelismus
^e^runflete einheitlicite Feldtheorie {Math. Ann., t. 10°, if(3o, p.6^)-6g7);
et K. ( T A R T A N , Notirc lus fondue sur fa notion du parallélisme absolu {Math.
Ann., t. 10Î, iQ.îo. (>. 6((<S-;<)(i;.



— 111 —
identités

^ l U ) ( ^.Y -^7,a-X,^^-r- J?a^ =^
< .̂'.ô— ^a:^,-; - ̂ 070,3— ^37Ô,a- o.

Dans ces identités, s prend les valeurs i , 2, 3, 4; dans les pre-
mières, a, 3, y sont trois quelconques des indices 1 , 2 , \ ; dans
les dernières, a, ;3, y, ô sont, à l'ordre près, les indices » . 2, 3, 4.

Nous regarderons dans ce qui suit les équations ( l ) et (II)
comme des équations aux dérivées partielles linéaires du premier
ordre aux 16 -4- 24 == 4o fonctions inconnues h^ et -\^. Entre les
dérivées des premiers membres de ces équations existent donc les
20 identités (111). Or s; l'on désigne par r\ r,, /^, r.^ les entiers
relatifs au système considéré, on voit immédiatement que les
équations sont résolubles par rapport aux dérivées prises par
rapport à x ' ' des 2 » fonctions

h^(s == T , ^ 3, 4 ; a ^ i, •>, T) cl A^ (.s- = i , ^ 3, 4 ; a, ^ = i, •<, 3),

l'élimination de ces dérivées conduisant aux r\ = 16 équations

^.^3 ̂  ^ ( s ---=-- i . 2, 3, » ; a, 3 == I , •J», 3),
X ,̂ _ , , - -=<) (^=1, •2, 3, 4).

Les 16 équations précédentes sont résolubles par rapport aux
dérivées prises par rapport à x3 des 12 fonctions

^ a ( ^ = l , •>., '^ \\ a ^ i , 2) et À^ ( ^ = 1 , ^ , 3 , 4 ) ,

l'élimination de ces dérivées conduisant aux r^== 4 équations

^,,,-0 ( ^ = 1 , 2 , 3 , 4 ) .

Enfin ces quatre équations sont résolubles par rapport aux
quatre dérivées A ç i _ > ; on a donc r, == o.

La somme r\ -{- r'_, 4- r^ = o 4- 4 + 16 == 20 est précisément
le nombre des identités (III).

Si maintenant nous ajoutons aux équations (I) et (II) de nou-
velles équations en nombre r et si nous désignons par

^l-t-^'O ^2-r-^j, ^3+^3

les nombres relatifs au système total, nous voyons que ce système



total sera en involution s'il admet /', 4- / j - r-, nouvelles identités
indépendantes de ( 1 1 1 ) . D'ailleurs pour avoir r — r-,. il suffir.i, eu.
imaginant les ^.4 ( a, ?=i, 2, ^) tirées des équations ( 1 1 ) .
de chercher combien de dérivées \^., on pourra tirer des nou-
velles équations données. On procédera d'une manière analogue

pour avoir /'._» et / ' i.

19. Avant d'aller plus loin, il importe de rappeler une des con-
ditions formulées par M. Einstein, c'est que les équations mises à
la hase de la théorie doivent déterminer les 1 6 fonctions in-
connues //^, // une transformation arbitraire prî-s effectuer
sur les variables inflefferiflanff^. Cette condition n'est évidem-
ment pas très précise. Nous pouvons la préciser en partie de la

manière suivante.
Les quatre qu.mtités //^/./^sont, comme nous l'avons dit, les

composantes, rapportées à des repères rectangulaires tous paral-
lèles entre eux, du vecteur inHniment petit qui joint deux points
ininument voisins. Imaginons une solution des équations du
champ. Ou pourra toujours choisir les variables indépendantes de
manière que les lignes tangentes en chacun de leurs points au

quatrième axe du repère soient les lignes

./•' ironst.. •r'1 s-con-l.. ./- -^ const. :

eehi donne

On peut ensuite prendre flt,,flx'\ où l'on regarde . / ' , .r2, ./:l

comme des paramètres, pour nouvelle variable ./-'\ ce qui

donne
//•.v • •

Le nombre ^A'.s fonriions inf'onnues est a i n s i n'^iuil dr f/nafrr

unftrs.
On peut aller plus loin. Déterminons une fonction y(.r', ^-', ̂ : t)

par l'équation

i / / , , ( . / • ' . .^. ./-:. ç ) //i.;(.r'. .r^ ./-;, ̂  /<! : ;< • '• '• • ' • ' - ' '•^' ?''
: / / . . i ( . / - 1 . .r^ .r\ ^ } / /^ t . r1 . ̂ , .r". -. ^ /^:;(.r1. .r2. ./-, ^ »

' //,,<,r',.rS^.?)^, ^.-^•l.•^^•^•^^j7. /^^.^..r\.}+^
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Celle équation exprime que .si l'on se déplace sur la variété

.r* --• s^.r'. ./•'. .r- ».

les trois formes en ^/.r1, r/.r2, </.r3

li^d.i^. h.^tl.r^, l i ^ i l . i ' ^

ne sont pas linéairement indépendantes. Nous pouvons supposer.
par «n changement évident de variables, que ^ == o est une solu-
tion de réqu.ition considérée.

Plaçons-nous alors dans la variété j c ' 1 -= o. Nous pouvons sup-
poser que les lignes

.r1 -s ronst.. /'-' z:r(»nst.

sont celles qui, en chacun de leurs points, sont perpendiculaires
aux deux premiers <»xes du repère rectangulaire attaché à ce point,
ce qui revient à supposer

/AI:; —- h 33 ^- o ;

on pourra ensuite, comme il a été fait plus haut, supposer

A.—i.

et par suite, en tenant compte de l'équation (i), on voit que,
puur x ' 1 •-=- o, on p^ut supposer

A|:t=0, /^3 =: 0. //:..:; ^-T. k,,3—0.

Le nombre des fonctions inconnuesqui enfrenf (lans leséqua-
lions du systeff/r sn'fi donc /vW^/7, quand on f^ra x''~=^o. fie
8 unités.

Nous pourrons ainsi déterminer sans ambiguïté le degré d'arbi-
traire d^un système en involution donné, abstraction faite du choix
particulier des variables, à condition toutefois que les éléments
arbitraires soient des fonctions de trois variables au moins,
puisque le choix de la section à trois dimensions x^ === o n^est pas
unique et fait intervenir des fonctions arbitraires de deux variable;»,
celles qui entrent dans hi solution générale de Inéquation (i).

20. Nous avons déjà vu (n° 18) quelle sera la condition d'invo-
lution d^un système donné formé de /• équations autres q u e ( I )

LIX. 8
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et ( I I ; ; c'est l'existence de A', +/•,» 4-A':i identités nouvelles. La
condition pour que le système détermine les fonctions inconnues,
au sens de la théorie de la relativité, sera uniquement que les nou-
velles équations soient résolubles par rapport aux n dérivées \^,, ;,
ce qui donne

r—/• : ,== r->.

Par suite, pour quC un système donne soit en involution et
détermine les fonctions inconnues, i l faut et il suffit :

i° (^ue les équations du système autres que ( î ) et ( 1 1 ) soient
résolubles par rapport aux 1 2 dérivées A^;

2° Ou i l existe entre les dérivées des premiers membres de
ces équations

r^ 4- Fo 4- /•3 =^ ri -L- r.^ -+- r — î <

identités linéairement indépendantes.

On remarquera que les raisonnements habituels conduisent
seulement, comme condition nécessaire et suffisante, à l'existence
de /• — 12 identités.

Le degré de généralité de la solution, qui est, dans le cas
général, de n — /^-f-^ s'obtiendra ici en remplaçant respective-
ment

^ ^'3< f'î
par

4 u — .S, r-^ -^ i f) . r.i + 4,
ce qui donne

"^o — /\; 1 /'.; — 3-> — r — r^

fonctions arbitraires de trois variables.

'2l. Appliquons ce qui précède aux 22 équations indiquées par
M. Einstein. Nous désignerons, avec lui, par T.^ la dérivée cova-
riante par rapport à .r01. I l est essentiel de remarquer que la
dérivée covariante T.a est la somme de la dérivée ordinaire par
rapport à x^ et de termes faisant intervenir linéairement les dérivées
par rapport à la même variable x^ des fonctions l i s , . On a par
exemple

^•^ ̂ î^~ ^(^.s-a.SA^ 4~/^,oA^) - /J/^p,sA^.

Ou a entre les deux dérivées covarianles secondes T 3, 3 et T y ^
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d'un tenseur T la relation

T;a;3—T^;a-A^T;,==o.

Avec ces notations, les équations ( 1 1 ) , qui ne sont autres que
les idenlitcs de Bianchi, prennent la forme

( I I ' ) ^Y-S AÏ.3-.Y4- ^v;a4- A^a,^ -»- \^ A% 4- \^ \^ -^.\^.\^- o.

Le système de M. Einstein, qui contient 22 équations, est le
suivant :

,„., (.^a.\^=o.
(IV) ^^-^.^-.

où 1 on désigne i)ar \i^ la quantité g^ \^.

Le calcul de 7*3 se fait immédiatement. En enet l'expression <^
contient ^ ' ' • \^.^..^ Par suite si ^' ' '"^o, ce qui est le cas pour un
choix arbitraire des v.iriahles, les équations ( 1 \ ) sont résolubles
par rapport aux 1 2 dérivées covanantes V^.;. On a donc

r^ •=: r :— i '>. -= 10.

On voit eu passant que les caracfi'ristique.f à //'o/.^ flimensions
( l u système sont les variétés tangentes en chacun de leurs
f ï n i i i t s a l ^ l i Y p e r e o n e as2 -^ o relatif à ce point.

Aï. Les /'a - i o équations qui ne contiennent plus aucune
dérivée par rapport à x ' sont, comme on le voit facilement,

^— ̂ -° (.a- 3- ̂ ^ 3^
^a—Â^P^ap- 0 (a ~- I ' r^ 3)<

^P^-^î-0 ( ;a- l , ^ 3, 0.

OTI conslate facilement que les deux équations

^ l î — ^ î ^ — ^ î ^ - - 0 -

A-P (^ ^ - ̂ ^^po) - ̂ P^ = §i— ̂ [- ̂  =- °

ne contiennent aucune des dérivées par rapport à x^ et.r1; ce sont
du reste les seules qui jouissent de cette propriété, comme on le
voit en supposant par exemple tous les g^ nuls pour a -yé. (3,
avec ^aa^ i .
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On a donc / -2 == 2. Quant à /',, on voit immédiatement qu'il est
nul.

qu

23. Les valeurs» trouvées pour /•,, ,̂, /•;,, à savoir

ri =: o, /^ _ -^ /•;; _ i,^

montrent que le système est en involution s'il existe

''i 4" ̂  4- r; ̂  i^.

identités l inéa i rement indépendantes. Sa so lu t ion ^énéralo dépend
alors de

'.]') — r ̂  /•- ^ i /.

fonctions arbitmires <le 3 variables.

Les 1 2 identités, qui existent onectivempnt, sont les suivantes :

f ^^Y^^^.a^^a:p-^^A;^^4-A^^^4-A^^-

. V , ! g^-^.-A^^,^o,

f ^^+.\^^^-^A^^.s^

l.rs quatre |»rcmiéres peuveni .s'écrire, beaucoup plus sim-
plement,

^a3,-; 4- ^^•a-4- ^va,3— o.

En effet, en posant

on a, d'après les identités de Biancbi C^— o :

^a.3S?a,:-{— -^,a.

2i. 11 existe un au t r e système de 22 équations, également en
involu l ion , avec le même degré d'arbitraire que celui de M. Eins-
te in . introduisons d'abord les quant i tés

"̂  i^^^TF^+^ôpA^).

où a, (5, •/, o forment une permutation paire des indices i , 2,3, \.
On vérifie les identités telles que

^- ̂ J;-^- S,., - S,,,-^ ̂  S, - ?,S,,



— 117 —

de sorte que les 22 équations d'Einstein pourraient s'écrire.

1 ^a.a—pa.a-^ °.

( |\ ) . Sa,p— ^a— ^a^-^sSa = <* .

^ G^^o.

les 10 dernières étant symétriques. On peut d 'autre pari vérifier,
par un calcul assez pénible, que les quantités G^ qui s'intro-
duisent dans les anciennes équations de la relativité (tenseur con-
(r . ic té de Riemann) peuvent s'exprimer sous la forme

<.^ S C;^ 4- ̂ — ^a..y"î- ^,a) — •> A ^ A ^ — S^ 4- ..'a^SSp.

(considérons alors le système des 22 équalions

1 ^a^=5 Ça.^— î^.a^-^^aS^— 5^ S a » == < > ,

1 \ 1 l > c^a^ ̂  S»,^ — S^a •+- " ( Ça S^— 3^ Sa » — <».

( ' Ca:^".

On vér i f ie sans difficulté que les valeurs de /',, /'.j, r., sont les
mêmes que pour le système d'Einstein, les variétés caractéristiques
a trois dimensions étant aussi les mêmes. Il existe encore ici
i '>. identités linéairement indépendantes, à savoir les !\ identités
classiques de l'ancienne théorie de la relativité et les 8 identités

^a^.Y+^^.a+^a,^

4-^<^a^'.' 4-S^..a 4-S^T^— ï^^— s^-a— ^^a^) ̂  <>•

'̂  a ̂ , 7 4- ^ ̂  ';, a 4- ̂  y a, ̂

4- ^' ^a^^.' 4- S^^a 4- S^.'7a^— Ça^^— ?3c^x— ?-^a^) — 0-

Le système (V I) est donc en involution. il détermine les variables
du champ, sa solution générale dépendant de 12 fonctions arbi-
traires de 3 variables.

Ï!\. Signalons enf in un dernier système en involu t ion , ne com-
prenant que i5 équations, à savoir

^^ ^ Sa,:^— ^•{,a 4-r(.^y.^— ^.oj = o ,

( .Ml» ^a^C^— ^^a^Gp^a^a.iS^-îp.a—^'a^p,?)

-4- /^Sa^4-Sp.a—^apSF_.p)—Ta?=o.

Dans ces équations </ , A , c sont trois constantes numériques,
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et l\^. désigne un tenseur symétrique arbitraire formé avec les
composantes "de la torsion, a s su j e t t i à la seule condit ion que son
tenseur contracté soit nul .

Si a -/- Ac, les équations du système peuvent être résolues par
rapport aux \'\ dérivées \^ et l'on t rouve

r.o = ;.{, r.i=-- i, r\ —- o.

Il ex is te et ïect ivement / • , -+• / - j -^ r:,-= \ identités, à savoir

^.74-^,0-1-^0^ S o.

La solution générale dé|)end de . ^ 2 — / • + / ' 2 ^ = i 8 fonctions
arbitraires de 3 variables.

11 est probable que les systèmes ( I V ) , ( \ I ) et ( \ I I ) sont les
seuls systèmes en invo lu t ion indépendants du choix des var iab les
et du choix des repères rectangulaires, ( lu i soient linéaires par
mpport aux dérivées covanantes des \^ et quadra t iques par rap-
port a u x \^. et (nu d r t ^ r m i î K ' n t les fonctions inconnues. Mais la
discuss ion de ce t te quest ion fai t intervenir des problèmes (F M^èbre
t o u t <i fa i t étr.ingers a l 'ob je t de ce Mémoire.

Ajoutons que les é q u a t i o n s (\\ ), ( \ I ) et ( V I I ) pour ra ien t é t ie
cerites de manière que les variables indépendantes n 'appara issent
pas du t o u t , eu u t i l i s a n t les composantes du tenseur de torsion
par rapport a u x repères rectangulaires, équipol lents ent re eux ,
nit.iehe.s a u x d i n e r e n t s points de 1 espace. Ces composantes \\ sont
déf in ies p.ir

•^ = /'a h'J \^.

En introduisant d^nitre part la dérivation covaririnte T, définie
par

</T ^^T./^a^.^.

les é q u a t i o n s ( I I ' ) , ( 1 \ ) , ( \ ), ( V I ) , ^ \ H ) conservent la même
forme quand on subs t i tue aux indices ^recs des indices la t ins .
mais chaque indice peut alors se mettre indifféremment en h a u t
ou en bas. La discussion se fait de la même manière qu'auparavant ,
mais les quant i tés ^a'-î? c?^ etc? n4nterviennenl nulle part, ou
p lu tô t les quantités ^ / / et ^ l l sont nul les pour / ^ / , égales à i
pour / - - j.


