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SUR LA THEORIE DES SYSTEMES EN INVOLUTION
ET SES APPLICATIONS A LA RELATIVITE;

Par M. Erie CarTan.

La théorie de la relativité a introduit des systémes d’équations
aux dérivées partielles dont on s’est contenté en général de
démontrer la compatibilité par des raisonnements élémentaires
peu rigoureux. Dans le cas particulier du systéme de 22 équations
que M. Einstein a mises en 1929 & la base d’une nouvelle théorie
unitaire du champ, ces raisonnements n’étaient pas sans soulever
de sérieuses difficultés, qu’il fallait tourner par des moyens trés
artificiels. En réalité ma théorie des systémes de Pfaff en involu-
tion permet 'étude compléte de ces problémes de compatibilité;
clle permet aussi de préciser d’une maniére rigoureuse le degré de
généralité des solutions d’un systéme relativiste, quand on ne
regarde pas comme distinctes deux solutions qui se déduisent
'une de l'autre par un simple changement des variables indépen-
dantes : dans ce cas, en effet, chaque solution est essentiellement
caractérisée par le systéme des invariants différentiels qui détermi-
nent I'Univers, abstraction faite d’'un changement arbitraire de
variables, et ce qu'on cherche, c’est précisément le degré de géné-
ralité des solutions du systéme différentiel qui définit ces inva-
riants en fonction d’'un nombre fini d’entre eux.

Dans le présent Mémoire, je me propose d’exposer sous une
forme tout a fait élémentaire ma théorie des systémes en involu-
tion en mettant ces syst¢émes non pas, comme dans mes travaux
antérieurs, sous la forme de systémes de Pfaff, mais sous la forme
de systémes d’équations aux dérivées partielles linéaires du
premier ordre. Sous cette forme, en effet, la théorie se préte
beaucoup mieux a la plupart des applications a la Physique
mathématique. Elle prend e méme temps un aspect de simplicité
remarquable. En particulier, pour les systémes relativistes, le
nombre d’identités nécessaires est précisé, et I'on s’apercoit ainsi
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qu’il peut étre supérieur a celui que font prévoir les raisonne-
ments habituels : c’est précisément ce qui se passe pour le dernier
svstéeme de M. Einstein.

Il est presque inutile de faire remarquer qu’un systéme qui
n’est pas en involution n’est pas pour cela incompatible. D’aprés
un théoréme général, tout systéme peut étre prolongé par dériva-
tions successives de maniére a conduire soit a des équations algé-
briquement incompatibles, soit 2 un systéme en involution.

Le seul théoréme supposé connu du lecteur est le théoréme
d’existence de Cauchy-Kowalewski.

I. — Systémes en involution & deux variables indépendantes.

1. Considérons un systéme de r équations aux dérivées par-
tielles linéaires du premier ordre a n fonctions inconnues u,,
try, ..., u, de deux variables indépendantes x, y:

k=n

iy ~ duy .
E IL—’J‘> IA‘_‘—‘CI-—Uy

(N

Les coefficients aj; et ¢; sont des fonctions analytiques détermi-
nées de z, y, u,, ..., u,. Nous ne nous occuperons du reste que
des solutions analytiques de ces équations.

Supposons d’abord que les équations (1) puissent étre résol)ues
g,
Tk
ce qui exnge naturellement n2>r. Dans ce cas le théoréme clas-
sique de Cauchy-Kowalewskl nous apprend que le systéme donné
admet toujours une solution analytique et une seule, telle que les
fonctions w,,,, ..., u, étant arbitrairement données, les fonctions
Uy, ..., u, sc réduisent, poury = y,, a des fonctions données de x.

Si n>r, on peut dire que la solution générale du systéme
dépend de n — r fonctions arbitraires de deux variables; si n =1r,
on peut dire qu’elle dépend de n fonctions arbitraires d’une
variable, a savoir les fonctions de z auxquelles se réduisent u,, ...,
L, pour y = y,.

. . Dy X du
par rapport a r des dérivées parllelles Uk, par exemple —'—;—’; cees
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2. Supposons maintenant que les équations (1) ne soient pas
résolubles par rapport a r des dérivées partielles ‘-%‘1, ou, ce qui
revient au méme, que I'élimination desd—a—"; conduise a un certain
nombre r,> o d’équations ne contenant quq les —d‘—;-g Il peut

arriver que, par un changement de variables, cette circonstance ne
se présente pas, ou que I'élimination envisagée conduise a moins

de r, équations indépendantes des 7")—‘ Nous dirons que le choix
des variables est singulier lorsque I'élimination des 2% conduit a

ay
un nombre d’équations indépendantes supérieur a ce qu'il est
dans le cas général. '
Placons-nous alors dans le cas ou le choix des variables n’est
pas singulier. Nous écrirons les équations du sysiéme sous la
forme '

N duy .
Zn,’k—t——-c[:u (b=1,2, ..., 1),
dx .

k

-y

i

(2)

) duk4~b  dux o
Ar+j.k dr ri+j,k FI% —Crj=0

(J=1, .., r—ry).

L’hypothése que le choix des variables n’est pas singulier
entraine des conséquences importantes relativement aux coeffi-
cients des équations. Considérons en effet le changemént de
variables

q

=z, y' =y -+ mxz,
m étant une constante. On a

Ju g duy Ju ; Ju duy

—_ —_— = ——

ar —or "™y 9y T o

Les équations (2), avec les nouvelles variables, s’écrivent

duy O 3uk .
X'EZG'-——, + me -_— = 0,
i ik Or Ak PI% i )
k .

Juy X v du
Yi EZ""I + .k 7):? +Zkb"|+l'," -+ ma"l*‘l‘v") d}’, — Cr+j=0.
k k
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Si m est suffisamment petit, les Y, sont linéaircment indépen-

Juy -
dants par rapport aux ‘d%; il faut donc que les r, formes

duy .
2’;(!1,;# (l=l,...,l'|),

du,,
7y )

. . . .. . . ()u;
considérées comme formes linéaires en —, - -+,

T dépendent

linéairement des r — -, formes

l)u“
g(br,-r/‘,l- -+ nm,.ﬁ_/".) ;)_}7 .

Cela a lieu pour toutes les valeurs de m suffisamment petites; en
faisant tendre m vers zéro, on arrive au théoréme suivant :
>

Tutorime. — Si le choiz des variables n’est pas singulier, il
existe entre les coefficients des équations (2) des relations de
la forme

( 3) A= hi bl‘|+l,"+ hia br,+2,l' ...t 7»i,r-—r. l)r,t

(i=1, ... k=1, ..., n).

Avant de tirer de ces relations les conséquences importantes
qu’elles comportent, faisons la remarque suivante qui nous sera
utile dans la suite. Supposons, ce qui est toujours permis, que-les
équations Yj= o soient résolubles par rapport a

duy  duy 0 [Tp—
ay oyt T dy

Il résulte alors des relations (3) que les équations X, = o sont
résolubles par rapport a r, des dérivées correspondantes

duy, Jdu, du,_,, .

ar’ 9x’ N

nous pourrons supposer qu’elles sont résolubles par rapport aux
ry premiéres. Il est clair du reste a priori que 'on ar —r,2r,
sinon les équations données pourraient étre résolues par rapport a

plus de r — r, des dérivées %’% et le choix des variables serait sin-

gulier.
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3. Les relations (3) nous conduisent a considérerles ry expres-
sions
DAV .dY, . dY, . Y,

1) i E e — hj| —— — Ajy = — e Ajpp
wH ! 3% o " or . b v dr

Si l'on développe ces expressions, on voit immédiatement qu’elles

. . L., . P uy . L.
ne contiennent ni les dérivées secondes oy’ ni les dérivées
2wy . . L., P uy
secondes ')}f‘, mais uniquement les dérivées secondes W‘i’ et
ay-= r=
. Cyac . Oug duy
naturellement aussi les dérivées or et o En tenant compte des
squati | ses el des équati N on peut faire dispa-
équations données el des équations —— = o, P pa
raitre des ©; les quantités
TR Ju,., duy Mty p, Jdu,y du,.,
s o ? Jy ! ’ dy o Y oxr’
par suite les 8; deviennent des fonctions déterminées
o o.(r v duy DR I r— M, Rur druy, \ |
i =8 voouy, voey iy L, 2 H  eey =
! ! : LD P P dy v dy P T R V-

on peul ajouter la remarque que les seconds membres sont linéaires

ar rapport aux M
I PP s

Nous allons maintenant démontrer le théoréme suivant :

Tutorime. — Si les r, expressions 8;, réduites en tenant
. . N . . JX;
compte des cquations du systéme et des équations — = o, sont
. Jdr ’

identiquement nulles quand on y regarde leurs arguments
comme des variables indépendantes, le systéme donné admet
au moins une solution analytique telle que, pour y = y,, les
Ju
ra
tivement @ des fonctions arbitrairement données ox(x), Yi(x),
sous la seule condition que ces fonctions satisfassent auzx équa-
tions données, dans les coefficients desquelles on fait y = y,.

Jonctions uy et leurs dérivées partielles se réduisent respec-

En cffet, les r — ry équations Y;= o constituent un systéme de
Cauchyv-Kowalewski. Si n=1r — r,, elles admettent une solution
et une seule correspondant aux conditions initiales données.
St n_=r-—r,, on pourra se donner arbitrairement les fonctions



Up_pi1y « - -y ULy, pOUTVU que, pour y = ), elles se réduisent, ainsi
que leurs dérivées par rapport a y, aux valeurs qui ont éLé
données. Ces fonctions étant ainsi choisies, les équations Y;=o
admeltront, pour les  — r, autres fonctions inconnues, une solu-
tion et une seule correspondant aux conditions initiales données.

Partons alors d’une solution des équations Y ;= o. Les valeurs
des fonctions u;, portées dans X;, donneront pour X; des fonctions
déterminées X;(z, y), s’annulant par hypothése pour 3 = y,. Or
nous avons admis que les quantités 8, s’annulaicnt identiquement

, IN; . =
en tenant compte des X;=o0, Yj=o0 et (4)_:;’ = o. Les fonctions X;

satisfont donc a un systéme d’équations de la forme
oX; IV <
-Ty' —Zpi‘- e —f,»(r. v, Xk)‘ =o0;
k

c’est un systéme de Cauchy-Kowalewski qui admet, par suite,
une solution et une seule correspondant aux conditions initiales

Xi== 0 pour y =y,; cette solution est évidemment X;= o. Le
théoréme énoncé est donc démontré.

4. Le théoréme précédent admet une réciproque :

RéciproQue. — Si le systéme donné admet au moins une
solution telle que, pour y =y,; les fonctions ux et leurs deéri-
l)uk
ay \
ox(x) et Yx(x) assujetties a la seule condition que ces fonc-
tions satisfassent aux équations données, les expressions 8;,
réduites en tenant compte des équations X,=o, Y;=o,
IX;

= = o, sont identiquement nulles.
ax

vées partielles 5— se réduisent respectivement a des fonctions

En effet, d’aprés ce qui a été dit plus haut, pour satisfaire aux
équations (2) ou I'on fait y = yy, on peut se donner arbitrairement
les fonctions . . ’
or+(2) .oy ea(T)

ainsi que les fonctions

q’"*"ﬁ-l(x)r ) ‘%"I(z);



— 04 —

quant aux fonctions ¢, (z), ..., 4, (z), on peut se donner arbitrai-
rement leurs valeurs numériques pour z = z,. Par suite on peut
s¢ donner arbitrairement. pour = x,, les valeurs numériques des

fonctions
x(x) (k=1,2, ..., n),
Fr(T)y  eee a(E);
":'Z-,—-q(‘”)y vy 90(2);

Yrorsi(Z)y ooy Ya(2).

Il en résulte que s1 dans 'expression 6, on fait & = x., ) =y,
cette expression est nulle quelles que soient les valeurs numériques
qu'on donne aux autres arguments. Cette cxpression 6; est donc
identiquement nulle et le théoréme est démontré.

5. Dire que les 0;, réduites ¢n tenant compte des équations
\i=o, Y=o, '-’)% = o, deviennent identiquement nulles, c’est
dire qu'il existe, entre les dérivées partielles du premier ordre des
premiers membres des équations données, 1, combinaisonslinéaires
ind¢pendantes qui deviennent identiquement nulles ¢n tenant
compte des énnations du systéme. Nous dirons pour abréger qu’il
existe r, identités indépendantes entre les dérivées des premiers
membres des équations données.

Une remarque importante et immédiate est la suivante : i/ ne

peut pas exister plus de ry identités de ce genre. En eftet, soit ®

. IX; 09X, 9V; 9Y; .
une combinaison linéaire des —, —, —, ne contenant, aprés
Jda ()V dx 4)}'

réduction des termes semblables, aucune dérivée partielle du

0(;;2" fficients
¥ . L . )2 u .
des Pi dans © soient tous nuls; Pabsence des dérivées <& exige
v dr dy

. Y; .
que les coefficients des = soient tous nuls; enfin I'absence des

dx
oy Pup . Jd\N; .
dérivées —o= exige que les coefficients des - soient lous nuls.
gua= T
. . N . JdX; J\; IY;
Par suite toute combinaison linéaire des —-/y, =, =, Z_f oy
dz’ 9y’ ar’ r))’
s’éliminent toutes les dérivées seeondes est bien déterminée quand

)V
au nombre maximum de r, indépendantes.

on se donne les coefficients des ' ; ces combinaisons sont donc
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Le résaltat précédent a une trés grande importance, parce que
I'entier r, a une signilication intrinséque indépendante du choix
non singulier des variables indépendantes. L'existence de r,
identités permet donc d’appliquer le théoréme du n° 4 a n’importe
quel choix non singulier des variables indépendantes.

Nous conviendrons de dire que le systéme donné est en involu-
tion si les dérivées des premiers membres sont liées par ry iden-
tités linéaircment indépendantes.

Si n>r—r,, on voit qu'on peut se donner arbitrairement
n —r +r, des fonctions inconnues u;: nous dirons que la solu-
tion générale dépend de n — r + r, fonctions arbitraires de z, y.

Si n=r--r,, toute solution du systéme est univoquement
déterminée par une solution, pour y = y,, des équations X;= o,
puisque les équations Y;=o déterminent complétement les
valeurs initiales des %’;—‘ quand on connait les valeurs initiales
des «,. Comme on peut satisfaire aux r, équations X;=o en se
donnant arbitrairement, pour y=y,, n—r, des foncuons
inconnues, nous dirons que la solution générale du systéme
dépend de n —r, fonctions arbitraires de z.

Remarquons que le nombre des élémeats arbitraires qui entrent
dans la solution générale cst le dernier nombre non nul de la suite

non croissante
fn—r, n—r—++nr,

el ces é¢léments arbitraires sont des fonctions d'une ou de deux
variables suivant que le nombre considéré est le premier ou le
second de la suite.

Il pourrait du reste arriver qu'on ait n =r — r,=r. La solu-
tion générale ne dépendrait plus alors que de constantes arbi-
traires, en nombre égal a n.

6. Un cas important est celui ou Pon a n = r — r. On dit dans
ce cas que le systéme en involution détermine les fonctions
inconnues; d’une maniére plus précise, la connaissance des fonc-
lions inconnues pour y = y, détermine complétement ces fonc-
tions pour toutes les valeurs de y. ‘ o

Pour qu’un systéme soit en involution et détermine les fonc-
tions inconnues, il faut :



Po— 96 —

1" que les équations du systéeme soient résotubles par rapport
aux n dérivées %ﬁl}—‘,

2* qu'il existe entre les dérivées des premiers membres
ry=r—n identités linéairement indépendantes.

Ces deux conditions sont du reste indépendantes l'une de
I'autre. La secondc condition est généralement admise comme
nécessaire et suffisaunte.

7. Considérons une solation particuliére du systéme donné,
que nous regarderons comme définissant une surface a deux
dimensions de I'espace a n + r dimensions. Considérons sur celte
surface unc ligne y = f(z). La solution pourra étre obtenue par
la méthode de Cauchy-Kowalewski indiquée plus haut si le choix
des nouvelles variables

£z V' =y —f(ri

n'est pas singulier. Dans le cas contraire la courbe sera dite
caractéristique. Comme on a

Ju  du /.,:)u du Jdu

ar — ar -

—_ )

PR el

la courbe sera caractéristique si, en revenant a la forme géné-
rale (1) des équations du systéme, les r formes linéaires suivantes

n du, Ju,
’)',," b l)‘v’/
k-=n
, duy .
- (Oip— " ai) — (E=1,2, .... r),
‘ AZ_I,:A f“)d)'v ( , . 1)

sont au nombre de r — ry—1 indépendantes au plus. On peut
exprimer ce résultat sous une forme plus symétrique.

La ligne définie par Uéquation différentielle
Cadr+Bdy=o

est caractéristique si les r formes linéaires

2(101:&—‘.— Bbir )t

—_

-
I
-
<

2 ..., T)
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e iy, Ly oooy lu SO0l auw nombrede r —r, — 1 indépendantes au

plus.

8. Appliquon~ les considérations précédentes a quelques
exemples simples. Si nous considérons une équation aux dérivées
partielles non linéaire du premicr ordre

Js . Cods\ _
4); —./ <,I. L l}.l“} =0,

nous pouvons la ramener au systéme de deux équations linéaires
aux deux fonctions inconnues s et p :

Js _

l).l' —p =

Js .

’7.;-'/(.1._). .pr= ol

Sous cette forme ce systéme n'est pas en involution; on sait
bien du reste que, pour )= y,, on peut se donner arbitrairement
s-=v(x) et p=12'(x). mais qu'on ne peut pas se donner arbitrai-

ap . . . L.
rement Z)i;« Nous ajouterons aux dcux équations précédentes la

suivante, qui est évidente :

Jp . " , op
(T,_,—./J‘—./:P_fp "’7

n

Nous avons ici
=R r=3, ry=1:

il existe d'autre part une identité

Jd [0z \ Jd [ds= . ap , ,dp\
pre (;,j,, —P>—' ur (7)7 —./) + (J —“fw—f:.P—fpd—J/ =7 0.

\

Le systéme est donc en involution et il détermine les deux fonc-
tions inconnues, la solution générale dépendant de¢ n —r,=1
fonction arbitraire d’une variable.

Les caractéristiques sont données en exprimant que les trois
formes )

aky. ‘.("u"h (ir‘—"f’p)e-z

se réduisent @ r -— 7y -—1=1 au plus; il faut donc f=uaf . Par
LIX. 7
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suite les caractéristiques sont les lignes satisfaisant a

dy = [ dua,
résultat classique.

Prenons maintenant un systéme de deux équations i deux fonc-
tions inconnues

du,y Ju, Jdu Ju,
oy, — tyy— -+ by — = by, — — ¢, = o.
or Jdua ()LV gy
du ity e, duey
Uy —— == (Uyy —— + by — 4 b, = — ¢y, = 0
*9r " or 2 Jdy 27
L'cntier r — ry,=12 —r, est le nombre des formes linéaires en

Sy 22

(ctyiz+ b BV 4+ (aax 4+ hya3)Es,
Cdarx -+ by 3V 4 (a2 4 02y BE,.

qui sont linéairement indépendantes. En général ce nombre est 2
on a alors r,=o, et par suite le systéme est en involution, il
détermine les fonctions inconnues, la solution générale dépendant
de n — r, = 2 fonctions arbitraires d’une variable.

On montre facilement quc Uentier ry est égal a 1 si le systéme
donné est de la forme

X:n% +I;‘:}"5 — e =o0,
o duyduy
Y = W L oy Co=0;

I'existence d’une identité est alors nécessaire pour qu’il soit en
involution; mais il ne détermine pas les fonctions inconnues.
L’identité est de la forme

JX JY

—_—— — sz 0}

r)‘V Jr
il est bien entendu (u'elle doit avoir lieu quelles que soient les
Ju, Ju, Jdu, Ju,
ar Jdyv Y or’ dy
mais « condition que ces valeurs numeriques satisfassent aux
équations données.

valcurs numériques des arguments x, ), u,, U, ,

II. — Les systémes en involution a trois variables indépendantes.

). Prenons maintenant un systéme de r équations linéaires aux
dérivées partielles du premier ordre a trois variables indépen-
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dantes .r, y, 5. Supposons que, pour un choix arbitraire des
variables indépendantes, le systéme puisse élre résolu par rapport

. L., duy , . .
a'r—r, des dérivées )‘ : et que les r, équations indépendantes
J3 )

. AT . duy . . ,
résultant de 1'élimination des d—_‘ puissent étre résolues par rap-
\ e L duyg . . ..
port & ry—r, des dérivées 7)7/', de sorte qu’il existe rry combinai-

sons linéaires indépendantes du systéme qui ne contiennent que

les 21k duy

°S
Dr

miers membres des équations admettent moins de r — r, combi-

- Le choix des variables sera alors dit singulier si les pre-

. .. . , Juy .
naisons linéairement mdependﬂntes par rapport aux 2 ou s1, en
0z

admettant exactement r — r, les ry combinaisons linéaires qui ne

. Juy A .
contiennent plus les 7‘—} admettent elles-mémes moins de r,— r,
(3

.. . B} J
combinaisons indépendantes par rapport aux ——-
l))/

Le choix des variables étant supposé non singulier, nous pour-
rons écrire les équations du systéme sous la forme

/. O duy .
XI§ZII,/.—E~—(II—-0 (T=1, ..., 1),
k .

, duy dutye .
- Y= 2 (”/'.+/,K' d—L‘ e ,)"n+/," 'J)’é ) - ’ll'n+/: 0 (J=1,.,ra—r),

duyg P duy duy
= E Apyvhk —r' == Opyieh, k7)7 T Crywhk 95 - (lr',+ln =0

\. (h:lf '--:"—'I.i)'

Nous avons démontré précédemment l'existence de relations

(6) ain =k b/‘.+l,h = hia bl‘.+_’,/l oo Ay [)/',h

(=1, ce, i h=1,...,n0).

Il en existe d’autres. Considérons en eﬂ'et le changement de
variables

’ ’ ’

J= 0 Y =X 3 =3+ my —— nux,

, . . Jus
m et n étant des constantes. Les cocfficients de = dans X;, Y;
9z [

et Z, deviennent respectivement

Rty Ry k== MOp ik, Retpyhk—~+ MOy f g~ Crophk
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l.es 1 — r, expressions Zj, continuent, si m et n sont suftisamment
petits, @ étre linéairement indépendantes: par rapport aux i{%
Un raisonnement analogue a celui qui a été fait précédemment
montre I'existence de relations de la forme

\ Ui = A Crodr bk F eee R hjr-py Cote (0 =00 oot b=y .
O ek =V Cr g d A e ¥ Ve O (J= b re— ik =101 L
Dy qid = 2 Criah A oo S e Crle J = e ey ra— i k=0
Cela posé. considérons les 7y -4- 1, expressions
jimre Ty
o = AV 2 .Y . )
P Sl nij —=— (F= . ....0m).
Dy i o.r N !
. ' J=1
= -,
AW A a7,
caa B TR =, ...
: ! dz e T ‘ !
=\
h=r=.
DY ; ~ a7, J71,,
vo= N (\»__'+;-—') Cfme )
AV s MO TR / !
' Jre= -
i , . L., )y
Les @, développées ne contiennent queles dérivées secondes e
. . . . L., 0wy
fes b, développées ne conticnnent que les dérivées secondes o
.r-
Ay, . . , . .o,
—=, les U'; développées ne contiennent ue les dérivées
N 1).|‘ k
Dy Dy 2wy
secondes .
! a0 dy Jv*

10. Faisons ici encore une remarque analogue a celle du n* 2,
Supposons, ce qui nc restreint pas la généralité, que les équations
74 - o sotent résolubles par rapport aux dérivées

e, dus du, .,
.

a3 95’ s

[.es derniéres relations (7) montrent qu’alors les équations Y ;= o
sont résolubles par rapport a ry—r, des dérivées corres-

. iy i, ., ’
ondan —, ..., = clles
pondantes T 0y ; nous supposerons qu’clles le sont par
Ty
rapport aux ry — r/, premiéres
Ay du,,_p,
tl1o —_— "o .
P 4 dy



— 101 —

Les relations (6) montrent enfin que les équations X;= o sont

. N .., du DITP—
résolubles par rapport a r, des dérivées e, 22 nous
Jr .

supposerons qu’elles le sont par rapport a

du,y du,.,

— teey  —
Jo.r e

(n

el . . ‘ R . AW
S1 maintenant nous tenons compte des équations —)—~' = 0, nous
gxr

voyons que nous pouvons faire disparaitre des ©;les », premiéres

>y J* i . 1
SRR -3 ous pourrons ensuite utiliser

dur Jdx?

les équations () elles-mémes pour faire disparaitre les dérivées (g),

(10) et (11). Finalement, aprés ces réductions, I’expression 6, ne

dépendra que des arguments :

dérivées secondes

I . 1 [ p—— P Uik

rooVe 3, g,
J k dr Dy ’ Js ’ dx?
.. , . JX; JY;
Si nous tenons compte des équations T’ —=o et _ﬁl == 0, nous
gar °
. . . e Pu,
pourrons faire disparvaitre des ®; les dérivées secondes T
Dy, &, P

. Tl nous pourrons ensuite utiliser, comme
Jre !} drdy Y Tox Jv ’ p ?

pour les 8;, les équations (5) elles-mémes. Aprés ces réductions,
les expressions ®; ne dépendront que des arguments

dury ok L I/p—— T Pty ik [ r——— .

dr ] Jdy Jz  aer dxdy

Loy, 5. U

Par un procédé analogue nous pourrons réduire les expres-
sions W; de maniére a ne les faire dépendre que des arguments

PRV " [ [ —— L ——
R R T ’
e 4 d.r ’ l)}’ Jz ’
DUy L ——" L3 Tp—
, .
Dt ) drdy Jy?

{1. Nous allons maintenant démontrer le théoréme suivant :

Tatoreme. — St les 1)+ r, expressions 8;, &,V ;, réduites en
) ‘ » o aX, dY; _JY,
tenant compte des équations Uz gz dy

deviennent identiquement nulles, le systéeme donné admet au

:_\,':Yj:Z/.::O,
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moins une solution analytique telle que, pour z = s,, les fonc-
tions u; et leurs dérivées partielles dg;‘ se réduisent a des
JSonctions données oi(z, v) et Yu(x, y), sous la seule condition
que ces fonctions satisfassent aux équations données, dans les

coefficicnts desquelleson fait z = z,.

Remarquons d’abord que les equ(luons X,=Y,;=o forment un
systéme en involution de deux variables mdependantus z, 3. Cela
posé, supposons que les fonctions oi(z, y) et Ui (x,y) sausfassent,
pour 3 == 3,, aux équations données, regardées comme équations
aux dérivées partielles par rapport aux fonctions inconnues
ur=9;(x,)) et comme équations linéaires par rapport aux fonctions
. Juy B . . .
inconnues — = ¢x(Z, y)- Les équations Z;, = o constituent alors
un systéme de Cauchy-Kowalewski. Sin =r — r,, elles admettent
une solution et une seule correspondant aux conditions initiales
données. Si n > r—r,, on pourra se donner arbitrairement les
fonctions w,_, ., ..., Uy, pourvu que pour 5=3, elles se
réduisent, ainsi que leurs dérivées par rapport a z, avx valeurs qui
ont été données : ces fonctions étant choisies, les équations Z;, = o
admettront une solution et une seule satisfaisant aux conditions
initiales données.

Portant dans X; et Y; les valeurs des u; correspondant a une
solution des équations Z,= o0, nous obtiendrons des fonctions
déterminées X;(z, y, 3) et Y;(z, y, 5) qui, par hypothése,
s'annulent pour 3 = 34. Or, d’aprésles hypothéses faites surles ®;
et W}, ces expressions s'annulant identiquement en tenant compte

Y; Y; ) -
de X — o, NN =0, on voit que les fonctions X; et Y;
g Jdua Jy

satisfont a un systéme de Cauchy-Kowalewski de la forme

)\ X Y < <
‘ EA/——‘-_ZB,‘ s Z(‘" Jy -—f,(L' ¥ 3, Ni. Yj) =o,

JY ~ . 0X; B Yy - :)YA (. T T
ISP ~ S e %) -
k

k
Ce systéme admet une solution et une seule correspondant aux
conditions initiales X;=0, Y;= o pour 5 = 3, : cette solution est

manifestement X;= o, ;sz o, ce qu'il fallait démontrer.
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12. Le théoréme précédent admet une réciproque.
RécieroQue. — Supposons que le systeme donné jouisse des
propriétés suivantes : R
1° Si lon f(u'l 3 =23, dans les coefficients des cquations

données et si 'on y regarde les quantités u; et dd

Sfonctions inconnues de x, y, le systéme admet au moins une
solution telle que, pour y = y,, les fonctions uy, leurs dérivées

partielles

comme des

diy duy
"ot les fonctions ZX se réduisent a des fonctions
4{ Js

données de x, assujetties & la seule condition que ces fonctions
de z satisfassent auzx équations donnces, dans les coefficients
desquelles on remplace y par y,;

2° Siup=or(z, y) et (ﬂl—‘ = i (, y) constituent une solution
quelconque satisfaisant auzx conditions précédentes, il existe
au moins une solution w;(z, y, s) telle que, pour s = 3,, la
Sfonction wui(z,y, 3) se réduise @ or(z, y) et sa dérivée par
rapport a s i Ui (z, y);

S'il en est ainsi, les ry+ r, expressions 8;, ®;, ¥; deviecnnent
identiquement nulles en tenant compte des équations

Wi O, _ oY,

1),1' = ().l‘ = T}'— V:X :YJ—‘Z[‘—().

La premiére partie de la réciproque ne fait en somme intervenir
que les équations X;=o, Y;= o, dans les coefficients desquelles
on fait 5 = 3,; elle exprime que le systéme ainsi obtenu est en
involution. Comme cela doit avoir lieu quel que soit z,, cela
prouve que les expressions ©; deviennent identiquement nulles

. ‘ . IX;
quand on tient compte des équations %&_—’ =o, X;=o0, Y;=o.
Passons a la seconde partie de laréciproque. D’aprés ce quia été

dit plus haut, on obtient une solution du syst¢éme en se donnant
arbitrairement
-
° Les fongtions u,_, . (z, ¥, 3), ..., un(Z, ¥, 3);
2° Pour 5 = 3,. les fonctions. u, .. (%, ¥), - - - U (Z, ¥);
3° Pour z = 34, )’ =y, les fonctions «, (), ..., u,_,(x);
4° Pour 5 =3y, y =y, T = Ty, les valeurs u,, ..., u,.
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Par suite on peut se donmer arbitrairement, pour z = z,,
Y =¥, & = 2o, les valeurs numériques des quantités

Uur ik OUp ik r_p ik
Wik, y )
dx Iy J3
Pupak  Up ik P Upypk

dxt Jdrx oy ’ Jdy?

b

Comme les constantes z,, ¥,, 2o peuvent étre prises arbitraire-
ment, il en résulte que les expressions réduites des ®; et ¥
s'annulent "pour des valeurs numériques arbitraires de leurs
arguments.

'f3; Remarquons maintenant qu'il ne peut exister plusde ry + r,

.. ., . . 3 JX; JX; JdZ,, .

combinaisons linéaires indépendantes des ——y =5 .+, — qu
) J Jdy J3

ne contiennent autune des dérivées secondes des fonctions ;.

Considérons en effet une combinaison linéaire ® pour laquelle

0X; JX; JY; . ey, -

’dyl’ d—_', 3—} soient tous nuls; la considération

9 uy Pur Fupr Fur Pup Pug

_f_,_‘)_i‘i, d——k-y’ ,,‘a J k,——‘montre quetous

dz* " dydz dxdz dy* dxdy

les coeflicients des

successive des

dz?

les autres coefficicnts sont nuls. Par suite toute combinaison
linéaire O jouissant de la propriété énoncée a ses coefficients par-
oX; X, 9Y;,
dy’ 9z’ 93
celles qui sont linéairement indépendantes est donc au plus r, + 7.

Cela montre a fortiori que le nombre des identités linéaire-
ment indépendantes qui existent entre les dérivées des premiers
membres des équations données est au plus ry + r,. Par suite si ce
nombre maximum est atteint, c’est que les propriétés énoncées
dans le théoréme du n° 11 ont lieu pour tout choix non singulier
des variables indépendantes. Nous dirons alors que le systéme
est en involution.

La condition d’involution est donc lexistence de r,—+ r,
identités linéairement indépendantes entre les dérivées des
premiers membres des équations du systéme.

Lec degré d’arbitraire de la solution générale est, d’aprés ce qui
a été dit plus haut, le dernier nombre non nul de la suite non
croissante

faitement déterminés par ceux des le nombre de

n—ry, R—ry+ry, R—7Ir--r,



— 105 —

et les éléments arbitraires sont des fonctions d’une¢. deux ou trois
variables suivant que ce nombre est le premicr, le second ou le
troisiéme de la suite. Sin - r, €tait nul. la solution générale
dépendrait seulement de n constantes arbitraires.

Le systéeme -détermine les fonctions inconnues si n—=r — r,.
Par suite pour gu'un systeme soit en involution et détermine les
Sonctions inconnues, il faut et il suffit :

1° Que, pour un choix non singulier des variables, les c4ua-
tions soient reésolubles par rapport aux n dérivées par-
. Jduy
tielles —;
d_ ’

2 Qu'il existe entre les dérivées des premiers membres
ry—+r—n identités linéairement indeépendantes.

On voit que le nombre d’identités nécessaires peut étre supéricur
aPexcés r — n du nombre des équations sur celui des inconnues.

14. On peut regarder toute solution du syst¢éme donné comme
définissant une variété a trois dimensions dans l'cspace a n + 3
dimensions. Dans une variété intégrale, une surface définie par
une relation

2= fla y)

est caractéristique, s'il est impossible d’obtenir la variété par
application du théoréme dun® 11 en faisant jouer, par un choix non
singulier convenable des variables, a I'équation 5 — f(z, y) =0
le role de 'équation "= o. Si une surface est définie par

2o 4~ :ill)’-%“" ds =o,

la condition pour que cette surface soit caractéristique est que les
premiers membres des équations du systéme, quand on y remplace

respectivement
cduy duy Juy
or’ 9y’ 9z
par

Yy wE
I3k VShe

T
BN

deviennent des formes linéaires e¢n %,, ..., %, au nombre de
r — ry— 1 indépendantes au plus.
Il peut exister également des lignes caractéristiques. Si une
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telle ligne est définie par

% i 3= :‘; dj‘ v dzs = o.

‘
2dr 33 dy +'ds =o.
¢’est que les r formes linéaires en %, 2, obtenues en remplagant

iy Ju 3 Ju &
dr’ 9y’ s
par

at 4+ 25 B 3, VA4V

sont au nombre de »~ 1, — 1 indépendantes au plus.

15. Prenons le seul cxemple du systéme

Jv o
Mgz Ty T

pad Jdu
V= s T
g o du e
N e
T= du Je :_)_u- —h =0

I‘)_;' l)t;' I‘ S

a trois fonctions inconnues wu, ¢, w; les coefficients «, b, ¢, h
seront supposés. pour simplifier, des fonctions données de z, y, 3.
On aici )

r=i. rs=1, 'y = 0.

La condition d’involution exige I'existence d’unc identité, dont
le premicr membre est nécessairement

aX OV oL
ooyt ast

on arrive ainsi a la condition

da + b Je .
FYREP T Pl

Comme les équations sont résolubles par rapport aux trois
Ju Jv  dw
93" 93" 9z’
et la solution générale dépend de deux fonctions arbitraires de
deux variables.

dérivées le systéme déter mine les fonctions inconnues
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Les caractéristiques a deux dimensions s’obtiennent en exprimant
que les quatre formes

(<
s

~E Ly X CT - S—1 4 4 K1 _ a2
V5 o G — Y5, 3ha— by, abi+ 354 v

¥
se réduisent a deux indépendantes au plus, ce qui donne
a4 3 - v 0

on obtient ainsi les intégrales de I'équation

OVN\: [V [aV\®
;);) *‘(o;) + ;);) =0

Il n’y a pas de caractéristique 4 une dimension.

III. — Cas général.

16. Bornons-nous a indiquer ce qui se passe pour quatre variables
indépendantes x, y, z, t. Sir est le nombre des équations du sys-
téme, n le nombre des fonctions inconnues, on désignera par r,
le nombre des combinaisons linéairement indépendantes des pre-
miers membres qui ne conticnnent que les dérivées par rapport
ax,y,s; parr, le nombre des combinaisons qui ne contiennent
que les dérivées par rapport a x, »; par ry le nombre des combi-
naisons qui ne contiennent que les dérivées par rapport a z. Natu-
rellement ces entiers ry, r'a, s se rapportenta un choix arbitraire
des variables. Le choix des variables sera dit non singulier si ces
entiers conservent les mémes valeurs que dens le cas général.

On définira les systémes en involution d’une¢ maniére analogue
aux cas précédents et 'on démontrera que la condition d’involution
est Uexistence de ry + ry—+ ry identités entre les dérivées partielles
des premiers membres des équations du systéme.

Le degré d’arbitraire de la solution générale est le dernier
nombre non nul de la suite non croissante

n—r.. n—ro-ry, R—ry+ry, N—1I-+r.

Si n = r — r;, le systéme détermine les fonctions inconnues; on
voit alors que le nombre d’identités linéairement indépendantes

est
ry=r,Adr—nan2r—n;
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la solution générale dépend dans ce cas de
N—17ry—=1rs=20-—7"=%1r;

fonctions arbitraires de trois variables.
Il peut exister ici des caractéristiques a trois dimensions, a deux
dimensions et 4 une dimension.

17. Prenons comme exemple le systéme suivant, qui se présente
dans I'hydrodynamique d’un milieu continu supposé sans pression
ni tension, mais soumis aux attractions newtoniennes :

oo o
Js3 dy '
N
T de Js3 '
i E')§—-7)X =0
Ty T or T

JX aY J7

= ety Yz Hime=o
" =4  diw +:)1|:cv+l)\;u-\:“
Jt Jdua Jdy Js

V.= 'ﬂ-l 4 {)~” .+ ¢ 4)"~ + u")»li —\X =0
T dx Jdy a3 )

l~’-:—_-i"‘ +u g —4-'"—)-‘—' + u"-)-‘—) —Y =0
Tt Jz Jy J3

I'v= ’.)ﬂ‘ 7] dv_‘.’ e ’)‘f‘ +w d‘? —7 —o0
ST e Jde T Jdy J3 ’

Il y a sept fonctions inconnues; X, Y, 7Z désignent les compo-
santes de l'accélération newtonienne; o désigne la densité du
milieu; w. ¢, « désignent les composantes de la vitesse.

Si nous rangeons les variables dans l'ordre ¢, ., y, z, nous
avons un choix non singulier des variables, avec

n=r, r =\, ry=1, r,=o, ry-= oo,
L’entier 'y + r.+ ry étant égal a 1, la condition d’involution se
traduit par une identité, qui est ici évidente :

JF,  OF,  gF,

Ty as

Le svsiéme détermine donc les fometions inconnues et la solu-
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tion générale dépend de n —-ry,—+ r,=:6 fonctions arbitraires
det, x, y. '
Les caractéristiques a 3 dimensions s'obliennent ¢n exprimant
que les formes linéaires

T Eo_E . RE g E o SE, al E
3%y, agy— i, 35— 2., al - 350 Vi

r
“E, —
=2

(8 + 21+ 30 yw)k - o(aks -~ 35 + v57).

(6420 4530 + v )k (S4an -+ 30+ 7wk (6 4+ 2w+ 30 +ya)k;

sont au nombre de r—r;— 1 =6 indépendantes au plus. Si la
quantité d + au + ¢+ yw n’est pas nulle, cela exige que les
quatre premiéres formes soient au nombre de deux indépendantes
au plus, ce qui donne, au moins dans le domaine réel,

x="9:=v=o0.
B i

Si au contraire 6 4+ xu + 3¢ 4+ yw=o0, il n'y a que quatre
formes indépendantes au plus.

Il y a donc deux espéces de variétés caractéristiques a trois
dimensions :

1° Celles qui sont définies par dt—=o0 : ce sont les sections a
temps constant;
2° Les variétés satisfaisant a une relation de la forme

a(dr —uwdt) +30dy —vdtr+v(ds—wdt) =0:

cc sont les variétés engendrées par des lignes fluides dépendant de
deux paramétres et suivies pendant toute la durée.

L’existence des caractéristiques de premiére espéce est liée a la
propagation instantanée de la gravitaticn. '

Les caractéristiques a deux dimensions sont les variétés engen-
drées par des lignes fluides dépendaut d’un paramétre, et les
caractéristiques a-une dimension sont les lignes fluides elles-
mémes.

IV. — Applications a la théorie unitaire du champ.
18. Nous allons appliquer la théorie générale a I'étude des sys-

témes d’équations aux dérivées partielles qu’'on peut mettre a la
base de la théorie unitaire du champ fondée, suivant la conception
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de M. Einstein, sur la notion d’espace riemannien a parallélisme
absolu. Nous ne nous occuperons pas de I'aspect géométrique du
probléme (').

Un espace riemannien a parallélisme absolu est défini analyti-
quement par 16 fonctions Ay, des 4 variables indépendantes x*
(x=1,2,3, 4). L'indice /atin s prend les quatre valeurs 1, 2, 3, {,
de telle sorte que les quantités Eh‘“ dz* représentent les projec-

X
tions, sur les axes d’un repére rectangulaire attaché au point (%),

du vecteur infiniment petit joignant ce point au point infiniment
voisin (x*-- dx*); lous ces repéres sont, par convention, paral-
leles entre eux. Les indices grecs «, 3, ... se rapporteront aux
variables indépendantes.

Conformément aux conventions classiques, nous supprimerons
les signes de sommation: nous désignerons par une virgule la
dérivation ordinaire, le symbole T, désignant la dérivée de T par
rapport a r¥.

Nous désignerons par /i le délerminant des 16 quantités Ay, et
par /% le quotient par /i du mineur relatif a /g,.

La torsivn de I'espace se définit analytiquement, soit par les

(uantités \5y=— \f,xdélinies par les 24 relations
b a2 hyz3— /’.:ji,z_ ‘\'&3 =0
soit par | antités \y,—=— \! définies

soit par les quantites 3= -V4y elinies par

‘\;‘;:1 = hi A3

L’¢limination des /i, entre les équations (I) donne les rela-
tions
v 5 5 K
ch Kase= Nygo A Ny, 4+ A\.,zyvj = 0.
Onadureste entre les dérivées des expressions JUoyy et £, dans
lesquelles on regarde les Ay, etles \j5 comme des fonctions arbi-
traires, indépendantes les unes des autres, les 16 4 4 =20

(') Voir \.EINsTEIN, duf die Riemann-Metrik und den Fern-Parallelismus
wegriindete einheitliche Feldtheorie (Math. Ann., t. 102, 1930, p. 685-697);
et 2. CARTAN, Notice historique sur la notion du paralleélisme absolu ( Math.
Ann., t. 102, 1930, p. 648-706).
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1dentités
\ ;’e.rzfi.'; "'""Csfiy,z"i‘:‘es-_ra,ﬂ‘ﬂ— f':‘:._’i-; =0,

(1) , :
[ 245 5— £33 - Lhpg— Lhvia =0

Dans ces identités, s prend les valeurs 1, 2, 3, 4; dans les pre-
miéres, «, 3, y sont trois quelconques des indices 1, 2, ' §{; dans
les derniéres, «, 3, y, 6 sont, a I'ordre pres, les indices 1. 2, 3, 4.

Nous regarderons dans ce qui suit les équations (I) et (II)
comme des équations aux dérivées partielles linéaires du premier
ordre aux 16 + 24 = 4o fonctions inconnues /A, et \j4. Entre les
dérivées des premiers membres de ces équations existent donc les
20 identités (111). Or si Pon désigne par r', r\, r,, r; les entiers
relatifs au systéme considéré, on voit immédiatement que les
équations sont résolubles par rapport aux dérivées prises par
rapporta z* des 24 fonctions

heax(s=1,2,3, f;52=1,2,3) ct A4 (s=1,2,3,4;2 3=1,23),

h

Pélimination de ces dérivées conduisant aux r, =16 équations
Mgy =0 (s=1.2,3, 452, 3=1,2,3),

.
,La“l'_‘,:‘ =0 (s=1, 2,3, 4)

Les 16 équations précédentes sont résolubles par rapport aux
dérivées prises par rapport a z* des 12 fonctions

hea(s=1,2, 3, 4;2=1,2) et A5, (s=1,2,3,4),

I’élimination de ces dérivées conduisant aux r, = 4 équations

Hso—=0 (s=1, 2,3, 4).

Enfin ces quatre équations sont résolubles par rapport aux
quatre dérivées A;,»; on a donc r,=o.

La somme r -+ r , r =0+ 4+ 16 =20 est prec1sément
le nombre des 1denulés (lll).

Si maintenant nous ajoutons aux équations (I) et (II) de nou-
velles équations en nombre r et si nous désignons par

rory, o ra-Erh, ry+ry

les nombres relatifs au systéme total, nous voyons que ce systéme
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total sera ¢n involution s'il admet r, 4 1, — 1y nouvelles identités
indépendantes de (111). D’ailleurs pour avoir r — r,. il suffira, en
imaginant les \iy, (2, 3=1, 2, 3) tirées des équations (lI).
de chercher combien de dérivées A}, on pourra tirer des nou-
velles équations données. On procidera d’une maniére analogue
pour avoir r, et r,.

19. Avant d’aller plus loin, il importe de rappeler une des con-
ditions formulées par M. Einstein. c’est que les équations mises a
la base de la théorie doivent déterminer les 16 fonctions in-
connues hyy, @ une transformation arbitraire pres eflectuce
sur les variables indépendantes. Cette condition n'est évidem-
ment pas trés précise. Nous pouvons la préciser en partie de la
maniére suivante.

Les quatre quantités hg, d.r* sont, comme nous I'avons dit, les
composantes, rapportées 3 des repéres rectangulaires tous paral-
léles entre eux, du vecteur infiniment petit qui joint deux points
wnfiniment voisins. lmaginons unc solution des équations du
champ. On pourva toujours choisir les variables indépendantes de
maniére que les lignes tangentes en chacun de leurs points au
quatriéme axe du repére soient les lignes

-

V= const.. a2

=const.. o= const.;

cela donne
hyi= o Iy = o, oy = o,

On peut ensuite prendre [/1;., dxi. oulon regarde r', x2, 13

comme des paramétres, pour nouvelle variable r*. ce qui

donne
o, .

Le nombre des fonctions inconnues est ainsi réduil de quaire
unites.

On peut aller plus loin. Déterminons une fonction 9 (x', 22, x*)
par U'équation

9 ) By

I I A e Iyt ot s 3 TP TR AN

|

URTNGNERNE Y ooty ety ot ) [ R

: . Jdz 9z d9 |
t Iy, et s, ) +’7;‘ hartort a3 o) 4 ? !

i

Tl’ Dy (ot o) 4 —
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Cetle équation exprime que si o se déplace sur la variété

les trois formes en o', dr?, d.r3

hgde*, l,ydr® iy de>

ne sont pas linéairement indépendantes. Nous pouvous supposer,
par un changement évident de variables, que v = o est une solu-
tion de I'équation considérée. :

Plagons-nous alors dans la variété £ = o. Nous pouvons sup-
poser que les lignes

£ = const.. rtozconst,
sont celles qui, en chacun de leurs points, sont perpendiculaires

aux deux premiers axes du repére rectangulaire attaché a ce point,
ce qui revient a supposer

hl:; = h,._,;‘ = 0,
on pourra ensuite, comme il a été fait plus haut, supposer

Iy =z,

et par suite, en lenant compte de I'équation (1), on voit que,
pour r'=o, on peul supposer ’

Iy = o, hag=o0. =T hiy= o.

Le nombre des fonctionsinconnuesqui entrent dans les équa-
tions du systeme sera done reduit, quand on fera x'= o, de
8 unités.

Nous pourrons ainsi déterminer sans ambiguité le degré d’arbi-
traire d’un systéme en involution donné, abstraction faite du choix
particulier des variables, a condition toutefois que les éléments
arbitraires soient des fonctions de (rois variables au moins,
puisque le choix de la section a trois dimensions z* = o n’est pas
unique et fait intervenir des fonctions arbitraives de deux variables,
celles qui entrent dans la solution générale de I’équation (1).

20. Nous avons déja vu (n° 18) quelle sera la condition d’invo-
lution d’un systéme donné formé de r équations autres que (1)
LIX. 8
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et (I1); c'est Uexistence de 7+ ry + ry identités nouvelles. La
condition pour que le systéme détermine les fonctions inconnues,
au sens de la théorie de la relativité, sera uniquement que les nou-
velles équations soient résolubles par rapport aux n dérivées \5; ,,
ce qui donne

r—ry=1o.

Par suite, pour qu’un systéme donné soit en involution et
détermine les fonctions inconnues, il faut et il suffit :

1° Que les équations du systéme autres que (1) et (1) soient
resolubles par rapport auz 12 dérivées Ay, ;
2 Ou'il existe entre les dérivées des premiers membres de
ces equaltions
Py e ry==ry--ro4+r—iz

identités linéairement indépendantes.

On remarquera que les raisonnements habituels conduisent
seulement, comme condition nécessaire et suffisante, a I'existence
de rr — 12 identités.

Le degré de généralité de la solution, (ui est, dans le cas
général, de n — ry— r,, s'obtiendra ici en vemplagant respective-
ment

par

JO—R, ryab. ry g,
ce qui donne :

20— rybr, =30 —r-—-r,

fonctions arbitraires de trois variables.

21. Appliquons ce qui précéde aux 22 équations indiquées par,
M. Einstein. Nous désignerons, avec lui, par T, la dérivée cova-
riante par rapport a4 x%. Il est essentiel de remarquer que la
dérivée covariante T, est la somme de la dérivée ordinaire par
rapport a z* et de termes faisantintervenir linéairement les dérivées
par rapport & la méme variable x> des fonctions 4. On a par
exemple

v
j

v o/ » . p
Agss = Aggi— ki ("xz,t’}-\zg /58,80 i_.’z) - ey h,p,?,‘\;:j.

Ou a entre les deux dérivées covariantes secondes T4 et Ty,
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d'un tenseur T la relation
T.a;8— T30~ .\2131‘;9 =o.

Avec ces notations, les équations (1), qui ne sont autres que
les identités de Bianchi, prennent la forme

N e B 3 3 P 5 . > 3
U Lo = Nagy 4 Ngyo + Mas + Mg\ #0505 208,475 — o,

l.e systéme de M. Einstein. qui contient 22 équations, est le

suivant :
. ’ Fagm by, =0
(‘\) :'3: \fﬂ 7 \3 B
Sa= \ap ap Vg =0

L L. 3 . Sl 3
ot 'on désigne par \y, la quantité g¢7\5,.

Le calcul de ry se fait immédiatement. En effet I'expression g;

. vy '-’ . . V. .
contient "\ . Par suile si g''3£ 0, ce qui est le cas pour un
choix arbitraire des variables, les équations (1\ ) sont résolubles
par rapport aux 12 dérivées covariantes \-2,',;. On a donc
rg=r—12% =10,
On voit en passant que /es caractéristiques @ (rois dimensions

du systéme sont les variétés tangentes en chacun de leurs

points i 'hypercine ds?=o relatif a ce point.

22. Les ry=-10 équations qui ne contiennent plus aucune
dérivée par rapport a x'* sont, comme on le voit facilement,

:713— f:a}‘: 0 (. ;’" =1, 2 3).
g;—g‘?-‘iapf‘” (2 =1, 2, 3)~
.&"‘ng; zf o (x=1, 2,3, §)

On constate facilement que les deux équations

Fra— LYoy — Liag= 0,
S$P(Gi— 50F pe) — 8PGI=Gi—Gi—Fu=o0

ne contiennent aucune des dérivées par rapport a x* etz?; ce sont
du reste les seules qui jouissent de cette propriété, comme on le
voit en supposant par exemple tous les g*# nuls pour a8,
avec g**—1.
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On a donc ro=2. Quant a ry, on voit immédiatement qu'il est
nul.

23. Les valeurs trouvées pour ry, 1y, 4, & savoir

ry= o ry =0,

ry=o,

montrent que le systéme est en involution s'il existe

rtr.dr,zan
identites lineairement indépendantes. Sa solution générale dépend

alors de
3o —r4r.oan

fonctions arbitrairves de 3 variables.
Les 12 identités, qui existent effectivement, sont les suivantes

I3 [ [ ?
Fagr+Fava +Fpag— Lig. + NgFoy HAL Ty 4N Ty, =0,

k 27 g 5 3
Wy &15;9_‘-71;:;—'.\15.*95;:),
' D 1 -
ax x o0 - ox
'?’{::.’z+-\5c‘;lf,".)-\pf,l.‘,},,._=n.

l.es quatre premiéres peavenl s'ecrive, beaucoup plus sim-

plement,
Fage 4 Fyu g+ Fugg==o0.

En effet, en posant
Tx = '\;I,;

on a, d'apres les identités de Bianchi £54, = o :

Fa3 =903 — 93,2
24. 1l existe un autre systéme de 22 équations, egalement en
involution, avec le méme degré d'arbitraire que celui de M. Eins- |

tein. Introduisons d’abord les quantités

[ 4 A
W A'YF‘\63+ ;;OPA\S,‘, ).

I
Sa = 7i(5'pp4\
ou «, B, 7, o forment une permutation paire des indices 1. 2,3, 4.

On vérifie les 1dentités telles que

9!_:—‘:‘33—5’ls551,1~51,2+ 718, — 2,8,
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de sorte que les 22 équations d’Einstein pourraient s’écrire .

( fa.8— ¥4,a =0,

CIV) ! 84,8—83,2— 32585 +3352 = 0.

.' (‘-24-(‘.‘;.;: o.

les 10 derniéres étant symétriqucs. On peul d'autre part vérifier,
par un calcul assez pénible, que les quantités G,3 qui s'intro-
duisent dans les anciennes équations de la relativité (tenseur con-
tracté de Riemann) peuvent s’exprimer sous la forme

. PR T a . .
Gyy =g < F g'};—‘\?':,{i";‘ ¥8,2) — 2 -\1, Ngp— S:SB + .&"1.’1-\959-
B (3 - )

Considérons alors le systéeme des 22 équations

Fag= 30,8— 74,2+ M 3aS3— 3555 = o,
VD <( 8237 Sa,3— 83,2+ n(3283— 338, = 0.

Gag=o.

On vérifie sans difficulté que les valeurs de ry, ry, r; sont les
mémes que pour le systéme d’Einstein, les variétés caractéristiques
a trois dimensions étant aussi les mémes. Il existe encore ici
12 identités linéairement indépendantes, a savoir les 4 identités
classiques de Pancienne théoric de la relativité et les 8 identités

Fasod Fou g+ Fuyy

Sy Fge 4+ 84F oy 4 Se Fag— 3584 — 38 8va— 3+ 843) == 0,
Sad+ Sgoz +Suas

4+ NSy Fge 4 S3F 5 4 8. F 3 — 3288y — 338y — ;..,2-5,3) =o0.

Lesystéme (V1) est donc en involution. il détermine les variables
du champ, sa solution générale dépendant de 12 fonctions arbi-
traires de 3 variables. .

25. Signalons enfin un dernier systéme en involution, ne com-
prenant que 15 équations, a savoir

Fay = 823—S4a+C(32,3— 33,a) =0,

. ) 1
VD ‘l'zji"“-' G'v{i—‘ KaB (Jpp"'a <?z,{5"” ?Ba— 5 SaB ?p{:)

+ b(Sq,8+ S8,0— gapsp_,p) —Tag=o.

1
3

Dans ces équations «, b, ¢ sont trois constantes numériques,



— 118 —
et T,3 désigne un tenseur symétrique arbitraire formé avec les
composanles de la torsion. assujetti a la seule condition que son
tenseur contracté soit nul.
Si @ # be, les équations du systéme peuvent ¢tre résolues par
rapport aux 12 dérivécs \Z‘;; et 'on trouve

r,=3, ry=o.

Il existe eflfectivement 1y 4 1y 4+ ry== { identités, a savoir
Fagy+Fpra+Frays o

La solution géncrale dépend de 32 —r + 1, =18 fonctions
arbitraires de 3 variables.

Il est probable que les systemes (IV), (VD) et (V1) sont les
sceuls systémes en involution indépendants du choix des variables
et du choix des repéres rectangulaires, qui soient linéaives par
rapport aux dérivées covariantes des \;4 et quadratiques par rap-
port aux \iy. et qui déterminent les fonctions inconnues. Mais la
discussion de cette question fail intervenir des problemes d’Algébre
tout a fan étrangers a F'objet de ce Mémoire.

Ajoutons que les équations (1V ), (V1) et (VII) pourraient étre
cerites de mamiére que les variables indépendantes n'apparaissent
pas du tout, en utilisant les composantes du tenseur de torsion
par rapport aux repéres reclangulaires. équipollents entre cux,
attaches anx differents points de Pespace. Ces composantes \; sont
défintes par

N = AT AR A

En introduisant d'autre part la dérivation covaviante T, définie

par
. %\ e
ol =>_‘l,<huf{.rx.

les équations (1), (1IN0 (V) (VI), (V) conservent la méme
forme quand on substitue aux indices grecs des indices latins,
mais chaque indice peut alors se mettre indifféremment en haut
ou en bas. L.a discussion se fait de la méme maniére qu’auparavant,
mais les quantités g,4, £%3, etc, n'interviennent nulle part, ou

plutét les quantités g;; et 2/ sont nulles pour /3£ j, égales a

pour (- J.



