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SUR LES TRANSFORMATIONS DE BACKLUND;

Par M. E. CarTan.

Cet article a pour but de démontrer un théoréme relatif aux
transformations de Bicklund. Etant donnés deux espaces E
et E'a n 41 dimensions, et un certain nombre r < n -1 de rela-
tions entre les éléments de ces espaces :

Fy(zi, 3, Pis .’I»";, kS Pi’)=°,

...... @cecessecssscnncanny

F,-(.’L‘,‘, %, Pis xy 3, P’z)=°
(i=1,2,...,n),

(1)

il peut exister des familles de multiplicités d’éléments unis &
n dimensions M de I'espace E, auxquelles les formules (1) font
correspondre des multiplicités d’éléments unis & » dimensions de
]’espace E'. Une telle correspondance définit une transformation
de Bicklund.

Lies multiplicités M sont les intégrales générales d’un ou de



R

plusieurs systémes d’équations aux dérivées partielles de E a
chacun desquels correspond un syst¢me d’équations aux dérivées
partielles de E'.

Ce qui fait l'intérét de ces transformations, c’est que deux
systémes différentiels qui se correspondent de cette maniére
peuvent fort bien ne pas étre réductibles I'un a P’autre par une
transformation de contact. Les transformations de Bicklund four-
nissent ainsi un moyen plus général que les transformations de
contact pour la transformation des syst¢émes différentiels.

Le théoréme que je démontre dans les pages qui suivent est
que, dans le cas ot r=2n + 1, c’est-d-dire dans le cas o les
Jormules (1) font correspondre a tout élément de E un élément
bien déterminé de E' et réciproquement, deux systémes diffé-
rentiels correspondants sont toujours réductibles 'un & l'autre
par une transformation de contact. Le théoréme va méme beau-
coup plus loin. Etant donné un des systémes différentiels qui
définissent les multiplicités M de U’espace E et le systéme dif-
férentiel qui définit les multiplicités correspondantes M' de
Uespace E', il existe une transformation de contact bien déter-
mincée (S) transformant chaque multiplicité intégrale du
premier systéme dans la multiplicité intégrale correspon-
dante M’ du second systéme. Autrement dit, la transformation
de contact (S) produit sur toutes les multiplicités M exactement
le méme effet que la transformation d’éléments donnée (1).

Si les multiplicités M sont fournies par plusieurs systémes
distincts d’équations aux dérivéespartielles, il est possible que ce
ne soit pas la méme transformation de contact (S) qui convienne
a tous ces systémes. Néanmoins, la méme transformation (S)
convient a tous les systémes qui contiennent les mémes équa-
tions aux dérivées partielles du premier ordre (ou i tous ceux
qui n’en contiennent pas).

Il est & peine besoin de dire que la transformation (S) et la
transformation (1) produisent le méme effet sur une multipli-
cité M, regardée comme un étre géométrique indivisible, mais
il est bien évident qu’un élément particulier de M n’est pas
transformé de la méme maniére par les deux transformations.

Je ne . fais appel, dans la démonstration du théoréme, & aucun
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résultat relatif i 'existence et au degré d’indétermination des inté-
grales d’un systéme diflérentiel. Je me sers simplement de la
remarque, a peu pres évidente, que tout systéme de relations entre
des variables données qui annule une expression de Pfaff annule
aussi son covariant bilinéaire. La démonstration, donnée dans les
paragraphes II, IV et V, est précédée de quelques considérations
auxiliaires sur les formes bilinéaires alternées; ces considérations
sont exposées sous une forme purement analytique, mais elles
pourraient étre énoncées géométriquement, car elles se rapportent
au fond & la théorie de certains faisceaux de complexes linéaires.
Le paragraphe III est consacré a rappeler ’énoncé et la démonstra-
tion d’'un théoréme, d’ailleurs classique, sur les systemes de

Pfaff.

1. Rappelons d’abord certaines propriétés des formes bilinéaires
alternées. On désigne sous ce nom une forme

iy .e.,mn

F= Z @ik i M

ik

a deux séries de m variables, jouissant de la propriété de changer
de signe quand on échange entre elles les variables des deux séries;
une telle forme est caractérisée par les relations suivantes entre
les coefficients :

Qjfe == Ofef (i,]f:l,')., ...,m).

Si l'on eflectue sur les variables des deux séries la méme subs-
titution linéaire, on obtient encore une forme bilinéaire alternée.

On peut employer une notation symbolique qui a 'avantage
de ne faire intervenir qu'une série de variables, en convenant de
poser

Eime— Eeme= [Eebe]) = — [84bi];
la forme F s’écrit alors

F =Y o [fiks],

(is k)

la somme étant étendue a toutes les combinaisons deux a deux
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des indices 1, 2, ..., m. Si l'on effectue sur les variables § une
substitution linéaire, la forme transformée s’obtient en remplacant
les anciennes variables en fonction des nouvelles, développant les
expressions [£;E] suivant les régles du calcul algébrique comme
si ¢’étaient des produits, mais ayant soin de ne pas changer I'ordre
des facteurs variables dans les produits partiels, ou tout au moins
de changer en méme temps le signe du coefficient correspondant.

Nous conviendrons d’appeler dérivée partielle de la forme F
par rapport & §; la forme linéaire

oF k=m
% = 2 i §
: A=1
2. On appelle rang de la forme bilinéaire F le rang du systéme
des m formes linéaires _d_]_“, cees d—F, c’est-a-dire le nombre de
9& 0Em

celles de ces formes qui sont linéairement indépendantes. On
démontre facilement que ce rang est toujours pair, soit 27, et
que la forme F est réductible par une substitution linéaire & la
forme canonique

[E182] + [EsEa] +. ..+ [E2n—1£2n]-

Si le rang 27 de la forme F est inférieur & m, il existe, entre
les m dérivées partielles de la forme, m — 2n relations linéaires
indépendantes.

3. Nous conviendrons de dire qu’un systtme d’équations
linéaires
k=m
Eaikik=0 (E=1,2, .o, h)

k=1

annule la forme F, si F s’annule en tenant compte de ces équa-
tions. Un systtme de h <<n équations linéaires indépendantes,
qu’on peut toujours supposer ramené i

Ei=bi=...=8=0,

réduit le rang de F de 2/ unités au plus. En effet, si F désigne

ce que devient F quand on y annule §,, ..., &, la forme F na
plus que m — h dérivées au lieu de m, et 'annulation de gy, ..., &
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introduit entre
oF oF

d&h—n ’ ) dEm

h relations au plus qui n’avaient pas lieu entre les dérivées cor-
respondantes de F; il reste donc au moins 2n — 2k dérivées indé-
pendantes de F.

En particulier, une forme F de rang 27 ne peut étre annulée
que par un systéme de n équations au moins. On démontre facile-
ment, en recourant par exemple & la forme réduite, qu’il ya effec-
tivement une infinité de systémes de n équations annulant F, et

n(n-+1)

méme que ces systémes dépendent de coefficients arbi-

traires.

4. Nous allons examiner le probléme analogue, non plus pour
une forme bilinéaire, mais pour un systtme Z de r formes bili-
néaires (linéairement indépendantes ou non),

F[, Fg, ey Fr.
Nous distinguerons ici :
1° Le rang o du systéme 3 : c’est, par définition, le nombre
D oF; . .
des formes linéaires ‘_’E_‘ indépendantes; c’est encore le nombre
&

minimum de variables au moyen desquelles peuvent s’exprimer
les r formes F; par une substitution linéaire convenable effectuée
sur les variables;

2° Le rang 27 de la forme bilinéaire

F=MF4+AF+...4+\Fp
0lt &4y Agy ...y A désignent des parameétres indéterminés : c’est,en

somme, la forme bilinéaire la plus générale du faisceau de formes
bilinéaires déterminé par le systeme Z.

11 est évident que I'on a
p22n.

5. Il est manifeste, d’aprés ce-qui a été dit plus haut, qu’il est
impossible d’annuler simultanément toutes les formes Fy, ..., F,
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par un systéme de moins de n équations linéaires. Nous nous pro-
posons de déterminer tous les systémes de n équations qui les
annulent. Mais nous n’avons pas besoin, pour la suite, de la solu-
tion compléte de ce probleme qui, du reste, n’est pas toujours
possible. Nous allons nous contenter de le ramener au cas ou le
rang o de I est égal au rang 22 de F. D’une maniére plus précise,
nous allons montrer que tous les systémes cherchés de n équa-
tions linéaires contiennent un certain nombre v < n d’équations
Jfizes qu'on peut former par un procédé régulier, de telle
maniére que, st Uon tient compte de ces v équations, le rang p
du systéme T obtenu soit égal au rang 2n — 2v de la forme
correspondante ¥ : les n — v équations inconnues doivent alors

étre choisies de maniére 4 annuler les 7 formes du systéme 2.

6. Pour démontrer ce théoréme, supposons donc ¢ > 2n. Remar-
quons que les dérivées partielles de la forme F satisfont a m —2n
relations linéaires indépendantes dont les coefficients sont des
fonctions de Ay, ..., A, qu'on peut supposer algébriques entiéres.
Soient '

(1) A”()\)-STI‘; +...+ Aim()\)

oF

=o0 (i=1,2, ..., m—2n
og’n b b ] )

ces relations. Introduisons m variables auxiliaires u,, ..., u, et
considérons les m — 2 n expressions

AN uy+.oo+Aip(MN Uy (E=1,2, ..., m—2n);

ce sont des polynomes entiers en A,, ..., A, dont les coefficients
sont linéaires en u,, ..., u;,. Annulons les coefficients de tous ces
polynomes supposés ordonnés; nous aurons ainsi un certain
nombre p d’e’quations linéaires a4 coefficients constants (indépen-

dants des ) :
(2) Qi Ut ~toe ot iUy =0 (i=1,2, ..., p)
Considérons enfin les pr équations linéaires en §,, ..., &x :

oF, oF
(3) o= 4oy ot

dE‘ 55;':0 (i=]7~--,P;k=[,”.,,-).
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Ce systéme d’équations linéaires est évidemment 1ié d’'une maniére
covariante au systéme 2.

Montrons d’abord que ces relations (3) ne sont pas toutes véri-
fiées identiquement. On peut supposer, & l'aide d’une substi-
tution linéaire sur les u (et de la substitution contragrédiente
sur les §), que les équations (2) se réduisent &

Les formes F,, ..., F, ne contiennent alors explicitement,
d’aprés (3), aucune des variables §,, ..., £,. D’autre part, les
équations (1) ne contiennent pas non plus de terme en

oF oF
dEp—i-l ’ ’ d&m

Le rang 2n de la forme F en £,,,, ..., Ex est donc exactement
égal A m — p. Lerang p du systéme 2 est, d’autre part, au plus égal
& m — p, puisque les formes bilinéaires de = ne contiennent que
les m — p variables Emi, ..., £p. Il en résulte que p est au plus
égal & 2n, ce qui est contradictoire avec 'hypothése o > 2n.

7. Les équations (3) n’étant pas toutes des identités, nous
allons maintenant montrer qu’elles doivent faire partie de tout
systtme de n équations linéaires annulant a la fois F,, F,, ..., F,.
Soit, en effet, un tel systtme qu’on peut toujours supposer ramené
a la forme '

(4) EI=E!=---=$n=Q¢

Les dérivées partielles

oF JoF
dE'n-H ’ ’ d&m

sont manifestement des combinaisons linéaires de &, ..., £,
puisque, pour chacune des formes F, et par suite pour la forme F,
tous les coefficients

a; (L, j=n+1, ..., m)

sont nuls. II existe donc, entre ces m — n dérivées partielles, au
moins m — 2n relations linéaires indépendantes. Comme, d’autre
part, il existe entre les m dérivées partielles de F exactement
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m — 2n relations indépendantes, il faut qu'aucune de ces rela-

tions ne contienne
oF oF
dsl g ’ 05/;

En se reportant aux équations (1), (2) et (3), on voit que les
premiers membres des équations (3), étant des combinaisons

C, . oF oF . .,
linéaires de ——=% , -++, =%, sont des combinaisons linéaires de
dEn—H dEm

§iy .-, Eu. Les équations (3) font donc partie des équations (4).

8. D’aprés cela, si 'on veut obtenir tous les systémes de
n équations linéaires qui annulent les r formes de Z, on formera
les p équations (3). En tenant compte de ces équations, les
formes F; deviendront des formes F; 4 m — p variables. La nou-
velle forme F se déduisant de l'ancienne F en tenant compte
de p équations linéaires indépendantes, son rang sera au moins
an — 2p; par suite il faudra adjoindre aux p équations (3), pour
annuler les formes de I, au moins » — p équations nouvelles. Si
on suppose possible le probléme d’annuler les formes de T par
n équations, il faut donc que F soit derang 27 —2p. Si le
rang o de S est égal 4 27 — 2p, on sera ramené au méme pro-
bléme pour le systéme $. Sinon, on fera pour 3 ce qu’on a fait
pour T jusqu’a ce qu’on arrive & un systéme réduit £, pour lequel
le rang p, soit égal au rang 27, de la forme F,. Tout systéme
de n équations linéaires annulant toutes les formes de X contiendra
donc n— n, équations fizes, les autres pouvant dépendre de
coefficients arbitraires.

9. Eclaircissons ce qui précéde par un exemple numérique.
Prenons le systéme I des trois formes & sept variables

Fi={88s]+ ffzib]v'*' (&t 1,
Fo=[£i8] + [£a5],
Fy=[£186] +a[8ks]. ) )

On a manifestement ici

I1 existe une relation linéaire entre les sept dérivées partielles
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de la forme
F= 11F1+ >\2Fg+ )\3F3;

on trouve sans difficulté (ue cette relation est

oF oF
+)\2(—’E—a)\3— == 0.

— X e

or
0ks

Les équations (3) sont donc

am=d—s‘-=3§=0 (’\':l,'l,s),
c’est-a-dire
bi=f=abfi=als=o.
Si a est différent de zéro, le probléeme d’annuler F,, F,, F; par

un systéme de trois équations linéaires est impossible. Si a est
nul, on doit d’abord prendre les deux équations

bi=E=o0;
on a alors 3

Fy = [&:87],

Fg-—'—‘- Fa: 0.

Comme o= 2n =2, on est ramené 4 annuler F, par une équa-
tion, ce qui donne
aks+ BEr=o.

II.

10. Considérons deux espaces a n + 1 dimensions E et E' et une
transformation (T') des éléments

(-Th T2y o+ 0y Tny 3, Pty "-a[)n)
de (E) dans les éléments
(‘1“’1) z',zv --"x;n Z', P'n sy P’n)
de (E'). Soient
‘ z'/i=xi(a"’ z, P)v
(1) ? =1 (z, 3, p),
Pi=Pi(z, 3, p)
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les formules qui définissent la transformation, ces formules étant
supposées résolubles par rapport & . ..., 5, ..., pn.

Comme on sait, la transformation (T) est dite de contact si une
multiplicité quelconque & n dimensions d’éléments unis de (E)
est changée en une multiplicité & n dimensions d’éléments unis
de (E’), autrement dit si, grice aux équations (1), on a une
identité de la forme

dz'—pi dz'y—...—p;, dz), = p(ds — py dzy—...— p, dz,).

Supposons que la transformation (T) ne soit pas une transfor-
mation de contact. Il peut-arriver qu’il existe néanmoins des
multiplicités M & n dimensions d'éléments unis de (E) quisoient
transformées en des multiplicités M’ d’éléments unis de (E'). Les
multiplicités M sont dans ce cas les intégrales d’un certain systéme
d’équations aux dérivées partielles. Notre but est de démontrer que,
si ce systéme ne contient aucune équation du premier ordre,
c’est-a-dire s’il passe une multiplicité M par tout élément de
Uespace (E), il existe une transformation vk contacr bien
déterminée (8S) telle qu’appliquée a toute multiplicité M, elle
fournisse exactement la multiplicité M' qui correspond a M
par la transformation (T). ‘

14. Les multiplicités M et M’ étant formées d’éléments unis, on
a, pour tout déplacement sur ces multiplicités,

dz — p, dzx, —...—)),, dz, = o,
dsz'—p dz'\ —...— p,, dx,, = o.

Si l'on tient compte des formules (1), on obtient ainsi deux
équations de Pfafl’ en dz,, ..., dz, ..., dp, et ces deux équations
de Pfaff sont linéairement indépendantes, puisque la transfor-
mation.(T) n’est pas de contact. La multiplicité M est donc une
intégrale & n dimensions d’un systéme de deux équations

w; = 0,
We=0"

By

4 2n -+ 1 variables. Il en résulte que les covariants bilinéaires
de w, et de w, sont nuls en tenant compte des équations de la
multiplicité M et de ses équations différentiées totalement. En



— 16 —

tenant compte en particulier des équations w, = w,= 0, ces cova-
riants deviennent deux formes bilinéaires alternées a

2n +1—2=12n—1

variables (les variables étantici 22 — 1 des différentielles dz,, ...,

dpp, ou 2n —1 combinaisons linéaires de ces différentielles).
Nous désignerons ces variables par

Eh Ei, ceey Ein~l

et les deux formes bilinéaires par F, et F,.

Quand on se déplace sur M, il existe n + 1 relations linéaires
entre les 22 + 1 différentielles dz,, ..., dp,; deux de ces relations
sont w, = w, = 0; par suite on voit que les deux formes F, et ¥,

s’annulent par un systéme de n — 1 équations linéaires entre
les variables §.

Le rang de la forme
F = )‘l Fi+ A’Fg

est au plus égal & 2n — 2, puisque p est ici au plus égal A 2n — 1.
Mais ce rang ne peut pas descendre au-dessous de 2n — 2, car F

’ N
par exemple se déduit de la forme bilinéaire de rang 27

—[dpi1day] —...—[dpn dz,]
par une seule relation linéaire entre dx,, dp,, ..., dz,, dp,,
savoir celle qu'on obtient en éliminant dz entre w, =o
et w, —= 0.

On est donc dans le cas étudié précédemment, ou il s’agit d’an-
nuler F, et ¥, par un systéme de n — 1 équations linéaires, le rang
de F =\ F, +\F, étant 2(n —1).

12. Comme on I'avu plus haut, le systéme d’équations cherchées
comprendra un certain nombre v d’équations fizes (ce nombre
pouvant étre réduit & zéro), les formes F, et F, se réduisant, si
Pon tient compte de ces équations, & deux formes F, et F,
A 2n — 1 — v variables, le rang du systéme X de ces deux formes

étant égal & 2(n — 1) — 2v, ainsi que le rang de la forme

F = R|F1+ )\,F,.
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Soit, ce qu’on peut toujours supposer,
(2) fi=b=...=f/=0

les v équations obtenues. Ce sont de nouvelles équations de Pfall
auxquelles satisfait la multiplicité M.

Il en résulte que M annule les covariants bilinéaires de leurs
premiers membres. Désignons par F,, ..., F,_, ce que deviennent.
ces covariants quand on y tient compte des équations

W) = We= El=' . .='Ev= o.
La forme

? = kj.F‘] -+ )\gﬁg -+ )\3?;4-. . .-l—'_)\v_ng‘\H_g

doit étre au plus de rang 2 (7 — 1 — v) puisqu’elle peut s’annuler

par n — 1 —v équations linéaires; mais comme d’aatre part la
forme

)\’ Fi -+ )\,ﬁz

est exactement de rang 2(n — 1 —v), il en est de méme de F. On
a donc un nouveau systéme de v + 2 formes bilinéaires auxquelles
on peut appliquer le méme raisonnement que plus haut. On en
déduira en général P'existence de nouvelles équations linéaires
fixes entre les &, c’est-i-dire de nouvelles équations de Pfafl'aux-
(uelles doit satisfaire M, et ainsi de suite jusqu'a ce que le
procédé ne soit plus applicable.

A ce moment-la, on sera arrivé a un certain nombre h -+ 2

d’équations de Pfaff fixes

MW =Weg=.,., = Wj)49=0

auzxquelles satisfait toute multiplicité M. En tenant compte de
ces h + 2 équations, les covariants bilincéaires de leurs premiers
membres forment un systéme X' de h + o formes bilincaires

. q’l) q)i1 e 4”&4’2
telles que la forme

P = )\ltbl —+.. .+)\h+,q)/,+g

soit de rang 2n—ah— 2, le systéme I étant lui aussi de
méme rang 2n — 2h — 2.

XL, 2
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11,

13. Avant d’aller plus loin, il est nécessaire de rappeler un
théoréme classique sur les systemes de Pfaff.
Etant donné un systéme de r équations de Pfaff & m variables

(V) W= Wy=..,=W,=0,

on peut exprimer les covariants bilinéaires de leurs premiers
membres comme des formes bilinéaires alternées

Fh F!v ceey Fr

de vy, ..., w, et de m — r autres expressions de Pfaff
Wiy ey Bpm—rp

indépendantes entre elles et indépendantes des w. Le théoréme
en question exprime que les équations

(2) woy=...=w,=o, — =0 (i=1,...,r5k=1,...,m—r)

sont complétement intégrables et que, de plus, si
Y15 ceoy Vrap

constituent un systéme d’intégrales premiéres indépendantes
de ces équations, les équations (1) peuvent s’écrire sous la

Jorme
A‘=r+p

(3) NAuwdyi=o (i=12 ...,
k=1

les coefficients Ax ne dépendant quede y,, ya, ...y Yrip-

14. La démonstration repose d'abord sur la remarque que le
systtme (2) est lié d’une maniére covariante aux équations (1),
c’est-a-dire reste invariant soit par un changement de variables,
soit par une substitution linéaire effectuée sur les premiers
membres de 'équation (1).

Ce point étant admis, le théoréme est vrai, lorsque r est donné,
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pour m =r. Supposons-le vrai pour m=r, r+1, ..., u, et
démountrons-le pour m =y + 1. Regardons I'une des variables,
Zyy par exemple, comme un paramétre, sa différentielle étant
alors regardée comme nulle; nous pouvons supposer qu’on a pris

By+1—r= d-7f'y.+1-

)

Le systtme (1) devient alors un systéme a p variables, pour
lequel les nouvelles formes F: se déduisent des anciennes F; en
snpprimant les termes qui contiennent wy,,_,. En appliquant le
théoréme, supposé vrai, au nouveau systéme (1), on peut le mettre
sous la forme (3) et méme sous la forme plus simple

dyy+ay, d¥rei+...+d1,6dVreg =0,

L dyr+ar1 dYri+.co+0rgdYrig=o.

11 est bien évident que, si I'on regarde de nouveau z,,, comme
variable, le systéme (1) prendra la forme complétée

dyy+a4,1 dyrri+...+ a6 AYrig+ oy drp =0,
(5) Y e eeeteteeeaeaneeaes .
Udy,+ary dyrei=+.. ..+ drgdyric+ ardryi=o,

les coefficients ;4 dépendant seulement des y et de z, ., mais les
coefficients a,, a,, ..., ag pouvant dépendre de toutes les variables
pi‘inlitives, c’est-d-dire pouvant dépendre, en outre des y et z,,,,
de certaines autres variables z,, z,, ....

Si les a; ne dépendent que des y et de ., les équations (2)
contiennent r4+cour—+4o¢—41 équat.ions par rapportaux r+ao—+1
variables y et xy,, : elles sont donc stirement complétement
intégrables.

Si les a; dépendent d’autres variables que les y et zy,., on voit
sans difficulté que les équations (2) se raménent &

dyir=o, dzy.y =0, da;=o0 (k=t,.ciyr+o;i=1,...,7);

elles sont donc encore complétement intégrables.
La premiére partie du théoréme étant ainsi démontrée et

Y1y ceey }'r-}—p

désignant des intégrales indépendantes du systeme (2), il est
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évident que les équations (1), faisant partie des équations (2),
peuvent se mettre sous la forme

(6) dyl+§lld]r+l+-..+p|pd_}’,.+p:(),

d}’l"‘i" ?rl d_}'r+1 +..0+ ?'"F d.},”‘*‘P = o,

et tout revient a démontrer que les coefficients $x ne dépendent
que des y. S’il n’en était pas ainsi, on verrait en effet facilement
que le systeme (2) contiendrait d’autres équations que les
équations
dy,=...= d_y,.+p—_—. o.

Ce théoréme est d’ailleurs susceptible d’une démonstration
directe par le calcul, en utilisant 'identité fondamentale.

Remarquons enfin que I'entier désigné par p n’est autre que le
rang du systéme des formes F¥,, ..., I,, dans lesquelles on a sup-
primé tous les termes en w,, ..., w,.

IV.

15. Appliquons ce théoréme aux A+ 2 équations de Pfalf
auxquelles nous étions arrivés a la fin du paragraphe II et aux-
quelles satisfait toute multiplicité M. Ici le nombre p, qui n’est
autre que le rang du systtme des formes ®,, ..., P40, est égal
a 2n — 2h — 2. On peut donc trouver 2n — h fonctions

Yis Y2y ..y Yen—h
de

Ty, X9, oy Tpy 3, ..y Pny

telles que le systéme des k + 2 équations de Pfafl considérées soit
susceptible d’étre mis sous la forme

=2n—h

k
(1) w; = 2 ANik( Y150y Yan-n)dyr=o0 (E=1,2,.... L+ 2).
k=

On aura les multiplicites M en cherchant toutes les ints-
grales @ n— h— 1 dimensions de ce systéeme de Pfaff. La
méme intégration donne les multiplicités correspondantes M’ qui
sont définies par les mémes n + 1 relations entre les y.
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L’équation
(2) dz —pdey—...— ppdr,=o0

¢tant une conséquence des équations (1) peut s’écrire sous la
forme

(2") A W) 4 Qs Wy 4. . . & Gfpp3 Bpta = O.

Il est facile de voir qu’aucun des coefficients o. n’est nul et que
leurs rapports mutuels sont des fonctions indépendantes entre
elles et indépendantes des y. Si, en effet, on suppose, ce qui est
permis, a,5£0, le premier membre de l'équation (2'), divisé
par «,, doit dépendre de 272 + 1 variables indépendantes au moins,
pour que I'équation (2') soit équivalente & I'équation (2). Les
variables y étant au nombre de 2n — h, il faut que les rapports

ot ] a/+2
cey =
ay ay

fournissent 2 + 1 fonctions indépendantes nouvelles.
Il résulte de la qu’on a deux identités de la forme
(3) di —p de,—...—ppdr,=p (B +UsBr+...+ UptaWhra),
dz'—pidxr,—...—pl,dr, =p (B +va®r+...+ V112 ®pt2),
les coefficients w,, ..., up,q €tant indépendants entre eux et des ),
et de méme les coefficients ¢y, ..., 04 4.

16. Cela posé, soit
yi=Yi(z, 3, p)=Yi(2', 3, p') k=1,...,2n—h)

les formules qui expriment les y en fonction des z, 3, p et en
fonction des z', 5’, p'. Les 2n + 1 relations

(4) Yi(z, 3, p) =Yy (', &, p'), (k=1,...,2n—1)

U= P2y ooy Uh+2= Phtsy

ou les u sont supposés exprimés au moyen des z, 3, p, et les ¢ au
moyen des z', z', p', sont résolubles aussi bien par rapport
aux 272+ 1 quantite’s Ziy 3, pique par rapport aux 2n + 1 quan-
tités x;, ', p;. Elles définissent donc une transformation (S) des
éléments de E dans les éléments de E’. C’est une transformation de
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contact, puisqu’elle entraine, d’aprés (3), I'identité
é (dz—pydzy—...—ppdx,) = é(dz’—— phydzy—...— p, dz}).

e plus, elle change toute multiplicité ans la multiplicité
De plus, elle change tout ltipl M dans 1 ltiplicit
correspondante M/, puisque ces deux multiplicités sont définies
par les mémes relations entre les y.

Il existe donc bien une transformation de contact déter-
minée (S) produisant sur chaque multiplicité M le méme effet
que la transformation donnée (T).

V.

17. Nous avons exclu essentiellement de nos raisonnements
précédents toutes les multiplicités M qu’on obtiendrait en annulant
certaines fonctions déterminées de z, z, p. Nous avons, en effet,
regardé les coefficients des formes bilinéaires F; que nous avons eu
& considérer comme des constantes, ne supposant pas que ceux qui
ne sont pas identiquement nuls puissent s’annuler, ou que certaines
relations identiques, qui changeraient par exemple les rangs de ces
formes, puissent étre vérifiées.

Il nous reste donc & examiner en quelque sorte les multipli-
cités M singuliéres, c’est-a-dire celles qui satisferaient & un sys-
téme d’équations aux dérivées partielles parmi lesquelles figure-
raient une ou plusieurs équations du premier ordre.

On peut toujours supposer que ces équations du premier ordre
sont en involution ainsi que les équations transformées par (T).
On peut enfin, par une transformation de contact dans I'espace E
et une transformation de contact dans l'espace E’, supposer que
ces deux systémes en involution sont définis par les équations

(1) Pyv+1 = Pveg=...=Pp =0,
(2) Py =Pya=...=pp=o0.

Chaque multiplicité M (de la famille considérée) est alors
définie par v + 1 relations entre z,, ..., Zy, 3, py, ..., py. Ces rela-
tions définissent également une multiplicité d’éléments unis a v
dimensions m de 'espace e & v + 1 dimensions dont les éléments
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ont pour coordonnées (Zy, ..., Ly, 5, Piy ---5 Pv)- Il y a une corres-
pondance univoque entre les multiplicités M et les multiplicités m,
ces derniéres constituant I'intégrale générale d’'un certain systéme
d’équations aux dérivées partielles dont aucune n’est du premier
ordre. Il y a-de méme une correspondance univoque entre les
multiplicités M’ de 'espace E' et certaines multiplicités m’ d’un
espace e’ 4 v + 1 dimensions.

18. Les formules qui définissent la transformation (T) devien-
nent, quand on tient compte des équations (1) et (2),
[ @i =Xi(X1y ooy Tyy 3y, Pry oovr Py Tysty oony Tn)
s (i=1,2y...,n),
(3) ‘ =1 (2’1, ceey Byy By Pry ooy Pys Dyt ooy xn)’

( Pi=Pi(xy, ..., @y, 3, P1y ooty Pvi Byaty o. o0 Tp)
(i=1,...,9)

Soient
(4) Fl(‘z,n"'1$Ivv"'1"’1P’iv'-'7plv)=° (i=172)-"$v+l)

les v+ 1 équations qui définissent une des multiplicités M’; la
multiplicité correspondante M est ¢videmment définie par
les v+ 1 équations

(5) Fi(Xty ooy Xyy ooy L Py oo, Pyy=0  (i=1,2, «0p 1)

On sait d’'avance que ces équations entrainent y + 1 relations indé-
pendantes entre Z, ..., Zy, 3, Pyy .-y Py. Par suite Ty, ..., Tn
‘n’entrent qu’en apparence dans les équations (5) et le systeme de
ces équations ne change pas si l'on y donne & zy,,..., z, des
valeurs numériques arbitraires fixes 3, ..., 5. Il résulte de la
qu’on peut passer des multiplicités M aux multiplicités M', ou plus
exactement des multiplicités m aux multiplicités m’, par les for-
mules
T = Xi( @1y o uey Dyy By Pry ooy Pvs Thppy oo ey TY)
(i=l, ey ‘l),
(6) (B =L (Tyy ooy Bvy By Pry ovey Pyi BYpyy ol XY),
Pi=Pi(@yy coiy @y, 3, P1y ooy Py @pqy ooy TY)
(=1 . w),
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qui naturellement sont, d’aprés ce qui précéde, résolubles par
EAPPOLL & Xy «evy Tyy 3y Puy +--y Py Mais ces formules définissent
une transformation (t) des éléments de ¢ dans les éléments de ¢’
ct comme les multiplicités m d’éléments unis de e qui sont trans-
formées dans des multiplicités m' d’éléments unis de ¢’ ne satisfont
4 aucune équation aux dérivées partielles du premier ordre, on
peut appliquer le théoréme démontré plus haut. Il existe donc une
transformation de contact bien définie (s) de l'espace e dans
I'espace ¢’ jouissant de la propriété, qu'appliquée i toute multipli-
cité m, clle donne exactement la multiplicité m' que fournit.la

transformation (¢). En complétant cette transformation (s) par les
tormules

!
Tyt = Tyt Pvik = Pvk (k=1, ..., n—Vv),

on obtient enfin une transformation de contact (S) produisant sur
les multiplicités M le méme effet que la transformation donnée (T).
C'est ce qu'il fallait démontrer.

Nous sommes donc arrivés au théoréme général suivant :

S7il existe des multiplicités d’éléments unis M transformées
par (T) en multiplicités d’éléments unis M', les multiplicités M
appartiennent & une ou plusieurs familles distinctes, dont
chacune est formée par l'intégrale générale d’un certain
systeme d’équations aux derivées partielles. Considérons un
de ces systémes ou méme plusicurs de ces systémes, tels du
moins que dans tous ces systémes celles des équations qui sont
du premier ordre soient les mémes. A ces systémes on peut
Jaire correspondre une transformation de contact bien déter-
minée (S) telle quappliquée a U'une quelconque des inté-
grales M de l'un quelconque de ces systémes, elle produise le
méme effet que la transformation donnée (T).

Il est bon de faire remarquer que nous avons supposé¢ que les
formules définissant la transformation (T) ne cessaient pas d'étre

résolubles tant par rapport aux z, z, p, que par rapport aux
(- !
z', s, p'.



