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ANNALES

SCIENTIFIQUES

L'ECOLE NORMALE SUPERIEURE

LES VARIETES A CONNEXION AFFINE

LA THEORIE DE LA RELATIVITE GENERALISEE
(PREMIERE PARTIE)

(sviTE)

Par E. CARTAN.

2! m
CHAPITRE V.
L)UNIVE[‘\S DE LA GRAVITATION NEWTONLENNE
ET L’UNIVERS DE LA GRAVITATION EINSTEINIENNE.

La forme invariante des lois de la gravitation newtonienne.

70. Nous avons vu au Chapitre I qu’il était possible, et d’une infinité
de maniéres, de ramener la gravitation newtonienne & la Géométrie en
attribuant & ’Univers une connexion affine convenable. Dans cette
conception I’'Univers est une variété d quatre dimensions dont la con-
nexion affine satisfait @ priori aux conditions exprimées par les for-
mule

(1) wd=d¢, w!=o,

t désignant le temps universel. On peut ajouter a ces conditions celles
qui expriment que I’espace est métrique, ce qui se traduit par les
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relations

- (2) wf 4+ wf=o (4, ) =1, 2, 3).

Nous dirons qu'une variété satisfaisant uniquement aux condi-
tions (1) est @ connexion galiléenne, et qu'elle est & connexion newto-
nienne si elle satisfait en outre aux conditions (2).

Comme nous 'avons vu (n° 16-17), les phénoménes mécaniques
sont compatibles avec une infinité de connexions affines distinctes :
on peut ajouter aux o, ) des quantités ), ©’, sous la seule condi-
tion que les trois formes quadratiques en ©°, ', »*, ©?,

(3) W' @)+ 0w + 0w + o',
soient identiquement nulles.

71. Cela posé, considérons d’abord un Univers & connexion gali-
léenne, avec espace non nécessairement métrique. Parmi toutes les
connexions affines mécaniquement équivalentes, il y en a une et une
seule comportant une torsion nulle.

En effet, les composantes de la torsion, dans la connexion affinc la
plus générale compatible avec I’expérience, sont

Q=0+ [ww) ]+ [o'®] + @]+ [0®]]  (i=1,2,3),
en désignant par Q' les composantes de la torsion dans une connexion
affine particuliére. Les six ¢qualions en o/
W@ + o'l + ole, +eiwh =o,
[0'®) ]+ [0'®] + [02e] + [wiel ] =— QI

admettent une solutior et une seule, a savoir
79

i

o (i:07112a3; j:1a273)'

; I
@ = ——
2

Y

S1 nous considérons maintenant un Univers & connexion newto-
nienne, les conclusions sont nécessairement modifiées, puisque les
expressions w’ satisfont aux relations supplémentaires

wl +wi=o0 (i=1, 2, 3).
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Parmi toutes les connexions affines mécaniquement équivalentes, il y
en a une ¢t une seule annulant la forme scalaire ’

[0, Q2] 4 [0:22] + [,y Q3].
On a en effet a résoudre les équations
0w+ ol'w + ool + wisl =o,

[0 'y ] + [0 ] + [wed®y] + 2[wlel®y] + 2[eolos ] + 2[w' wio,]
=[o@ ]+ [w2&] + [0*Q,;].

Les trois premicéres de ces ¢équations donnent (n° 17)

L — 5,2 3 2 — 3 PRV L —— 1 2
Ty = Ir'w?— g’ ®), =pwd—rol, W = qgwl—pn?,

@y =pw’—+ Aol Wy =g w0+ hn?, @y = 70"+ L o3,

et en portant dans la quatriéme, on obtient

67 = Agas + Asg + Aspy,

. ) — A
‘»IP=A302—‘A203y 4q—Am—A3m, ar —-1\201‘_‘1\10‘2'

Par conséquent dans ['un et 'autre cas, parmi toutes les connexions
affines mécaniquement équivalentes, il y en a une au plus comportant
une torsion nulle.

Or dans la théoric classique de la gravitation newlonienne, il existe
précisément une connexion affine de l'espace-temps a torsion nulle ; ¢’est
celle qui est fournie par les formules

0’ =d¢, wl=dz, w?=dy, w? = ds,
(4) wy=—Xd¢, wi=—Y d¢, wi=—17dt,

f‘){::O (ii./.:lr 2, 3)»

oul'ona désigné par X, Y, Z les composantes de I'accélération due & la
gravitation par rapport & un systéme de référence de Galilée fixe. Nous
dirons donc que les équations (4) définissent la connexion affine de
I’ Univers de la gravitation newtonienne.

72. Nous allons maintenant chercher & caractériser cet Univers par
des propriétés invariantes, c’est-a-dire indépendantes de tout choix en
chaque point d’Univers d’un systeme de référence particulier. Remar-
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quons tout d'abord que dans cet Univers l'espace est métrique : c’est
notre espace euclidien. Nous allons donc parmi tous les Univers a con-
nexion newtonienne (c'est-a-dire comportant un espace métrique) et a
torsion nulle, caractériser celui de la gravitation newtonienne,
" Sinous calculons & 'aide des formules (4) les formes Q;, Q;; qui
définissentla courbure de I'Univers, nous obtenons immédiatement (*)

(3) 2 =— [dXdt], Q@=—[dYdt], Q) =—/[dLdd],
923 = g;u:&?;:_;: 0.

La loi d’aprés laquelle la gravitation dérive d'un potentiel se traduit
par la relation

(11) [w,RQ)] + [0:27] + [0;Q7] = o;
la formule de Poisson se traduit ensuite par
(1) [0 Q)]+ [w? (o‘Q(,]—l—[w‘w"Q"‘] -4 folwteininl],

Jf désignant le coefficient de l'attraction universelle et p la densité de
matiére; le second membre de cette derniére relation est, au facteur
4w f prés, action élémentaire dm dt.

Nous allons montrer :

1° Que les relations (1), (II), (1II) ont un caractére invariant pour
toute variété a connexion newtoniennc et torsion nulle;

2% Qu’elles caractérisent I'Univers de la mawlatmn newtomenno
supposé de torsion nulle.

73. Caractére ingariant des_relations (1), (I1), (I1I). — Le tcmpé
ayant une signification absolue, les sections de'Univers £ = const. ont
aussi une signification absolue : elles définissent l'espace (variété
métrique & trois dimensions) aux différents instants de la durée. La

(1) Les expressions obtenues pour les @) montrent qu'un Univers newtonien dont le
champ de gravitation est & chaque instant uniforme n’a pas de courbure. Le fait que,
lorsqu’un sysléme matériel est plongé dans un champ de gravitation uniforme, il est
impossible, par des expériences mécaniques faites a U'intérieur du systéme, de déceler
ce champ de gravilation, montre bien que nous percevons seulement la courbure de
P'Univers, manifestée physiquement par les wariations du champ de gravitalion. Cf.
Chap. I, p. 335, note (3).
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structure de I'espace, & un instant donné, est fournie par les formules

(of) =[o'ol]+ [ww)]+ [0¥nf] (i=1, 2,3),
(wh) = [} f] + 2.

Les relations (1) expriment alors qu’a tout instant Uespace est eucli-
dien : elles ont donc un caractére invariant.

Considérons maintenant les trois formes Q!, Q% (3. A tout contour
fermé infiniment petit décrit dans 'espace-temps est associé un dépla-
cement affine infiniment petit du systéme de référence attaché a un
point de ce contour; les composantes Q2, Q) Q* étant nulles, cela
signifie que le triedre trirectangle qui, dans le systbme de référence
attaché au point considéré, sert a localiser les points dans I’espace, ne
change pas, mais que sa vitesse de translation rectiligne et uniforme
est augmentée du vecteur d’espace (Q).

Autrement dit, le vecteur d’espace e,Q;, est un invariant intégralvecto-
riel attaché a I’ Unipers.

D’autre part, la torsion étant supposée nulle, on a

[00Q4] + [0 Q)] + [0 Q)] + [ Q] ] = o
c’est-d-dire, en vertu de (I),
(IV) [002(]=0 ().
Cela étant, si ’on considére le vecteur d’Univers
dm = e;0'+ e, u' —|— €,02+ e3m3,

sa composante d’espace dépend du systéme de référence choisi; mais
quel que soit ce systéme de référence, le produit scalaire

[00082)] =+ [0, Q7] + [005423

(1) Grace a ces trois équations, on peut interpréter les relations (I) en disant qu’a
chagque instant t, I'équipollence de deux wecteurs d) Univers a une signification absolue;
on pourrait dire aussi que 'équipollence de deux wecteurs d’espace a une signification
absolue walable pour toute la durée. On démontrera facxlementque ces deux énoncés
sont équivalents dans un Univers de torsion nulle.
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de cette composante d’espace par le vecteur e;Qq reste toujours le
méme, puisqu'un changement du systéme de référence altére les trois
projections de cette composante d’espace de termes en w® et que les
[©°Q)] sont nuls d’aprés (IV). La relation (IT)a donc bien un carac-
tére invariant.

~ Enfin le premier membre de la relation (III) peut s’obtenir en par-
tant de la composante d’espace du systéme de bivecteurs

g [dm dm) = [e,e,][° w‘] +[808:] [ w] +[ese;] [0 w®] +-[e.e;] [w2w?]
+[ese.] [ 0] + [er 2] [0 0],

et en la multipliant extérieurement par le vecteur d’espace e,€;, ce
- qui donne le trivecteur (parallélépipéde) d’espace

[e1e0€3] [0203 Q) + wdwlQ? + w!w?Q]];

la mesure de ce trivecteur ne dépend pas du choix du systéme de
référence, car un changement de repére ne ferait qu’ajouter des termes
contenant w® et qui seraient nuls d’apres (IV).

Nous avons donc bien démontré le caractére invariant des relations
(1), (1I), (III) pour une variété h connexion newtonienne et torsion
nulle. :

74. Les relations (1), (I1), (I11) caractérisent I'Univers de la gravita-
lion newtontenne. — Supposons en effet un Univers sans torsion a
connexion newtonienne; les relations (I) montrent que 'espace est
constamment euclidien. Un vecteur d’espace transporté par équipol-
lence le long d'un chemin quelconque aura des coordonnées &', &2, &
variant de maniére i satisfaire aux relations

el e
dif + el + el + 2wl =o;

or ces relations sont complétement intégrables en vertu de (1) : on
pourra donc, une fois choisis les axes d’espace e, €,, e, en un point
particulier de I'Univers, les choisir en tout autre point de maniére
qu’ils soient toujours équipollents entre eux, quelque chemin qu’on
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parcoure ('). Autrement dit on pourra supposer
}=o.

—yl —
__0)3—-—03

1983

)

Les formules
() =[dtw}] +[o'w]] + [0*e)] + [0®w]]

«

montrent alors que, sil’on suppose z constant, ' est une différentielle -

exacte. On peut donc poser
w?=dy—bdi, 03 =ds — cdt.

wl=dr— adt,
On peut supposer les coeflicients a, b, ¢ nuls en choisissant conve-

w?= dy,‘

nablement le vecteur de temps e,, ce qui donne simplement
wl=dz, wi=ds.

0= dt,
La torsion étant nulle, on a
(0!) = [dtw}],
d’ou
o) =—Xdt, wi =—Y dt, wi=—7dt;
Q=—T[aYdt], Q3=— [dZdt].

par suite
QY = [dX dt],

Les formules (I1), qui s’écrivent
[(dz dX + dy dY ~+dsdl)dt] = o,
‘montrent que Xdo + Ydy + Zdz est, pour t constant, une différentielle

exacte dV; on a done
oV o
Y= W’

4 —
4 —_— 1)
dx

Enfin la relation (III) donne
BV PV v
Pl -+ W -+ — 4T fp.

Nous retrouvons donc toutes les lois de la gravitation newtonienne (*).

(1) Gest ce qu'exprime le second énoncé de la note précédente (p. 5).
(®) Il y a naturellement” a4 ajouter les conditions que le potentiel V s’annule & l'infini

Une remarque analogue sera 4 faire en ce qui concerne la gravitation einsteinienne.
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La quantité de mouvement d’un point de masse m est

dx dy ds
M ——> m ——-» M —

dt’ dt de’

et les équations de son mouvement, en supposant ce point soustrait a
I'action de toute force donnée, sont

d d d . £> .
dt Gttty Te )=
c’est-d-dire
dw oV dy oV _ ds oV _,
aE "oz " A oy " de T 95
75. Lutilisation d’axes mobiles en Mécanique newtonienne. — Pour

éclairer davantage ce qui précede, cherchons 4 déduire des lois inva-
riantes (I), (1), (III) de la gravitation newtonienne la forme que
prend la Dynamique du point placé dans un champ de gravitation,
lorsque les systémes de référence de Galilée utilisés a un instant zaux
différents points de 'espace sont équipollents entre cux : celaa un
sens, car si on laisse ¢ constant, les composantes de la courbure de
["Univers sont identiquement nulles (").
L’hypothése faite revient & supposer que, lorsque d¢ = o0, on a

[ A
0y = wlt=o0;

par suite ', w?, w*sont, dans les mémes conditions, des différenticlles
exactes. On peut donc poser

w'=dt, owl=dxr -+ adt, w*=dy + bdt, wi=ds+cdt,
ny =— X dt, wi=—Ydt, o)=-—171dt,
wl =—nl=pde, ol =—ol =qgdt, o®=—aunl=7rd.

Les formules

(o) =[otab] +[wfof]  (i=1,2,3)

(Y, C’f. la'nole de la page 5.
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donnent alors

da=—rdy +qgds + hdt,
db=—p dzs + rdx + p.dt,
de = — gdx+pdy +v _(l/,

en introduisant trois nouveaux coefficients 7, u., v.
Les relations (I) donnent

[dpdtl=o, [dgdi]l=o, [drdi]=o,

ce qui prouve que p, ¢, r ne dépendent que de ¢.
On en déduit
a=qgs—ry-—+E,
b=rx—ps—+mu,

c=py—qgr—+L,
avec trois nouvelles fonctions %, v, { de la seule variable ¢.

Les relations (II) montrent ensuite qu’on a

9V oV .oV
X—Iz:'l ‘—’()_y" IJ—'()_:’

et enfin la relation (IIT) donne

RV eV eV _
o gt gw = AT

On voit que tout se passe comme s'il existait a chaque instant un
systeme de référence de Galilée valable pour tout 'espace; x, y, z
désignent les coordonnées d’espace par rapporti ce systéme. La quan-
tité de mouvement d’un point de masse 7, a pour composantes d’es-

o} .1
pace m —, c’est-a-dire

. dl - . ({y
‘I)Iv E—i—g—{—q:——-l}’ H n m—*—'f[—l—l'.l‘*—[)&'))

ds \
m <EZ +L+py— f/»’v');

ces expressions mettent en ¢vidence la vitesse d’entrainement due au
mouvement du tricdre de référence. Les ¢quations du mouvement du

dnn. Ec. Norm., (3), XLI. — JANVIER 1924 2
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point sont
d{ dx P ge—r '
?{-22 €+ € 7 Te qs .7’>

{ "dz
+ e, ((a,; A rE—p3 >-+—ea<gl—t +§+PJ’—‘/$'> %”—‘0?

en tenant compte des relations

A% aVv 7AY
deo—--'— %‘:dtel— (—)ydleg— ()—0— (lle,.
del: I'd[eg_"— (/dte;;,
de,= pdte,— rdte,,

de;=qgdte,— pdte,,

la premicre des trois équations devient

Tr—mrelim o) Tty

d*x 9V N ds dy di dyg dr
a L T
—(P+r)x -+ pgy + pri=o.

On retrouve les formules classiques dans lesquelles interviennent la

oV
force due & la gravitation m 5= la force centrifuge composée et la

force d’inertie d’entrainement. Toutes ces forces sont fictives au méme
titre les unes que les autres.

La forme invariante des lois de la gravitation einsteinienne.

76. Dans la théorie de la gravitation d’Einstein, 'Univers est regardé
comme une variété dont les systémes de référence se repérent entre
eux comme dans la relativité restreinte. Nous dirons que c'est une
variété a connexion eznslelmenne ce qlle nous tradull’Ol]S [)al‘ l(‘S fOI""

mules :

(6) Cwl=ctel, 0] + »;=o0 (L j=1, 2, 3),

ou ¢ désigne, en unités G. G. S., le nombre 3.10'0.
Le ds* de cette variété est

C?(m0>2_ ([")1)2_((‘)2)2_ (,‘)3)2;
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on a done, d’aprés les conventions faites plus haut (n° 54),

0, = c?w°, 0, =— wl, 0y =— ?, 0y == — o,

On retrouve les variétés & connexion nesytonienne en supposant ¢ infini.

On démontre comme au n° 71 que parmi toutes les connexions affines
mécaniquement équivalentes d’un Univers a connexion etnsleinienne, iy
en a une et une seule annulant la_forme scalaire [ ' Q;].

Il sera naturel de dire que c’est celle-la qui constiluerala connexion
affine de I’Univers. La torsion de I'Univers pourrait donc théorique-
ment ne pas étre nulle. )

77. Dans la théorie de la gravitation d’Einstein, la torsion de I'Uni-
vers est nulle. Placons-nous dans cette hypothése, qui consiste du
reste 4 attribuer & 'Univers, au point de vue de la torsion, le méme
caractére (ue dans la Mécanique classique.

Comme nous I'avons déja fait remarquer, les lois de la gravitation
newtonienne n’ont plus un caractere invariant. Il s’agit de savoir com-
ment il convient de les modifier tout en respectant le plus possible
leur structure générale. )

D’abord les relations (1) dotvent étre abandonnées. Les composantes
QY du systeme de bivecteurs [e,¢;]QV qui représente la rotation asso-
ciée d un ¢lément plan de 'Univers se transforment en effet linéaire-
ment entre elles par un changement du svstéme de référence, et 'on
peut démontrer que le seul systéme réel de relations linéaires et

‘homogenes entre ces composantes qui soit conservé par ce change-
ment du systéme de référence est celui qui annule tous les Q7. Cela est
impossible, car on retomberait sur la définition de 'équipollence des
systémes de Galilée utilfsce en relativité restreinte et qui n’est valable
que lorsqu’il n’y a pas de-champ de gravitation.

La relation (II)

[0025] + [0:25] + [0 Q) ]=0

est ict vérifiee delle-méme ('), car la composante Q° de la torsion étant

(') Pour ceux qui admettent la théorie d’Einstein, celte loi (11) de la gravitalion newto-

nienne (existence d’un potentiel de gravifation) est un résidu de I'absence de torsion de
I'Univers d'Einstein.
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nulle par hypothése, on a
[wiQ! =0,

c’est-a-dire, puisque Q) = c*Q;,
[w:20] =o.

Quant a la relation (III), elle n’a plus de caractére invariant, mais
elle reprend ce caractére si on U'éerit (")

{092 005241 ] -+ [00300) Lga] 4+ [m1 @2 Rus] = [y 0, L2ag] 4 [03g@a L291] 4+ [00g 0325 ]
=—4nfelo'w*wln],
car le premier membre est, comme nous I’avons vw, un invariant intégral
attaché a la variéte.

78. Il subsiste finalement de la gravitation newtontenne la seule lol
Lnvariante

6 [0, 0)3.(.2 1]+ 'I;.)-,ml.Q(,Q» -+ '(:),(1)29”3 -+ Amgo)l.(..)._)i [y, .Q',, + [ ml,ﬂllg:
0 A ) 5 k Mo |

4T
- “&;Z.Uo[mo ) 6y 63 ],

en designant par o, la densite au repos de la maltiere.

Mais en réalité nous devons réserver la valeur numérique du coefli-

cient —— 6—'6‘:2[ du second membre parce que, en regardant par hypothese

I’Univers newtonien comme un Univers einsteinien Zirnite, rien ne
nous assure que les (ermes tels que [w,»,Q,;] du premier membre
tendent vers zéro : le facleur Q,, devient bien nul, mais le facteur
w, = c*dt devient infini. Nous admetirons que la formule (6) est vraie

/ -/ . . fe .
eny remplagant le facteur — 4= 3 par un facteur numerique i, proyi-
soirement tnconnu.

Nous avons vu au Chapitre I (n®22) que la densité au repos de la

(1) Le second membre & été changé de signe parce que wy, w,, wy, @y, Coa, Loy SONL
N v

égaux et opposés A w!, w2, w3, Qf, QF, Q3.
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matiere était détinie par I'équation
\ ) I rre 1 N
oot wed] =[w’ll] — F[w’ﬂ‘]—— ZEL@-H-]— 'cTz[ﬁ)EH')]q

ou encore

— op[me®y wyw3] = [wolI0] 4 [, IIV] 4+ [, T2} + [ o 1P,

en désignant par
) ) e, '+ e, II' + e,1I> 4 e, II®

le vecteur qui représente la « quantité de mouvement-masse » élémen-
taire. La relation (6) corrigée peut donc s’écrire

(6") [m20520] 4+ [0501R02] + [m10225] 4+ [@000; Ras] 4 [090282%,] =4 [040)58245]

= — 2wl + o, ' + 0, 24+ o, I3 ].

Dans la théorie d’Einstein, non seulement I’élément d’action a une
signification géométrique, mais il en est encore de méme des compo-
santes II' de la « quantité de mouvement-masse » élémentaire ; cela se
traduit par les lois suivantes, qui sont évidemment les plus simples

quon puisse déduire de laloi (6), et quisont, dureste, invariantes (') :

(012051 4+ [ 0:25,] + [0 21, ] = — 22110,

(=) — [00203 ]+ [028203 ] — [03R202] = — 22111,
/ — 0025 ]+ [0, ] — [0, 83] = — 2211,
— 0622 ] + [0, Q20 ] —[0292,] = — 22113

Pour déterminer le coefficient inconnu A, placons-nous dans I'hypo-
thése d’un faible champ de gravitation, les lois newtoniennes étant
vraies en premiere approximation. Le premier membre de la premiere
équation (7) étant nul dans I'Univers rigoureusement newtonien, la
constante A doit avoir une valeur numérique tros faible. Il en résulte,
d’apres la seconde équation, que la partie principale de la quantité

[0)() --;23 ] = ¢? [(Zl 5223]

(') Les premiers membres de ces quatre équations s’obtiennent en prenant les dérivées
partielles par rapport & wy, w;, w,, wy de la forme qui représente l'action élémentaire,
mais en regardant dans celte forme les Q;; comme des constantes.
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est, en tenant compte de (5),

29V oV’
e [dtQay ] = [0y820;] — [0520:] = {dl dzd ());:l - [‘“ dyd ;)?J ’

On a done, en premiére approximation, et en ne tenant pas comple
des termes qui contiennent d,

el

on connait ainsi & chaque instant, en premiere approximation, la cour-
bure de Uespace (') due au champ de gravitation de potentiel V.
portant enfin les valeurs obtenues pour Q,,, Qy, Q,, dans la pre-
miere équation (7) et égalant dans les deux membres les termes
n [dx dy d=], on obtient

4
C—iAV:—z).p ou ):LI[

Le second membre de la formule (6) doit donc étre changé de signe,
ce qui revient 2 dire que 'ensemble des trois derniers termes du
. . 9a s 1L 1 ’
premier membre, au lieu d’étre nul comme on est d’abord tenté
de le supposer, est égal, en premiere approximation, au double,
changé de signe, de I'ensemble des trois premiers termes.
La premiére équation (7) montre que la courbure totale de Z’ecpace

87 f P,
est, toujours en premiére approximation, positive ou nulle et égale a -

en désignant par ¢ la densité de matiere.
En définitive, la quantité de mouvement-masse élémentaire est la
manifestation physique d’un vecteur d’origine géométrique, a savoir

(7") [me,]II° + [me, ] II' + [me,]1I* + [me;] I3

c? L
- 87}”2 (& klme [ w; e+ 012+ 0024

(1) En réalité, la premiére des trois tormes qui définissent la courbure de 1esp<xc
esl why— wlwgy= Qo+ [wFwe] = Q3 — [w‘, 3]; mais, dans I’Univers newtonmn,

la quantité [w3wd] est nulle, de sorle qu’on peut négliger, en premiére approximation,

T g
le terme pe [w3wd].
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Nous avons vu en effet que le vecteur du second membre était un

- invariant intégral vectoriel attaché & la variété, & savoir la courbure

vectorielle appliquée de ['élément d’Univers & trois dimensions
consideére, )

La loi de conservation de la quantité de mouvernent et de l'énergte, for-
mulée analytiquement par les équations de la Dynamique des milieux con-
tinus, est une conséquence immédiate de la propriété de cet invariant inté-
gral vectoriel d’avoir sa dérivée extérieure nulle.

On voit ainsi clairement que la théorie d’Einstein, tout en se ratta-
chant plus étroitement qu’on ne serait tenté de le croire & la Méca-
nique newtonienne, s'en distingue par une plus grande richesse de
contenu physique. Le< lois de la gravitation newtonienne sontformées
en quelque sorte des débris des lois de la gravitation einsteinienne,
quand on y suppose ¢ infini.

79. Interprétation géométrique de la « quantité de mouyement-masse »
e¢lementaire. — On peut donner du vecteur

E(ij/.~z)[me,»]{f,),sz,,.,+ Wi+ 02,1,

qui représente, au facteur — Qc‘;f pres, la « quantité de mouvement-
masse » d'un élément & trois dimensions de I'Univers, une interpréta-
tion géométrique. Définissons d’abord, dans la variété 4 quatre dimen-
stons que constitue 'Univers, la projection d’une rotation sur un kyper-
plan passant par un point m. Soit 'hyperplan 2° = o; considérons un
vecteur (&) quelconque; il subit par Ieffet de la rotatlon Q/ une
variation géométrique dont la pro]ecllon sur ’hyperplan conSIdere est
donnée par les formules

AP =220 +23Q) 4+ 20Q),
¥ = 302 2002
A2=F10% + 22 Q2 4 20 Q3
A= £1Q0 + 82 Q3 + 20Q3.

St le vecteur est lui-méme dans I'hyperplan 2°= o, sa variation
géométrique, projetée sur cet hyperplan, est celle qui résulterait de la
rotation de cet hyperplan qui aurait pour composantes

Qyy 1, Q5
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c’est cette derniere rotation qu’on appelle projection de la rotation
donnée sur I'hyperplan z°=o. Elle peut, dans cet hyperplan, étre
représentée par le bivecteur

[e20:19% + ;0,12 + [e10,12%,

ou encore par le vecteur polaire de méme mesure

I
(01234 €825 +0,82)5).

\/811,5’225*33
Considérons maintenantun élément de surface entourant un pointm,
un vecteur (£%) issu de m et I'expression

Y - . .
N (k0 [ me ] (5 Rurt Ex s+ ERjn);

pour interpréter cette expression, gui ne dépend pas du chotx du sys-
téme de réference, nous pouvons supposer &' = £2 =5 = o; l'expres-

sion se réduit

£y i[me; Ry, + [me,] , + [me, |2, ;

par suite, si 'on appelle /la longueur du vecteur:

I

l=—=q¢,
oo
elle est égale au produit par /y/g du vecteur de 'hyperplan 2° = o qui
représente la projection sur cet hyperplan de la rotation associée i
I’élément de surface considéreé. .

Nous arrivons alors & I'interprétation suivante de la « quantité de
mouvement-masse » ¢lémentaire. Considérons dans 'Univers un
domaine a trois dimensions limité par une surface fermée infiniment
petite, et prenons un pointa a l'intérieur de ce domaine. Décomposons la
surface en éléments dont chacun entoure un pointm de la surface. La
« quantité de mouvement-masse » du domaine-considéré est, au facteur

c ) ) g .
— g7 Prés, égale a la somme geomeétrique des vecteurs oblenus en multi-

pliant par la longueur du vecteur m — a le vecteur qui représente, dans
Uhyperplan mené par m perpendiculairement & am, la projection sur cet
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hyperplan de la rotation associée & I'élément de surface qui entoure m(*).
On peut remarquer que sil’on changeait 'unité de longueur, le vec-
teur ainsi obtenu ne changerait pas. .

L’électromagnétisme et la connexion aifine de I'Univers.

80. Nous avons vu au n°® 76 que, parmi toutes les connexions
affines mécaniquement équivalentes, une se distingue de toutes les
autres par des propriétés intrinséques, de nature géométrique, a savoir
d’annuler la forme | w‘Q,]. A priori rien n’oblige & supposer que cette
connexion aftine comporte une torsion nulle. Les lois de I'Electroma-
gnétisme vont nous conduire a des conclusions plus précises.

Rappelons d’abord ce que sont, en relativité restreinte, les équa-
tions de Maxwell. Si I'on choisit un systéme de référence de Galilée
fixe, ces équations peuvent se mettre sous une forme simple en intro-
duisant deux formes différentielles & deux dimensions et une a trois
dimensions, & savoir

Q = B.[dy dz] + By[dsdx]+ B.[dr dy] + E,[dr dt] + Ey[dy dt] +E,[dsd1],

Q= D.[dvdsz] + D,[dsdre]+ D.[dredy)+H, [drdt]+ B, [dydt]+H;|d=d¢],
S =oldrdyds]— 1. [dydsdt] —1,[dsdedt] —1.[dxdydt].

g

On adésigné respectivement par

B, By, B.;
D, Dy, D
E.. E,. E.;

H, H,, I
1., 1, I

les composantes de I'induction magnétique, de P'induction électrique,
du champ électrique, du champ magnétique et de la densit¢ de cou-

(1) Jai indiqué celte interprélation dans une Note aux Comptes rendus, t. 174, 1922,
p- 437. Yai démontré (Journal de Math., 1922, p. 141-203) que linvariant intégral a
trois dimensions qui représenle G dans la théorie d’Einslein esl le seul dont la dérivée
extérieure soit nulle et dont les coefficients dépendent d’une maniére linéaire et homo-
gene des A,z

Ann. Ec. Norm., (3), XLI. — JANVIER 102/}, 3
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rant; la lettre o désigne la densité de charge. La forme S désigne par
conséquent la quantité élémentaire d’électricité, de méme qu’au Cha-
pitre I la forme désignée par lalettre IT représentait la quantité élémen-
taire de matiere.

Avec ces notations, les équations de Maxwell s’écrivent

1:0‘

(8)

A~
:di :3

'—=—4mS.
Elles entrainent §'= o0, ce qui exprime la loi de conservation de
lélectricité. '

81. Si I’on adopte une connexion affine quelconque pour I'Univers
de la relativité restreinte, comment doit-on modifier les équations de
Maxwell? La réponse a cette question comporte une grande part d’ar-
bitraire : elle dépend de ce qu’on voudra bien considérer comme essen-
tiel dans les équations de Maxwell.

On pourrait d’abord se placer au point de vue suivant : Les for-
mules de Maxwell font intervenir les valeurs numériques de certaines
grandeurs (champ électrique, etc.) en un point d’Univers et en un point
infiniment voisin, puisque ce sont des équations aux dérivées par-
tielles du premier ordre. Ces valeurs numériques sont calculées en
adoptant un certain systéme de référence de Galilée; pour comparer
les deux séries de valeurs numériques obtenues en deux points d’Uni-
vers infiniment voisins, il faut donc savoir repérer 'un par rapport a
Iautre les deux systémes de référence utilisés; la connaissance de la
connexion affine de I’'Univers intervient donc dans la maniére dont il
convient d’écrire les équations de Maxwell (ou toute autre loi
physique).

Ce point de vue ne semble pas cependant ici étre le meilleur. En
effet, la premiére équation de Maxwell, par exemple,

0B, OB, 0B,

oz oy s =
est lerésumé d’un grand nombre de faits d’expérience d’aprés lesquels
le flux d’induction magnétique est toujours nul; la vraie formulation
analytique de cette loi est donc, non pas la précédente, qui fait inter-
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venir des dérivées partielles qui peuvent parfaitement ne pas exister ('),
mais la suivante : 'intégrale

f f B, dyds + By dsdx -+ B.dzdy,

étendue a toute surface fermée, est nulle. Sil’on se place i ce point de
vue, la signification physique des lois de Maxwell est le mieux repré-
sentée par les formules

f[ 0,

[fz=sfff

ou l'intégrale du second membre est étendue 4 un domaine quelconque
a trois dimensions de ['espace-temps (elle représente la charge élec-
trique de ce domaine), et ot les intégrales des premiers membres sont
étendues i la frontiére & deux dimensions de ce domaine.

Si nous adoptons ce point de vue, les équations de Maxvell sont
indépendantes de toute hypothese sur la connexion affine de lespace-

temps (*).

Il

L

0l

82. Pour voir ce ui se passe en relativité généralisée, placons-nous,

(1) On peut dire de méme que la vraie formulation de la loi de Poisson AV = — 4= fp
est fournie par le théoréme de Gauss, d’aprés lequel le flux de gravilation & travers une
surface fermée est proportionnel a la masse contenue a l'intérieur de cette surface.

(2) En développant néanmoins le point de vue exposé au début de ce numéro, on ver-
rait que des connexions affines mécaniguement équivalentes ne le seraient pas nécessai-
rement au point de vue électromagnétique. Convenons par exemple, comme il a été indi-
qué au n° 3, de regarder comme équipollents, dans I'Univers de la relalivité restreinte,
deux systemes de Galilée formés de deux triedres (T) et (T') fixes I'un par rapport a
Vautre, le triddre (T1’) se déduisant du trisdre (T) par un mouvement hélicoidal ayant
pour axe la droite qui joint leurs origines, de sens et de pas donnés. Nous trouverions
alors, dans un milien sans électricité libre, le phénomene de la polarisatiou rotatoire;
malheureusement il n’y a la qu’une analogie superficielle; I'explication géométrique
obtenue de ce phénomene exigerait que le pouvoir rotaloire d’une substance fut indé-
pendant de la longueur d’onde de la lumiére polarisée, ce qui n'est pas. On-a la un
nouvel exemple d'analogics trompeuses entre la géométrie et la physique. Aussi nous
semble-t-il préférable de nous maintenir au point de vue indiqué dans le texte, qui évite
du reste des difficultés considérables relatives a la loi de conservation de I'électricité,
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pour simplifier, au point de vue de la théorie électronique de Lorentz,
qut identifie dans le vide 'induction magnétique et le champ magné-
tique, l'induction électrique et le champ électrique. En adoptant en
chaque point d'Univers un systéme de référence de Galilée (ou jouant
le méme role), on peul poser

(i) & )i ko],
S=Z2(ij-k)l'[w/ w*w'];

les équations (8) seront encore valables; elles ne font pas intervenir
la connexion affine de I’Univers. '

Mais les équations de Maxwell (8) ne fournissent pas toutes les lois
de I'électromagnétisme.

Onsait que dans la théorie de Lorentz il existe une « quantité de mou-
vement-énergie » ¢lectromagnétique quiest représentée par le vecteur
glissant

G =— [me;JH/* Hyyw -+ o7 Hyo [ me, o,

ol l'on a posé

9

@ =[w,w,04], w' = — [0y mamy ], = —[w,mz 0], & = —[ 0w, 0]

La dérivée extérieure de la forme G donne 'hyperforce ¢élémentaire
qui s’exerce, de la part du champ électromagnétique, sur ['électricité.

Supposons d’abord la torsion nulle. Le calcul de G’ se fait sans dilfi-
culté : il suffit, grace 4 la symétrie du vecteur G, d’y regarder m, e;, &
comme des COllbtallt(‘b et de remplacer ¢H;; par H;; ["w,., les 1 |* satis-
faisant, d’ apres (8), aux relations

Hiitk C Hiki: - HA 7 —= 0,
) . Hip|P=4ml,.
On obtient ainsi

(9) - G'=4n[me; JH?[;[0,0,0,0;].
L’expression analytique de 'hyperforce, au moyen des composantcs

du champ électromagnétique et de I’ hvp(‘mourdnl, est la méme qu ‘en
relativité restreinte.
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Supposons maintenant la torsion non nulle. Si nous voulons con-
serverla loi exprimée par la formule (g), quelles conditions devons-
nous imposer & la connexion affine de I’Univers? Supposons le ds* de
['Univers donné. Les composantes du chamyp ¢lectromagnétique et de
I'hypercourant sont bien déterminées, les formules (8) ayant une
signification indépendante de la connexion affine attribuée 4 1'Univers.
Sil’on veut maintenir la formule (9), i faut que la connexion affine
chotsie donne a G' la méme expression que celle qui correspond a une tor-
ston nulle. Autrement dit la connexion affine de I'Univers est mécani-
quement équivalente a celle qui donne a I'Univers une torsion nulle.

Nous sommes donc conduits nécessairement, d’apres la convention faite
au n° 76, a attribuer & U’Univers une torsion nulle, st nous voulons con-
server la théorie de Lorentz.

La connexion affine de 1'Univers et la conception large
de la Mécanique des milieux continus.

83. La conclusion précédente ne serait pas logiquement nécessaire
si 'on admettait une conception de la Mécanique des milieux continus
plus large que la conception habituelle, la « quantité de mouvement-
masse » élémentaire étant représentée par un systéme de vecteurs et

de bivecteurs
G=[me,]ll!+ [e;e, ]I,

Dans ce cas il n’existerait qu’une connexion affine compatible avec
les phénomeénes mécaniques. La loi de 'Electromagnétisme exprimée
par la formule (g) serait- compatible avec une torsion non nulle de
I'Univers, torsion dont les composantes seraient de la forme ()

(10) Q= (ijkl) b ]+ b/ n/] + ol wf]!,

avec quatre coefficients 4.
Admettons pour un instant la possibilité théorique de cette con-

(1) GéoméLriquement, cela exprime que la translation associée 4 un élément quelconque
d deux dimensions est normale & cet élément, ou encore que les lignes droites d'Univers
réalisent les plus courts chemins.
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ception; admettons aussi, comme dans la théorie d’Einstein, que la
« quantité. de mouvement-masse » élémentaire G est un invariant
intégral de nature purement géométrique. Un invariant de cette nature
est facile 2 trouver, en se reportant & I'interprétation géométrique
donnée au n° 79 du vecteur G dans la théorie d’Einstein. Dans cette
interprétation intervenait la rotation associée i un élément de surface :
si on la remplace par le déplacement total (rotation et translation)
associé a cet élément, on obtient la forme géométrique

(II) Z(l]kl)‘,[me,] [(L)jgk[—"‘ wkSZ,j—f— Q)[ij]— [6,’9_,'] [0)/;52/—(;_)/ ..,Q/.I ;

Sion a la (A un facteur constant pres) la « quantité de mouvement-
masse » élémentaire, la dérivée extérieure de cette forme doit étre
nulle. Or cette dérivée, facile i calculer en tenant compte du carac-
tére invariant de la forme, est

N k[ me;] 2R+ Ly -+ 22 ].

Elle n’est pas identiguement nulle. 11 faudrait donc faire des hypo-
théses restrictives, non seulement sur la torsion, mais encore sur la
courbure de I'Univers. La plus simple consiste & supposer entre les
composantes de la torsion et de la courbure ’existence des quatre rela*
tions du second degré (') qui annulent, dans la dérivée extérieure de
la forme, les coefficients de [me,|, [me,], [me.], [me,|. On a ainsi
une généralisation, au moins mathématique, de la théorie d’Einstein,
geénéralisation compatible avec toutes les lois de I’Electromagnétisme.

Si I'on admet cette théorie plus générale, on voit facilement que,
dans les régions de U’ Univers ou la « quantité de mouvement-masse » élé-
mentaire est représentée par un simple vecteur (*), la torsion de ' Unipers

(1) Si P'on admettait que tous les Univers possibles sonl caractérisés par un systéme
invariant de relations linéaires entre les composantes de la torsion et de la courbure, on
arriverait a la conclusion que I'Univers est nécessairement sans torsion. L’hypothése en
effel que les coefficients &7 ne sont pas identiquement nuls conduirait a la conclusion que
la courbure est identiquement nulle, ce qui est manifestement absurde. Celte conclusion
suppose cependant que ’état d’un élément de maliere est représenté par laforme (11).

(?) En particulier dans le vide.



VARIETES A GONNEXION AFFINE. THEORIE DE LA RELATIVITE GENERALISEE. 23

est nulle. On a en effet
[02:] — [0 ] = (i) [ww;(bfor+ bFw,)];

.si le premier membre est nul, on a &*=b'=o (').

Il est & remarquer que si I'on se placait au point de vue du principe
d’'Hamilton généralisé, la forme (11) se présenterait d’elle-méme en
faisant varier I'action élémentaire

- E(l:/'/rl)[m,-ﬁ)jﬂu];

mais je me contente de cette indication, sans entrer dans plus de
détails & ce sujet.

Quelques remarques sur la théorie de H. Weyl.

84. Nous avons supposé dans ce qui précede qu’il existait un étalon
de longueur absolu, et aussi un étalon de masse (ou un étalon de
charge électrique) absolu, les différents observateurs ayant des moyens
de comparer entre eux leurs étalons par rapport a cet étalon absolu
fictif. En tout cas, nous avons supposé que, dans les différents sys-
témes de référence de Galilée utilisés, on se servait de la méme unité
de longueur (et de la méme unité de temps déterminée d’aprés la pre-
miére par la condition que la vitesse de la lumiére en I'absence de
champ de gravitation soit égale a 3.10'?).

Supposons maintenant qu’on ait un ensemble théoriquement infini
d’observateurs placés aux différents points d’Univers, se servant
chacun d’un systéme de référence de Galilée, mais avec des unités dif-
férentes (de longueur, de masse, de charge électrique, etc.). Les lois
de I’Electromagnétisme et de la Mécanique, supposées admises dans
un petit morceau d'Univers, permettront-elles & deux observateurs infi-
niment voisins de rendre leurs observations comparables, ou plutot de
repérer l'un par rapport a 'autre leurs systémes de référence de
Galilée ainsi que leurs unités de mesure.

(*) Cette conclusion est vraie, méme si I'on ne fait aucune hypothése a priori sur les
coefficients des formes Q.
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Supposons que les observations, employées toutes sans aucune cor-
rection, satisfassent néanmoins aux lois de I'Electromagnétisme
exprimées par les équations de Maxwell

(8)

; Q' =o,
(

[

Y = 4=S.

Comme le second membre de la derniére équation représente une
charge électrique, il sera nécessaire que tous les observateurs se sovent
servts du méme étalon de charge électrique. Mais il ne sera pas nécessaire
qu’ils se soient servis de la méme unité de longueur, ni par suite de la
méme unité de masse.

Retenons de ce qui précéde la conséquence importante suivante :

Toute théorte qui autorisera Uemplot d’e¢talons de longueurs variables,
lout en conservant la forme des équations de Maxwell, admetira, par
cela méme, Uexistence d'un étalon absolu de charge électrique.

85. Placons-nous toujours dans I’hypothése précédente. Deux obser-
vateurs infiniment voisins pourront-ils comparer entre eux leurs éta-
lons de longueur? Remarquons que si 'on suppose que la vitesse et la
charge électrique n’ont pas de dimensions (puisque les observateurs
sont censés avoir a leur disposition un étalon absolu de vitesse e un
étalon absolu de charge électrique), la masse sera l'inverse d’une lon-
gueur, ainsi que la quantité de mouvement. Il en résulte que la masse
au repos d’'un méme point matériel (supposé soustrait a toute action
thermique, électrique, etc.) sera mesurée par des nombres différents
par lesdifférents observateurs, et la comparaison de ces mesures per-
mettra théoriquement de comparer entre eux les étalons de longueur
employés.

86. La théorie de H. Weyl revient a supposer que I'Univers est une
variété a connexion métrigue, n’admettant par conséquent pas néces-
sairement un étalon absolu de longueur, mais admettant nécessairement
un étalon absolu de charge electrique; elle suppose de plus que cette
variété est sans torsion. Les nombres qui mesurent les composantes
de la « quantité de mouvement-masse » élémentaire sont de poids— 1,
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en regardant les longueurs comme de poids 1. Le vecteur ;11 n'a done
pas de signification absolue; il faut lui substituer la forme 511 qui repré-
sente le produit scalaire de la « quantité de mouvement-masse » par un
vecteur regardé comme invariant; cette forme est en effet de poids o.
Les équations de la Mécanique deviennent donc ici

I + [0ll;] — [0fI[;]=o,
[OJI'HJ"] —_ [(‘)J'Hij = 0.

‘Sil’on admet que la quantité de mouvement-masse soit la manifes-
tation physique d’une propriété géométrique de I'espace-temps, il
faudra trouver une forme %7II; construite avec w°, w', »?, o' et les
composantes du tenseur de courbure, cette forme devant étre de
poids o. Comme les composantes du tenseur de courbure sont de poids
— 2 et que les coefficients de la forme dotvent étre de poids — 4, les
composantes de la courbure n’entreront plus linéairement. On s’écarte
ainsi notablement de la théorie d’Einstein et ]’on perd tout contact avec
la gravitation newtonienne. L’hypotheése la plus simple est que la
forme 11, soit entiére et du second degré par rapport aux compo-
santes du tenseur de courbure. Mais nous verrons dans la seconde
partie de ce Mémoire que cette hypothése est incompatible avec le prin-
cipe de la consereation de la quantité de mouvement et de ['énergie. En
fait, M. H. Weyl obtient la forme %7II; par P'application du principe
d’Hamilton en partant d’une action ¢lémentaire de poids zéro, ¢’est-
a-dire du second degré par rapport aux composantes du tenseur de
courbure. Nous verrons dans la seconde partie quelle est la forme
générale que peut prendre cette action, en supposant que ces compo-
santes y entrent d’'une manicére entiére. Nous ne nous proposons du
reste pas de discuter la théorie de M. H. Weyl, si admirable au point
de vue spéculatif.

LN
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