
BULLETIN DE LA S. M. F.

E. CARTAN

Sur quelques quadratures dont l’élément différentiel
contient des fonctions arbitraires

Bulletin de la S. M. F., tome 29 (1901), p. 118-130.

<http://www.numdam.org/item?id=BSMF_1901__29__118_1>

© Bulletin de la S. M. F., 1901, tous droits réservés.

L’accès aux archives de la revue « Bulletin de la S. M. F. » (http://smf.
emath.fr/Publications/Bulletin/Presentation.html), implique l’accord avec
les conditions générales d’utilisation (http://www.numdam.org/legal.php).
Toute utilisation commerciale ou impression systématique est constitu-
tive d’une infraction pénale. Toute copie ou impression de ce fichier
doit contenir la présente mention de copyright.

Article numérisé dans le cadre du programme
Numérisation de documents anciens mathématiques

http://www.numdam.org/

http://www.numdam.org/item?id=BSMF_1901__29__118_1
http://smf.emath.fr/Publications/Bulletin/Presentation.html
http://smf.emath.fr/Publications/Bulletin/Presentation.html
http://www.numdam.org/legal.php
http://www.numdam.org/
http://www.numdam.org/


118 —

SUR QUELQUES QUADRATURES DONT L'ÉLÉMENT DIFFÉRENTIEL
CONTIENT DES FONCTIONS ARBITRAIRES;

Par M. E. CARTAJV.

Dans une Note récente, M. Beudon ( ' ) a étudié certaines qua-
dratures dont l'élément différentiel contient des fonctions arbi-
traires d'un argument. Il s'est occupé notamment de la quadra-
ture

J=AM(^y,y)y-N(.z t ,y,y)]^,

où Y désigne une fonction arbitraire de x\ le problème dont il
s'agît est, en somme, d'exprimer, sans aucun signe de quadra-
ture, *r, y et J en fonction d'un argument, ces expressions dé-
pendant naturellement d'une fonction arbitraire et de ses dérivées.
Ce problème rentre dans Je suivant :

( l) Sur les changements de variables {Bulletin de la Société mathéma-
tique, t. XXVIII, p. 107-116) .

Cette Note était rédigée avant la mort si douloureuse et si imprévue de ce
jeune mathématicien, dont les lecteurs de ce Bulletin connaissent les si inté-
ressants travaux sur les équations aux dérivées partielles, les caractéristiques, etc.
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Résoudre^ de la manière la plus générale, Inéquation

, . dz / dy\ d^y ^ / dy\
^ ^=:A("^ï^^}^-+-B(tr^^•^^

où y et z sont des fonctions de x.

Dans le cas particulier où la fonclion A est nulle, on a Inéqua-
tion de Monge.

Ce problème est équivalent au suivant :

Intégrer le système dJ équations de Pfajff

^ jrfr-y^==o,
( dz — A dy' — B dx == o,

c7 est-à-dire exprimer de la manière la plus générale x, y, y'\ z
en/onction d'un argument, ces ̂ fonctions satisfaisant identi-
quement aux équations (3).

Enfin, ce dernier problème est un cas particulier de l'intégra-
tion d'un système quelconque de deux équations de Pfaffà quatre
variables x^ x^^ ^3, x^^

\ w == ai dxi + a.2 dx^ -+- 0,3 dx^ 4- a^ dx^ == o,
) rs =^= bi dxt -4- bî dxï 4- b^ dx^ 4- b^ dx^ == o.

C'est aussi à ce problème général que se ramène l'exemple
traité par M. Beudon cl qui est, en somme, l'intégration du sys-
tème

1 ^ dudX=

d\=

14- UUi

du,(3)

I4-UUi

Le problème général de l'intégration du système (4) a été résolu
pour la première fois par M. Engel ( 1 ) qui, par des calculs un
peu compliqués, a montré qu'en général on pouvait, par un chan-
gement de variables, ramener le système (4) à la forme

(6)
^2—^3 ̂ 1=0,

dyz—y^dy^Q-,

( 1 ) ENGEL, Zur Invariantentheorie der Système Pfajf'scher Gleichungen
{Leipz. jBer.f t. XLI, p. 157-176).
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et, sous celte forme, la solution générale est évidente. Elle. est
fournie par les formules

J'2=/(yi),
( 7 ) ^3=/'(yi),

y^f(y.\
exception faite pour la solution suivante, dépendant de trois pa-

ramètres arbitraires,

(8) yi==C,, yî=C2, ^=€3.

Ces résultats ont été démontrés depuis au moyen de considéra-
tions géométriques par S. Lie ( < ) , et M. von Weber ( 2 ) les a dé-
duits de résultats plus généraux dont le point de départ se trouve
d^ailleurs dans le Mémoire de M. Engel.

Je me propose, dans cette Note, d^indiquer rapidement et sans
faire appel à des considérations étrangères au sujet, une méthode
qui permet te de réduire le système (4) à sa forme canonique (6),
sans préjudice des cas singuliers qui peuvent se présenter. Je
montrerai ensuite comment cette méthode supplique à l'équation
de Monge et aux autres exemples traités par M. Beudon.

I.

Je prendrai pour point de départ la considération des cova-
riants bilinéaircs des deux expressions de Pfaff o et CT; je les dé-
signerai par (u' et CT' :

c«/ ==V a.ik(dxi ^Xk — dxk ̂ t)

(9) (^==1,2,3,4),
CT' == \ bi^(dxi 8.r .̂— dxk ^Xi)

en posant

(10)

àai àa^
a"t=:~a/a=à^~àr.'

, . àbi àbt
b"s=-bki=^~^•

( 1 ) S. LIE, Ueber Beriihi'ungstransformationen unci Differentialgleichungen,
(Leipz. ffer., p. n3-i8o; 1898).

(2) E. VON WEBER, Zur Invariantentheoric der Système Pfaff'scher
Gleichungen {Leipz. Ber., p. 207-229 •, 1898).
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Les propriétés d'invariance de ces covarlanis étant bien con-
nues, je ne m'arrêterai pas à les démontrer. Un calcul facile
montre, de plus, qu'en désignant par u et v deux fonctions arbi-
traires des je, et en tenant compte des équations (4) et des
équations (4') qui s'en déduisent par le changement du sym-
bole d dans le symbole S et qu'il est inutile d'écrire, le cova'
riant bilinéaire de uiù 4- vvs n'est autre que u^ -+- vvs1'.

Diaprés cela, il est toujours possible de déterminer le rapport —

par la condition que M a/4- vrs' soit identiquement nul en tenant
compte de (4) et (4')î car» sl Von imagine par exemple les équa-
tions (4) résolues par rapport à dx^ et dx^^ les équations (4') pa1'
rapport à §^3 et 8^4, co' se réduit, en remplaçant ^3, rf.r.i, 8.2:3,
S.T4 par leurs valeurs, à une expression de la forme

A ( dx^ ^TÎ — dxî 5*r i )

et vs' à une expression de la forme

B( dx^x^— dxî^x^)

et il suffit alors de choisir u et v d'après la relation

(n) M A -4- (^B == o,

pour que le covariant bilinéaire de IKO 4- vrs soit nul en tenant
compte des équations (4) et (47)*

Si nous désignons alors par ïî ^expression de Pfaff ainsi déter-
minée, on peut remplacer le système (4) par un système équiva-
lent dont Fnne des équations aura précisément Q pour premier
membre, soit

(it) Q ==Ai dx^-r- Asû^s-t- Aa dx^+ A^6^4== o,
n == BI dxi 4- Ba dx^ Ba dx^ -+- B^ dx^ = o,

et maintenant Q7 est nul, en tenant compte de (12) et de (12')
[équations déduites de (12) par le changement de d en 3].

Cette équation Q == o jouit évidemment d^une propriété inva-
riante par rapport à tout changement de variables; nous l'appel-
lerons V équation dérivée du système donné. On voit que cette
équation dérivée s'obtient sans intégration, par de simples difTé-
renlialions et la résolution d'une équation du premier degré.
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Or, on sait qu'///?c équation de PfafT à quaire variables peut

toujours, par l'intégralion d'équations différenlielles ordinaires,
se ramener à l'une des deux formes suivantes :

(i3) dyî—yï ^1=°;
04) ^1=0.

Je me contenterai d'indiquer une des méthodes qui permettent
de faire Ja réduction. On considère les équations différentielles

/ A 1 2 dx^ — A ï s û?.r.t -h An <7.r4 _ A 21 dx\ -r- As? ̂ 3 -+- A^ c/a^
Ai ~ A,

A.11 d.r^ -+- A 3.2 d.Vî-^- A.^ r/.r>, A^i /̂.ri -L- Avs dy.î-r- A^,, r/^
('•^ < Aa " A^

AI r î -h Aa ^2 -r-. . .

0

où les Kik désignent les coefficients du covariani bilinéaire û'. Si
ces équations se réduisent à la seule équation û == o, cette équa-
tion est complètement intégrable et, par suite, réductible à la
forme ( r4 ) * Dans le cas contraire, on déterminera une intégrale
première y \ du système ( i5) ; en faisant y\ •==- consl. = G, Inéqua-
tion Q === o devient alors complètement intégrable, par suite ré-
ductible à la forme dj'^== o, d'où, en ne faisant plusj^ constant,
on a la forme (i3).

Dans le premier cas, la réduction s^opere par une opération
d'ordre i; dans le second cas, par deux opérations successives
d'ordres 3 et i.

Prenons d'abord le cas de la forme réduite (i3). On peut, en
somme, supposer

( 1 6 )
o — dy\—yz dy^
n ̂  BÏ dy, + Bs dy^ ^3 dy^ B, dy^

et, d'après ce que nous avons vu plus haut, Q! est nul en tenant
compte de (16) et (16'). Or, on a

«^(fyio^a—^rjyi,

.et cette expression ne peut évidemment s'annuler au moyen de (16)
et (iff) que si le coefficient B^ est identiquement nul. On peut
toujours, de plus, supposer qu'il en est de même de Ba en rem-
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plaçant dans l 'équation H == o la dinerentielle dy^ par sa va-
leur y ^ d y ^ Finalement, on voit que H ne contient que des
termes en dy^ et dj'-n. Les coefficients sont d'ailleurs tous les deux:
différents de zéro, sinon II' serait nul, ce qui est contraire à l'hv-
pothèse. Donc, enfin, le sjstème peut se mettre sous la forme

(6)
dyî—y^dy^Q,

dy^-y^dy^Q,

et d'ailleurs y^ y^^ ^-3, y ^ sont quatre fonctions indépendantes
de x^ .r^» ^'3? -^î? sinon le système serait complètement inlé-
grable.

En déf ini t ive , la réduction du système (4) à la forme (6) dé-
pend uniquement de la réduction de l'équation dérivée à saforme
canonique (i3).

Si l'équation dérivée est complètement intégrable, on voit im-
médiatement que le système donné est réductible à la forme

07)
( dyt = o,
( d y ^ — y ^ d y ^ - . o,

et cela par trois opérations successives d'ordres i, 3, i.
Enfin, il y a un cas que nous avons implici tement laissé de

côté, c'est celui ou l'équation

(n) u A -r- v ïî == o

est une identité, c'est-à-dire où co'et CT' sont nuls tous les deux
en tenant compte de (4) et (4'). On vérifiera facilement que dans
ce cas le système (4) est complètement intégrable et, par sui te ,
réductible à la forme

dy\ = o,
dy^ = o,

par deux opérations d'ordres 2 et i.

II.

Appliquons la méthode précédente à l'équation de Monge

"" •'(^-.S.ë)-
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Le problème est, en somme, la résolution du système

(20)
( co = dy — y' dx = o,
( js === dz — z' ds = o,

les cinq variables .r, r,^,y', z ' élani liées par la relation

09') FO,^,^/,^) =o.

Cherclions Féquation dérivée. On a

eu' = dx oy' — dy 8.r,
fs == dx 83' — dz' QX,

Or, les différentielles sont liées par

(21)

! fàV ,dF ,à¥\ , à¥ , , <)F . ,
1 ( T- +^ — -^ z ~ } ax -^ ~~i dy ~^~ ~r~i az = °i1 \().y l/ ày à î j à/ " as
J /ÔF ,àF ,à¥\ , àF ^ , à¥ , ,
f ( — -+- y—— — z -— ) S-s -+- —, or -h —, 03 == o.( \àx J ôy à z ) ày' J àz'

II en résulte immédiatement que Inéquation dérivée n'est autre
que
, , à¥ ÔF à¥ , àF , ( ,àV ,à¥\ .
(2a) ^œ+^ ro=^^+^^~(c r^+^5?)^==o•

Tout revient alors à ramener cette équation (22) à sa forme ca-
nonique. Si nous posons

/ ,à¥ ,à¥[ y ^ ^ ^ -\P- —r^—-
u ÔY as'

P- ÔF
àz'

à¥
ày1

^^-W-
àz'

1 àz'
W

et que nous éliminions^' et d entre les équations (19'), (s3)»
nous serons ramenés à résoudre l'équation

dz — p dx — q dy -=. o,

•r? V^ z^ Pi 9 elanl ̂ les P8111 une certaine relation

(•^) ^(^.y,^/?,9)=o,
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qui est précisément le résultat de l'élimination. On retombe,
comme il est aisé de s'en convaincre, sur la méthode classique de
M. Darboux. Mais, pratiquement, ce changement de variables
(*y,y, s, y, z1) en (x,y, z,p^ q) est inutile et il suffît d'appliquer
la méthode générale. D'après la théorie générale, les solutions de
l'équation de Monge dépendront d'une fonction arbitraire d'un
argument, ce senties courbes intégrales de l'équation (a4); il y
a exception pour une solution dépendant de trois constantes arbi-
traires, ce sont les courbes caractéristiques de (a4).

Cherchons maintenant à résoudre l'équation

/ , dz [ dv\ d^y , / dy\
(2) ^==A(")^-^^^+B(^-^^

cette équation, comme nous l'avons déjà indiqué, se ramène au
système

(3)
( (o,=== dy —y ' dx = o,
\ rs == dz — À dy' — B dx = o.

Cherchons l'équation dérivée du système. On a, en tenant
compte de (3) et (37),

; h/ === dx Qjr' — dy1 ^x,
('25) < . / d^ d^\^ - ' ^ ' - .{ ^ - ( - d x ^ d y ) ^ ^ - ' ^ ^
en posant

i df àf .àf - ( ) / •l ^ — _^_ _4_ y ' ^ _i_ R «/

\ dx^ àx y ~ày^ àT'
(26) \ df _àf àf

\ dy^ày'^ A^'

II en résulte que l'équation dérivée est

( / d\ dB \
[ Q = OT - + - ( — — — — — — CO
) \dx d y 1 /
\ , /dA. dB\ . . , , /., ,d\ ,dB\ -( = d ^ { d x ^ d y T y - ^ d y ~ ^ + y d - x ^

Telle est l'équation dont l'intégration résout le problème.
xxix. 9
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m.
Appliquons ce qui précède au calcul de l'intégrale

(28) ^jym^dx^

où y désigne une fonction arbitraire de x. Ici, on a

A •=ym, B == o,

et l'on est ramené à l'intégration du système

l dy —y dx == o,
(29) dz —^m dy' = o.

En appliquant les formules de la fin du paragraphe précédent,
l'équation dérivée est

( 3o) Q == dz —^m dy'-}- mytn'iy' dy — mym~iy'ï dx = o,

et tout revient à réduire cette équation à sa forme canonique. Le
covariant bilinéaire de û est ici

Q' == — 2 w^1-1 (dy 8y— dy' Sy) — 2 my^^y'Çdy' Sa* — dx ty')
-+- m ( m — i ̂ ym-îy'î ( cfy Sy — dy 8*r ).

Par suite, le système auxiliaire (i5) s'écrit

(3i) dx ^ dy ^ dy' ^ dz
•ly ïyy' — ( m — i )ytï — (m — i )ylny<^

On a immédiatement une intégrale première

(32) j^-iy2=x;
si alors on regarde dans (3o)y et y1 comme liées par la rela-
tion (32) où X est une constante, l'équation (3o) doit être com-
plètement intégrable. On trouve, en effet, par un calcul facile,
son intégrale générale qui est

(33) z^rnxy^y'^-^- 37yl"""1 y ' n y ' ^ Y.

Finalement, l'équation (3o) peut se mettre sous la forme

d\ — Y' rfX = o,
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et Von trouve, par des diiïerentiations,

(34) -^Z^^Y'.m 4- i y

Cela étant, le système (29) peut se mettre sous la forme

d\ — \' d\ = o,
( 3 5 ) d\l-\tfdX=o,

et de nouvelles diflerentialions donnent

(36) ==Y\
( rïZ -f- l )ym-îy'ï

L'intégrale générale du système (29) est alors

X==y^-iy2=a,

Y = z — mxy^-^y^ -+- -rn——l-ymy' == m/(a),

(37)
x1--ln—L^mx-mf^y

——— =m/"(a).
/Tl—2 y'3 J ' / 'Y' r=— (w-+-I)yw-2y

où a désigne un paramètre variable et /(a) une fonction arbi-
traire de ce paramètre. Ces équations résolues donnent pour a-,
y et -s les expressions suivantes :

(38)

x ^^(a)-/^),
ym+i == (^ -+- i^ay^a),

z = (m - Qaî/^a) - wa/'(a)4- m/(a).

Si dans ces formules on remplace a,y(a),y'(a) par trois con-
stantes arbitraires a, é, c et f" (cf.) par un paramètre variable u,
on obtient une solution ne rentrant pas dans les formules géné-
rales (38). Celte solution peut encore être définie par les équa-
tions

^w-t-i === (/H-+-i)2a(a"—.ro)2,
2 — ZQ==— î(m — \)a(x — Xç),(39)

qui dépendent des trois constantes arbitraires <2, .2*0» z o '
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IV.

Pour terminer, calculons les quadratures

(40) u=r^-. v^r-^,
J \-^-xy J \^-xy

dont s^occupe M. Beudon avec d^autres notations, et où x et y
sont liées par une relation arbitraire. Il s'agit, en somme, de
résoudre le système

, d.r
a) == du — ———— = o,

\-sr- xy
(4i)

, dy
TS •-== dv — ——"•—- == o.1 T3 •-== dv ——

\ \ 4- xy

Cherchons Inéquation dérivée. On a

x
(•)' = — -—————- ( dx or — dy 8.r).

(i-h-ry)^ J J ' •

^- (i^)»^^-^8^

et, par suite, Inéquation dérivée est
, , , . . , x dy -\- y dx
(4-2) û ==iyw -+- xrs •==y du, -+- x dv——"-——"-——== o.

i —r" xy

Cette équation peut s^écrire

j Y j x dy -^-y dxdv -h ^- du — —J-——J-—— == o.
x x(\-^-xy}

et l'on voit qu^en posant
y- == const.= Xx

elle est complètement intégrable; son intégrale générale se cal-
cule immédiatement et est

p-^XM—2v/Xarctang(;rv/X) ==?-+- •r u — 2 \/ y- arc tang(v/^) == Y.
X ^u X

Par suite, Inéquation (4 2 ) peut se mettre sous la forme

rfY—Y'rfX^,
en posant

Y' = u — i / — arc tan g \/xy.



— 129

Finalement, le système (4i) se met sous la forme

< d\ —\'d\ ==o ,
( 4 3 ) ( d Y - r ' d X ^ o ,

et Von trouve, par ditÏerentiations,

3
i /x\2 i— T «r2 îY == - ( — 1 arc lang v x y — - — ———— •Ay/ î y \-^-xy

L'intégrale générale du système (4i ) est alors donnée par les
formules

( 4 î )

X = ^ = a ,
x

Y = v -+- y- u—îi/^•^arctangV.ry ==/(a),
x w «y

/ /- _
1 T= M—l/^arctangv /^ ;=/ /(a),
| r Y

Y"== i^Varctang/^- l ̂  -——— =r(a).\ /xV î— \ x^= ^ v^ arc lallë Ttrr ~ ^ 7•̂  \y/ ^ y ï + ̂ /
En posant

on obtient

(45 )

/— P^/.yy == tan g •-^

f 1 ?' a? = —. tang-?

y=V /alang^

^= -^—-^f'W.
'l /a

P/a
-/(3i)-a/'(>),

où a et P sont deux paramètres variables liés par la relation

(46) P—sm^^aV^a).

Ce sont, sous une forme peut-être plus symétrique, les résul-
tats obtenus par M. Beudon.

En regardant maintenant, dans les formules ( i ^ ) ? a? /(a)



130

et /'(a) comme trois constantes arbitraires, ^ comme un para-
mètre variable, on obtient une solution ne rentrant pas dans le
cas général et qui correspond au cas où y est proportionnel à x.


