
BULLETIN DE LA S. M. F.

E. CARTAN

Sur une classe remarquable d’espaces de Riemann. II

Bulletin de la S. M. F., tome 55 (1927), p. 114-134.

<http://www.numdam.org/item?id=BSMF_1927__55__114_0>

© Bulletin de la S. M. F., 1927, tous droits réservés.

L’accès aux archives de la revue « Bulletin de la S. M. F. » (http://smf.
emath.fr/Publications/Bulletin/Presentation.html), implique l’accord avec
les conditions générales d’utilisation (http://www.numdam.org/legal.php).
Toute utilisation commerciale ou impression systématique est constitu-
tive d’une infraction pénale. Toute copie ou impression de ce fichier
doit contenir la présente mention de copyright.

Article numérisé dans le cadre du programme
Numérisation de documents anciens mathématiques

http://www.numdam.org/

http://www.numdam.org/item?id=BSMF_1927__55__114_0
http://smf.emath.fr/Publications/Bulletin/Presentation.html
http://smf.emath.fr/Publications/Bulletin/Presentation.html
http://www.numdam.org/legal.php
http://www.numdam.org/
http://www.numdam.org/


— H4 —

SUR UNE CLASSE REMARQUABLE D'ESPACES DE RIEMANN
{suite et fin) ( 1 ) ;

PAR M. E. CARTAN.

CHAPITRE III.
LA SECONDE MÉTHODE : LE GROUPE DES DÉPLACEMENTS.

!• — La structure du groupe G des déplacements.

47. Nous avons déjà attiré l'attention (n°22) sur la forme ^(e)
attachée à un groupe quelconque, forme qui donne la somme des
carrés des racines de Féquation caractéristique relative à une

transformation infinitésimale arbitraire V^X,/du groupe. On a

(9^) <?(e)=s^. eiejC^Cj^.

i,j,9^

La condition nécessaire et suffisante pour qu'un groupe
soit simple ou semi-simple est que cette forme aitson discrimi-
nant différent de zéro (2).

Nous allons faire le calcul pour le groupe G des déplacements
(Chap. I, § IV). Nous désignerons par

^•X,/+^Ya/
i a

une transformation arbitraire du groupe. Nous poserons

— ^ ?(<'. •»!) =^ G^-Cy-h 2^ G/a^a+^ Gapïîa^.
^ /,a a,?

En nous servant des formules (12) (n° 8), que nous écrivons

( 1 ) Voir Bulletin Soc. math., t. 54, 1926, p. 214-264.
(2) E. CARTAN, Thèse, p. 5i-52. En réalité, le théorème démontré se rapporte

à la forme <h(e). Mais il est également vrai pour la forme <p(e).
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de nouveau,

<X,Xy)==^ap,/Ap^/,

P^

(»2) v ( ^Ya )== ^ Ct'y.ik^kfi
k ' -

(VaY?)^ 2^?^

nous trouvons

^ij ==^A-p<TOp^(7/À:,
p, (T, A

G,a =0,

G^ =^S aa// a?i7 ""' ^ 2 ̂  ç^
W p,<7

Tenons compte maintenant des relations (28) et supposons le
groupe r décomposé en ses sous-groupes simples, chacun d^eux
étant ramené à sa forme normale. Nous aurons

(25)

G" ^^ Gif ^Q (t ^/),
G/a == o,

Gaaç^ i -^^(PaLpd)2^ l + HÎ, G^== p <a ̂  p).
(p^)

Finalement nous obtenons

(26) -^(<'^)=C(e?+...+^)+^(i-+-HÎ)^.
a . • . • - . •

48. La partie de h forme — ^ 9(0,73} qui contient le§ variables ny.

est définie positive. Quant à la partie qai contient les variables e^
elle est aussi définie, positive ou négative/à moins que G ne soit
nul. On pourrait se servir des résultats du Chapitre II pour mon-
trer que G n'est jamais nul; nous allons le montrer directement.

En effet les relations (12) montrent que le groupe G est son
propre groupe dérivé,' par suite les équations

.<)<p àw
^^9

définissent le plus grand sou.s-grov.pe invariant intégrable
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de G ( ' ) . Si C était nul, ce sous-groape serait engendré parles
transformations X^/; or elles n'engendrent manifestement aucun
groupe, d'après (12).

On peut tirer de là une conclusion.que nous avons déjà obtenue
d'une autre manière dans le Chapitre II. Supposons que, le
groupe r étant donné, il existe pour les coefficients Apg. deux
systèmes de valeurs distinctes, c'est-à-dire ne différant pas unique-
ment par un facteur constant; on pourrait en déduire un troisième
conférant à la constante G la valeur zéro, ce qui est impossible. On
pourrait objecter que, pour ce troisième système de valeurs, la
forme R pourrait être dégénérée, mais les relations (12) n'en défi-
niraient pas moins un groupe et les transformations X^/ ne pour-
raient engendrer un sous-groupe que si toutes les transforma-

tions ^,A.p(yY(yy étaient nulles, c'est-à-dire si tous les A.oy étaient
<T

nuls.
Nous retrouvons donc ainsi en partie le théorème du n° 41,

d'après lequel à tout groupe T correspond une classe d^espaces
irréductibles dont la courbure ne dépend que d'un paramètre.

49. Le groupe G étant simple ou semi-simple, nous allons cher-
cher dans quels cas il n'est pas simple.

Faisons d'abord la remarque que, d'après (12) , les transforma-
tions X// sont transformées par les Y^/comme les variables xi le
sont par les Ua/.

Supposons en premier lieu qu'un sous-groupe invariant g con-
tienne toutes les transformations X»/. Il contiendra alors, d'après
la forme des (X^-Xy), toutes les transformations Y^y; il serait donc
identique au groupe G.

Supposons en second lieu que le sous-groupe g contienne une
ou plusieurs combinaisons linéaires des transformations X,/; il
contiendra celles qu'on en déduira en les combinant avec les Ya/',
et il est facile de voir que l'ensemble de toutes ces transformations
correspond à une multiplicité plane invariante par le groupe r.
Or nous avons vu que les seules multiplicités planes invariantes
par r étaient de dimension - et totalement isotropes. On peut

( !) E. CABTAN, Thèse, p. 109, th. VI.
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donc supposer que les combinaisons linéaires des X//contenues
dans g sont

Xi/-+-lXs/, X3/+1-X4/, ..., \n-if-^-^nf.
Or

(X2f-i/+ iX,,/, Ya) =V (aa,2/-l.Â:+ l«a.îi,Â:)XA./;

/;
donc

^^•-I^Â-I = Qy.,ïi,ik) «a,t^-l,2Â-==—^a,2(,2Â-i.

Appelons, comme au n0 35, i et i' deux indices consécutifs dont
le plus grand soit pair, le plus grand pouvant être i ou i'. On a

«a^7=(—^) /+/^a^^•
On a maintenant

(Xâf_l/-4-l'X2(/, X2,- l /——îXîy/)

== —— ^ ^, (^p,2l-l,l/-l -1- ^p,2l,2y-l )Àp<TY(T/.

P^

On en déduit que le sous-groupe ̂  contient toutes les transforma-

tions ^Ap^Yç/, c^est-à-dire toutes les transformations Yp/, par
0

suite aussi toutes les transformations (XiY^), c^est-à-dire toutes
les transformations X/y. Le groupe g se confond donc avec G.

Supposons en troisième lieu que le sous-groupe ^contienne
une transformation Y^/ ; il contiendra alors Içs transforma-
tions (Xi'Ya), et l'on retombe sur les cas précédents.

50. Reste le seul cas où le groupe g serait engendré par un
certain nombre s de transformations de la forme

Xi/d-Z»/, X2/-+-Z2/, ..., X,/+Z,/,

les Z/y étant des combinaisons linéaires indépendantes des Y a/*
On en déduit immédiatement que les /• 4- s transformations

X^/, ..., X,/; Z,/, ..., Z,/

formeraient aussi un sous-groupe invariant. Cela n^est possible
que si Pon a

s == n = /'.
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Les Z//ne sont pas nécessairement des combinaisons réelles

des Yt/. Quoi qu'il en soit, on a des relations de la forme

(X,+Z,,Xy)=]^A^(X^/+Z^/-),
/»•

' (X,+Z,, Zy)=^B^(XV^-A
A

d'où, d'après la forme des équations (12),

(27)

(X,X,) ̂ .A,;̂ /, (Z/X,) ̂  A,yA/,,Xy) bsl̂ . \ijkLkî, W^j) ̂ ^ A^A^/,

A AA A

(X, Z;) ==^ B^X,/, (Z, Z/) =^ B^Z, /;

on a donc
( 28 ) ^ifk= — Ay,^, B ̂  = A /y k-

Les transformations Xi-y—Z^y forment aussi un sous-groupe
invariant, puisqu^on a

(X,— Z,, Xy)=-^ A^(X^/- ZA/),
A

(X,-Z,, Z,) == ^ A^(X^/-ZA/),

/i

Le groupe semi-simple G se décompose donc en deux sous-
groupes simples. Soit alors

-l?(^0=C(^4-..+^)^^HapîaÇ?
a,?

la forme qui donne la demi-somme changée de signe des carrés
des racines de l'équation caractéristique de la transformation

^(^•X//+ÇaZa/).

Le premier sous-groupe invariant est défini par

^ = = ^ î

donc le second sous-groupe invariant sera défini par
(̂p à<û
-L 4- —L- =oàei à^i
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ou
C^-4-VH^.== o;

A-

ces équations devant se réduire à ei -t- Ci == o, il en résulte

H,,= o, H « = C ,
(29) -^(^0=C(^4-...+^-hÇi+...+ç,2).

La forme obtenue pour 9(0) montre que les transformations Z,/
peuvent être regardées comme proportionnelles aux Y(/, le fac-
teur de proportionnalité étant réel si G > o, purement imaginaire
si G <^ o. Si donc on pose

Z,/=mY//,

on trouve immédiatement, d'après (27) et (28),

A/y^m2^-,

(X,Yq) == m^Cjy.k^kf,
k •

d'où
ay,ij=—mcy,ij.

Le groupe T est donc le groupe adjoint d^un groupe simple
unitaire. On retrouve la classe d^espaces étudiée aux n08 43
et 46.

La conclusion est la suivante :

Le groupe G des déplacements d'un espace & irréductible est
simple^ exception faite pour la classe qui contient les espaces
de groupes simples^ pour laquelle le groupe G se décompose
en deux groupes simples isomorphes entre eux {réels si
l'espace est à courbure positive^ imaginaires conjugués si
V espace est à courbure négative).

II. — Réduction du problème à un problème de la théorie
des groupes simples réels.

81. Supposons, à partir de maintenant, le groupe G simple. On
peut formuler de différentes manières le problème de la recherche
des espaces irréductibles ê pour lesquelsG est simple.
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Tout d'abord on voit que les n transformations infinitési-

males X,/jouissant de la propriété que les transformations

(X,(X,X^)

se déduisent linéairement des Xjk/; elles n'appartiennent de plus
à aucun sous-groupe de G.

Réciproquement, supposons qu'on ait trouvé, dans un groupe
simple à n + r paramètres, n transformations indépendantes
X <y, . . ., X^y telles que les combinaisons

(X,(X,X,)) ( . ,y,^=,,2, . . . ,^)

ne dépendent linéairement que des X^-/, et telles que les X//
n'appartiennent à aucun sous-groupe de G. Les crochets (X/ Xy)
doivent fournir au moins /• transformations infinitésimales indé-
pendantes nouvelles, sans quoi les transformations X,/et (X,Xy)
engendreraient un sous-groupe de G. Nous allons montrer que les
crochets (X^Xy) sont au nombre de /• indépendants.

Supposons en effet qu'ils soient au nombre de r 4- s indépen-
dants, combinaisons linéaires de

Xi/, ..., X.s./; X,,-i-i/, ..., X,^,./.

S'il en était ainsi, les transformations X< /, .. ., X.y/ engendre-
raient un sous-groupe invariant de G. On aurait en effet, pourï^,
./^,

J,...,n

^ ^kh[\^/€^h)

(kh) ~r
(X,X,) = ̂  A^((XA)X,) = ̂  B,X//;

mais d'autre part (X/Xy) devrait être une combinaison linéaire
de X,/, ..., X,/, X^,/, . .., Xn+rf, donc (X,Xy) ne dépend
que de X,/, . . ., X^/. De même (X.X^y), p-our i^s, est de la
forme

/ i,...," \ i,...,/.
( X,, ̂  A^(X^X,0 )= ̂  B/X/ / ;
\ (/A) / /

mais c'est aussi une combinaison des quantités

((XyX^)(X,.X/)) (7,/c,/z,^n)

qui se ramènent à des combinaisons linéaires de crochets simples,
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c'est-à-dire des combinaisons linéaires de X,/, ..., X.ç/$
X,,_^y, . . ., X^^r/.

Donc les transformations X,/, ..., X,/ engendrent bien un
sous-groupe invariant. Comme G est simple, cela est impossible.

Par suite on a des relations de la forme

(X,Xy) ==^ A/;aX,,+a/;
a

les crochets (X,X,,+a), qui se ramènent à des crochets (X,(XyX//))
sont donc de la forme

(X/X^a)=^Ba»A/,
A

et enfin on a, pour une raison analogue,

(X,,-HxX^3) ==^. ^a^pX/i+p/.

P

On retrouve donc des* équations de même forme que les équa-
tions (12). Le groupe T a ici la même structure que le sous-groupe
engendré par les transformations X,,^/. 11 faut naturellement
ajouter la condition supplémentaire que r se décompose en
groupes unitaires.

52. J'ai démontré dans un autre Mémoire (Journal de Mathé-
matiques) (1) que la recherche des ensembles de transformations X</
satisfaisant aux propriétés indiquées revient à la recherche, dans
l'espace de Riemann représentatif du groupe G, des variétés tota-
lement géodésiques qui ne sont pas des variétés représentatives
d'un sous-groupe et qui ne sont contenues dans aucune variété
représentative d'un sous-groupe. De plus ces variétés totalement
géodésiques sont elles-mêmes des espaces de Riemann appli-
cables sur l^ espace & cherché.

Le problème proposé revient donc à la recherche des variétés
totalement géodésiques des espaces de Riemann représentatifs des
groupes simples, espaces dont il a été question aux n08 45-46.

53. On peut encore envisager le problème d'un autre point de

( 1) T. 6, 1927, p. 1-119, spécialement p. 80-90.
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vue, géométriquement moins intuitif, mais qui conduit à un pro-
blème de la théorie des groupes qui a déjà été résolu.

Considérons un espace & irréductible dont le groupe des dépla-
cements G soit simple. Le groupe d'holonomie T étant donné,
changeons les signes des coefficients A^Q de la forme de Riemann

R==^AapSa^ ;
a,?

nous avons un autre espace irréductible &' correspondant à un
autre groupe des déplacements G'. Désignons par X^-y, Y^/ les
transformations infinitésimales réelles du groupe G'. On voit
immédiatement qu'on peut réaliser l'isomorphisme des deux
groupes G et G' en posant

^f=i^kf (/:==!,...,n),
Va/= Ya/ (a ==i , . . . , / ' ) ;

mais, d'autre part, il n'existe pas de correspondance isomorphique
réelle entre les deux groupes, puisque les deux formes 9(<?) sont,
l'une définie négative, F autre indéfinie, avec r carrés négatifs et n
positifs.

A tout espace irréductible & correspondent donc deux struc-
tures simples réelles distinctes appartenant au même type
complexe; il existe entre les deux structures réelles une corres-
pondance imaginaire isomorphique^ dans laquelle r transfor-
mations in/initésimales réelles de l'un des groupes correspon-
dent à r transformations réelles de Vautre^ et n transformations
réelles de Vun des groupes correspondent à n transformations
purement imaginaires de Vautre. Enfin la forme ^(e) corres-
pondant à V une des structures réelles est définie négative.

S4. Réciproquement, considérons deux structures simples
réelles appartenant au même type complexe, l'une étant unitaire.
Soient G et G'deux groupes à paramètres réels ayant respectivement
ces deux structures. Si l'on considère une correspondance isomor-
phique donnée (nécessairement imaginaire), entre les transfor-
mations infinitésimales de G et celles de G', on ne pourra pas en
général choisir les transformations infinitésimales réelles de base
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du groupe G de manière que chacune d' elles corresponde aune
transformation infinitésimale réelle ou purement imaginaire de G';
si une telle correspondance existe, nous rappellerons normale.
Elle sera définie par des relations de la forme

(28)
X;,/=^X/,/ (^=r, . . . , / i ) ,
Ya/= Ya/ (a =l, ..,,/');

si la forme y(<?) du groupe G7 est définie négative, la forme <p(e)
du groupe G se décompose en une somme de n carrés positifs et
/• négatifs. De plus les crochets (X^Xy) et (Y^Yp) ne dépendent
manifestement que des Y^/, et les crochets (X^Y^) -ne dépendent
que des X^/. Il existe donc une classe d'espaces irréductibles ê
associés au couple des deux groupes G et G' ; pour ceux qui sont
à courbure positive, le groupe des déplacements est de structure
unitaire.

Il se pose alors deux questions importantes :

i° Etant données deux structures réelles simples distinctes
correspondant au même type complexe^ V une de ces structures
étant unitaire^ peut-on établir entre ces deux structures une
correspondance isomorphique normale?

a0 Les différentes correspondances isomorphiques normales
qu^on peut établir entre les deux structures conduisent-elles
toujours au même groupe d^holono mieT"!

Q8. Les réponses à ces deux questions sont affirmatives, mais
je n'aperçois pas de mojen pour le démontrer directement,
c^est-à-dire sans être obligé de faire, pour chaque type de groupe
simple^ une démonstration spéciale. Les éléments de la démonstra-
tion se trouvent tous dans le Mémoire déjà cité des Annales de
V Ecole Normale^ et je vais me contenter d^indiquer quelle
marche on peut suivre.

Supposons que ce soit le groupe G' qui soit de structure uni-
taire. Imaginons d'abord qu'il existe une correspondance isoiïiôr-
phique normale entre G et G'. Les traûisfortûations Y^/== Y^y
engendrent un sous-groupe (isomorphe à F). Prenons dans ce
sous-groupe une transformation 'générale Y'/; elle fait partie d'un
sous-groupe de ^ transformations échangeables entre elles, ^ dési-
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gnant le rang de I\ Les transformations de G' échangeables
avec Y'/ contiennent en outre des combinaisons linéaires des X^-/,
qui sont également échangeables entre elles; on obtient ainsi en
tout / transformations ( Z étant le rang du groupe G ' ) engendrant
un sous-groupe abélien y'.

Au sous-groupe abélien y' de G/ correspond, par Pisomor-
phie (28), un sous-groupe abélien y de G et, comme on le voit,
ce sous-groupe y est réel, en ce sens qu'en même temps qu'une
transformation imaginaire il contient la transformation imaginaire
conjuguée.

Enfin on voit que si les transformations réelles* de y qui
correspondent à des transformations réelles de y sont toutes
échangeables avec une certaine transformation réelle de G corres-
pondant à une transformation réelle de G7, celle transformation
fait nécessairement partie de y.

86. Cela posé, partons d'un groupe simple G dont la forme ^(e)
soit de caractère ô == n — r (différence entre le nombre des carrés
positifs et celui des carrés négatifs). Prenons de toutes les manières
possibles un sous-groupe abélien réel y d'ordre l (rang du
groupe G). Soit À le nombre des transformations infinitésimales
indépendantes de y pour lesquelles les racines de l'équation caracté-
ristique sont toutes purement imaginaires. S'il existe entre G
et G' une correspondance isomorphique normale et si le sous-
groupe y ' qui correspond à y est réel, ces ^ transformations seront
celles qui correspondent à des transformations réelles de y'. On regar-
dera alors si la correspondance isomorphique peut être complétée
de manière à être normale, mais si cela est possible (en fait cela l'est
toujours), on exclura le cas où les À transformations considérées
de y seraient toutes échangeables avec d'autres transformations
réelles de G correspondant à des transformations réelles de G'. Il
ne restera donc à considérer que certains choix du sous-groupe
réel y [en fait ce sont ceux pour lesquels le caractère ôo de la
forme 90 ( e ) à laquelle se réduit ^(e) pour la transformation géné-
rale de y a la valeur minima]. Il resteia alors à voir si les corres-
pondances normales relatives à ces sous-groupes y conduisent
toutes au même groupe T. C'est ce que le calcul vérifie dans chaque
cas.
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Nous pouvons donc énoncer le théorème suivant :

À toute structure réelle simple comportant une forme <p(^)
indéfinie correspond une classe d^espaces irréductibles & et
une seule.

57. Nous allons, sans entrer dans le détail des calculs, passer en
revue les différents types de structures simples réelles et indiquer,
pour chacun d'eux, la nature du groupe d'holonomie r. Nous uti-
liserons les notations employées dans le Mémoire déjà cité des
Annales de ^ École Normale^ en renvoyant à ce Mémoire pour
les équations de structure de chaque groupe. Nous indiquerons,
pour chaque type de structure simple complexe, les relations qui
définissent les transformations réelles de la structure unitaire;
pour chaque structure non unitaire, nous formerons un tableau
indiquant, dans une case supérieure, les transformations réelles
du groupe unitaire G' qui correspondent à des transformations
réelles du groupe non unitaire G, puis, dans une case inférieure,
celles qui correspondent à des transformations purement imagi-
naires. Le tableau contiendra aussi l'indication du caractère du
groupe G, du nombre n des variables de r (nombre de transforma-
tions de la case inférieure du tableau), du nombre r des paramètres
de r (nombre de transformations de la case supérieure), du
rang À du groupe r et de sa structure. Nous emploierons les nota-
tions du Mémoire du Bulletin de la Société mathématique de
France ( ^ ) ; l'égalité

r==^ j (A4)x^ (Be )

signifie par exemple que r résulte de la multiplication (marquée
par le signe X) de deux sous-groupes simples; l'un appartient au
type (unitaire) (A) de rang 4> et son poids dominant s'obtient en
ajoutant le poids dominant du groupe fondamental gi au double
du poids dominant du groupe fondamental g^\ le second est le
groupe fondamental g^ du type (unitaire) (B) de rang 6. Nous dési-
gnons enfin par / le rang du groupe G, son ordre étant n 4- r.

( 1 ) La notion de poids dominant est introduile page 58 ocelle de groupe fon-
damental page 66.
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III. — Les espaces C irréductibles du type (A) .

88. Les transformations du groupe unitaire G', qui est ici iso-
morphe au groupe unimodulaire d^une forme d^Hermite à /+ i
variables, sont définies par les relations (1)

X a p = — X p a (a, (S =1 ,2 , ..., ^4-1).

Il existe deux catégories de structures réelles; les caractères
correspondant à la première sont à ^= l et à = = ; — l — 2 , ce dernier
cas ne se présentant que pour l impair. Les caractères correspon-
dant à la deuxième catégorie sont à ̂  i — ( p — y ) 2 , où p et q
sont deux entiers positifs dont la somme est 14- i.

59. Pour le type réel de caractère § = /, on obtient le tableau
suivant, où Pon a défini le groupe G par les transformations X-a3î
supposées réelles ( 2 ) :

( A I )

•Xap— Xpa
l•^y.<x,

^'(Xap-hXpa)

^ , l ( l -^ - i ) l ( l - } - 3 )8 = l, 7- == -———', n — ————f

2 1

Le groupe T est celui qui indique comment les coefficients
d^une forme quadratique harmonique à l-\-i variables sont
transformés par les substitutions orthogonales effectuées sur
les variables; il est du type (D) et de rang —t-i- si l est impair, du

type (B) et de rang - si / est pair.
Les espaces irréductibles du type (AI) à courbure négative sont

les espaces représentatifs des formes quadratiques définies posi-
tives; deux formes qui ne diffèrent que par un facteur sont repré-
sentées par le même point. Le groupe G est celui qui indique
comment ces formes sont transformées entre elles par les substi-
tutions linéaires effectuées sur les variables.

( 1 ) E. CARTAN, Annales, p. 2-56; la structure unitaire correspond au carac-
tère i —/^(notations du Mémoire), pour lequel lejs quantités e,fiont toutes égales^ i.

( 2 ) E. CARTAN, Annales^ p. 372.
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60. Le second type d'espaces ( < ) , correspondant au carac-
tère ô = = — 2 — / , n^existe que pour / impai r . Nous désignerons
par a, (3 les indices impairs, par a', (3' les indices pairs qui les
suivent immédiatement.

(A I I )

^Xaa— Xo^a')
Y , y .^ * a a — •^-a a

^(Xaa'-l- Xa'a)

Xap -+- Xa'f j '— X^a — Xp'a'

î (Xa3 — Xa^'-+- X^a — X^'a')

Xa.Q'— Xa'{3 -h- X^a'— X?/a

î (Xa^4-Xa'3 -+-Xpa'+Xs'a)

^(Xaa+ X^'a')

Xap — Xa^— Xpa + X^a'

t(Xap -+-Xa'(3'4-X^a -+-X^a')

Xa?'+ Xa'^ — Xpa^— X^'a

^'(Xa^—Xa^ —Xpa'-4-X^'a)

g (^+I ) ( /+2) ( / - z ) ( Z + ^ )

2 2

l-l-^lf r-^(C),)

61. La seconde catégorie de structures réelles du type (A) donne
le tableau suivant (2 ) :

( A I I I )

Xa

X).

Xa),— X^a, î(Xa^-+- X),a)

8 =!-(/?

x=^-h^

p—Xpa;

(»,

p.— Xjj.).,
()., (X=

-y)2,
-i. r

P

ï'(Xxp,-

/?-+-!, .

r = pî

î(Xa[j-

=1^ .

==^i(A/,

+-

-+-

+-»72

Xpa),

,/»)

xtlL),),

.,^+

-l)X

1 X-aa

tXu
*)

l, n^ipq

^l(Ay-l) X^-O

On a désigné par g'Q le groupe à un paramètre iu -/--

( ' ) K. CARTAN, Annales^ p. 278, formule (n).
( 2 ) E. CARTAN, Annales, p. 276.
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Les espaces du type (A III) sont précisément ceux qui ont

été obtenus aux n0' 27-29.
Pour ^ = = 1 , on obtient les espaces hermitiens, elliptiques ou

hyperboliques; dans ce cas p == l et Pon a

F =^i(A/-.i; X ^-o.

Nous formerons pour ces espaces une classe spéciale, dont le
tableau sera

x

^a,/+i ~

ô'

a,3—

=îl

\ ==

^a,

(2,

-X/+

-/2,

/,

î (X

P=

î,ai

r ==

Ca^+Xpa),

I, ..., l)

î'(Xa,/+i4-

r = l\

=^i(A/-i) x^o

^Xaûc

X/+i,a)

n = il

( A IV)

62. Si le rang / du groupe se réduit à Funité, il ne reste qu^une
seule classe d'espaces, avec

ce sont les plans non euclidiens, elliptique ou hyperbolique. Le
groupe d'isotropie est le groupe des rotations autour d'un point
fixe dans le plan ordinaire.

Pour / == 2, on a deux classes d'espaces irréductibles (AI) et (AIV):

(A I) n == 5, / •= 3 ;
(A ÏV) n = 4, /'= 4.

IV. — Les espaces 6 irréductibles des types ( B ) et (D) ( i ) .

63. Le groupe unitaire G' a la structure du groupe d'une forme
quadratique définie à a /+i variables (type B) ou il variables
(lypeD).

Certains groupes réels du type (D) peuvent être réunis à ceux
du type (B). En désignant alors par X^s les transformations

( !) E. CARTAN, Annales, p. 277-286.
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du groupe orthogonal à ^ =1 p-\-q variables, on a le tableau

Xa3 (a, ? = l , / . . ,^) ,
X>^ (A ,^==^-h l , . . . , p - ^ - q )

^ R D I )

P ( P — ^ ) q ^ q — I )

Le groupe F résulte de la multiplication du groupe orthogonal
• d p variables par le groupe orthogonal à q variables. On retrouve
la classe d'espaces obtenue, directement aux n08 32-33.

Le cas q = i est particulièrement remarquable; le groupe F
devient simple, et les espaces correspondants sont les espaces à
courbure constante. INous leur consacrons un tableau spécial :

Xa3 (a, p = = i , -2, . . . , n)

(BD II)
n(n — r)

64. Il existe maintenant, pour le type (D), une structure réelle
spéciale de caractère ô== — l(iY Les transformations réelles de G
étant définies par les relations

^a{3= Xa'3',

le tableau qui donne les espaces de ce nouveau type est

(D I I I )

î'Xaa', Xap'-+- Xa'(3, t (Xa^— Xa'p)

Xap-+- Xa'{3', t (Xa^— Xa^)

S = = — ^ , / •= /^ n ^ i ( l — ï )

\== l, r==^(A/- i ) x ^o

( ' ) E. CARTAN, Annales^ p. 285, formule (10).
LV.
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On a donc, dans ce tableau,

y., P=i, ^ . . . , / ;
a', ^ -^— I, -- 2. . . . , — / .

V. — Les espaces C irréductibles du type ( G ) ( 1 ) .

65. Les transformations réelles de G' sont définies par

Xaf-{== Sa^Xa'3',

£ ^ = = l si a > o, £ a = = — î - s i * a < o .
ou

On a un premier type réel ( J ) qui donne le tableau

/Xaa' . Xa^'—Xa^. t(Xa[j '+ Xa',3)

^a.3+Xa^', t (Xa^~ \ ^ ' )

§ = = = / , / - = = / 2 , n = / ( / 4 - I ^

-^ À == /» r = ^KA/-l) X ^o

Les indices 3î, ̂  sont positifs, les indices x', ̂ ' sont égaux à — a, — (3.

06. Il existe maintenant un autre tjpe dépendant de deux
entiers positifs p et q de somme / (3) . Le tableau correspondant
est

(Cil)

Xa.34-£a^Xa'3', t ( X a ^ — ^a^Xa'p ') (a. ? =±I , . . . , ±/^

^[JL-+- SX^X)/^', î î (X)^—— £A £ tJ .XÀ' lA ' )

____[^ ^=±(^-^-1) , ...,±/J____________________

xa).-^- Sa^Xa'//? ^(Xa),— Sa^Xa')/)

î =— / -- î(p — <7)5, r == p(^p +1)4-y (2 y -+-1), /i = 4/?y

x= / , r=^ i (C/ . )x^(Cy)

Nous retrouvonsjes espaces obtenus directement aux n08 31-35.

( ' ) K. CAHTAN, Annales, p. 287-292.
( J ) E. CARTAN, Annales^ p. 290-291.
( 3 ) E. CAHTAN, Annales, p. 291-292.



131 —

VI. — Les espaces C irréductibles des types exceptionnels.

67. Nous allons nous borner, pour les structures simples des
types exceptionnels (E), (F), (d), à indiquer les valeurs de / / , de r
et la nature du groupe d'holonomie.

Le type (E) de rang 6 donne quatre classes ( ' ) , à savoir :

(E I )
0 = 6 , /• = 36, n = \'>

X = 4 , r=^(CO

(EU)
8 = 2 , /• =38, n = 4o

X = 6 , r = ^ 3 ( A 5 ) x ^ , ( A i )

(E î î i )
8 = — i 4 , r=46 , n=3i

X=*6, r = ^ i ( D 5 ) x ^ o

( E I V )
o = — î6, r = 5?., n = 9.6

X = 4 , r = ^ ( F )

Le type (E) de rang 7 donne trois classes (2) , à savoir

8 = 7 , r=63 , ^=70
X = - 7 , F = ^ ( A 7 )( E V )

( E V I )
8 = - 5, r = 69, ^ = 64

X = 7 , r = ^ ( D c ) x ^ i ( A O

(E V I I )
8 =—•25, y==79î / i=54

X = 7 , r = = ^ i ( E e ) x ^ o

(») E. CARTAN, Annales, p. 298-31:^.
( 2 ) E. CARTAN, Annales, p. 3T3-3a8.
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Enfin le type (E) de rang 8 donne deux classes ( * ), à savoir

(E V I I I ) ( = 8, /' = i2o, n = 128
).=8, r = ^ ( D s )

( E I X ) 8 = — 2 4 . * / ' == i36 , 71=112
X = 8 , r = ^ ( E 7 ) x ^ i ( A i )

68. Le type ;(F) de rang 4 donne naissance à deux classes ( > 2 )
d^espaces <@ irréductibles, à savoir :

(F I ) 8 = 4 , r = 24, ri === 28
A =4, r=^(C3)x^i (Ai)

(F I I ) î = — 20, r = 36, /i = i6

X = 4 , r=^(B4' )

Enfin le type (G) de rang 2 donne une classe ( l ) d^espaces <?
irréductibles, à savoir :

(G)
S == 2, /• = 6, /i == 8

X = 2, F =^-}(Ai) x ^i(Ai)

69. On remarquera que les groupes r qui, au n° 37, ont été
désignés comme appartenant au type II, ne se présentent que pour
les espaces des types exceptionnels, à savoir :

E II, E VI, E IX, F 1 et G.

Les groupes désignés comme appartenant au type III se pré-
sentent pour les espaces des types

A^IV, D III, G I, E H!, E VU.

( * ) K. CAHTAN, Annales, p.328-343.
( 2 ) E. CARTAN, Annales^ p. 343-352.
(3 ) E. CARTAN, Annales^ p. 292-298.
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Enfin les groupes désignés comme appartenant au type 1 se pré-

sentent pour les espaces des types

( A l ) , ( A i l ) , ( B D I I ) , ( E l ) , ( E I V ) , ( E V ) , ( E V I I I ) , ( F i l ) .

Les classes générales

( A I , ) ( A U ) , (A IV), ( B D 1 1 ) , ( D 1 H ) , ( C l )

dépendent d'un entier arbitraire; les classes

(A III) , ( B D I ) , ( C i l )

dépendent de deux entiers arbitraires.

VII. — Les variétés totalement géodésiques
des espaces ^irréductibles.

70. Tout espace & irréductible pouvant être, comme nous
l'avons vu (n° |S2), regardé comme une variété totalement géode-
sique de Fespace représentatif de son groupe des déplacements G,
la recherche des variétés totalement géodésiques de & revient à
celle des variétés totalement géodésiques de l'espace représentatif
de G. En nous appuyant sur les résultats indiqués dans un autre
Mémoire, cette recherche revient au fond à trouver ^<< n combi-
naisons linéaires indépendantes

Si/, sy, ..., a,/-

de X.<y, ..., X^y, telles que les quantités

(SKSyS^))

soient des combinaisons linéaires des S//.
Ces variétés totalement géodésiques, considérées en elles-mêmes,

sont des espaces de Riemann dont la courbure se conserve par le
transport parallèle, mais ce ne sont pas nécessairement des espaces
irréductibles. Il est facile de montrer que, si n "> 3, tout espace &
irréductible contient une infinité de variétés totalement géodésiques
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à deux dimensions, qui sont du reste à courbure constante. En
tout cas on voit que la recherche des variétés totalement géodé-
siques d'un espace <@ se ramène à un problème d'algèbre dépen-
dant uniquement de là structure du groupe simple des déplacements
de l'espace.

71. On peut encore se poser différents problèmes, entre autres
celui de la recherche des transformations géodésiques d'un
espace <ë irréductible. Si l'espace n'est pas de la classe BD1I, les
seules transformations géodésiques sont les transformations isomé-
triques, et deux espaces qui admettent une représentation géodé-
sique l'un sur l'autre appartiennent nécessairement à la même
classe. On pourait de même étudier les transformations conformes
et l'on arriverait à des conclusions analogues.

Ajoutons enfin que tous les espaces irréductibles obtenus sont
susceptibles de définitions géométriques directes, analogues à
celle que nous avons donnée pour le type (AI). 11 suffit d'avoir
une interprétation géométrique d'un groupe particulier G d'une
structure simple réelle donnée et de partir d'un être géométrique
invariant parle sous-groupe F du groupe G et par. ce sous-groupe
seul. Les êtres géométriques qui se déduisent de celui-là par les
différentes transformations de G peuvent être considérés comme
les différents éléments ou points d'un espace, qui est précisément
un des espaces ô irréductibles attachés à cette structure. C'est
surtout pour les classes générales qu'une telle définition est inté-
ressante et est susceptible de donner des résultats géométriques
fructueux.


