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SUR LES VARIÉTÉS DE COURBURE CONSTANTE D'UN ESPACE EUCLIDIEN
OU NON EUCLIDIEN;

P A H M. E. G A K T A N .

Le présent Mémoire est consacré à une étude d'ensemble des
variétés à p dimensions situées dans un espace euclidien ou non-
euclidien à n dimensions, et dont le ds2 est de courbure constante.
Si cette courbure est la même que celle de l'espace, la variété est
développable, c'est-à-dire applicable sur une variété plane à
p dimensions de l'espace lui-même. J'ai indiqué dans des Notes
récentes aux Comptes rendus de ^Académie des Sciences
(t. 167, année 1918, p. 867, 4^6, 482, 55o), Notes auxquelles le
lecteur est prié de se reporter, les principaux résultats auxquels
j'étais parvenu pour les variétés à trois dimensions de l'espace
euclidien. On trouvera ici des résultats plus généraux applicables
à toutes les valeurs de/?.

Dans l'espace à trois dimensions, les surfaces développables
(variétés à deux dimensions) sont des enveloppes de plans à
un paramètre. Dans le cas général, les variétés développables à
p dimensions ne jouissent pas nécessairement de la propriété que
leur hyperplan tangent dépend d'un paramètre ; si cet hyperplan
tangent dépend de y> i paramètres, et si la variété est réelle, le
nombre n est au moins égal à p -+- q ; d'une manière plus précise,
Fhyperplan osculateur à la variété a un nombre de dimensions qui
peut varier entre une limite inférieure p + q et une limite supé-
rieure jo + î-1'——; les variétés développables pour lesquelles la

limite inférieure est atteinte dépentlent de ^ ^ fonctions arbi-
traires de deux arguments ; celles pour lesquelles la limite
supérieure est atteinte dépendent de n — p — ' ^ ' I ; fonctions
arbitraires de q arguments. Ces résultats sont vrais aussi pour
q==.p. Si q est égal a i , les deux limites coïncident, mais alors
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les variétés dépendent de n — \ fonctions arbitraires d'un argu-
ment : ce sont les lieux des variétés planes à p — i dimensions
osculatnces à une courbe gauche arbitraire.

On a des résultats analogues pour les variétés de courbure
constante différente de celle de l'espace dans lequel elles sont
placées. Si la courbure de la variété est inférieure à celle de
l'espace, et si la variété est réelle^ le nombre n des dimensions
de l'espace est au moins égal à 2p — i ; s'il est supérieur à 20 — i ,
l'hyperplan normal a en commun avec l'hyperplan normal infini-
ment voisin une variété plane qui est au plus à n— 2 p dimen-

^ p ( p -+- 3) i. .. r . , ,s ions, au moins a n — —————- dimensions. Les variétés pour
lesquelles la limite supérieure est atteinte dépendent de
p{n—p) fonctions arbitraires d'un argument; celles pour
lesquelles la limite inférieure est atteinte dépendent de

n — ~—-—— fonctions arbitraires ,de p arguments. Les premières
admettent en chaque point comme tangentes principales/? variétés
planes à p — i dimensions rectangulaires entre elles, et les
p centres de courbure principaux correspondants sont conjugués
par rapport à une certaine hypersphère de rayon fixe ayant son
centre au point considéré de la variété.

Les premiers Chapitres du Mémoire sont consacrés aux prin-
cipes des méthodes susceptibles d'être employées dans une étude
systématique des variétés à courbure constante. Ces méthodes
reposent d'abord sur l'emploi de systèmes de référence mobiles et
sur la considération des expressions de Pfaff qui représentent les
composantes mobiles du déplacement instantané de ces systèmes.
Le système de référence le plus général employé est formé d'un
(n + i)-èdre auquel on adjoint une hypersphère : un tel système
est caractérisé par deux formes, une linéaire qui représente la
masse d'un point de coordonnées (relatives) données, une quadra-
tique qui représente la puissance par rapport à l'hypersphère d'un
point (de masse i) de coordonnées données. Les composantes du
déplacement instantané du système de référence sont liées par
certaines relations identiques qui sont étudiées (1-16).

Le second Chapitre (17-23), après avoir rappelé les principes
de la théorie des formes bilinéaires alternées et des formes quadra-
tiques -symboliques à multiplication extérieure qui leur sont



— 127 —
associées, expose la théorie de certaines formes quadratiques, que
rappelle extérieurement orthogonales et qui jouent un rôle
important dans la suite : elles sont définies au fond par la propriété
que la somme des mineurs du second degré de même espèce de
leurs discriminants est nulle. Les formes extérieurement orthogo-
nales réelles jouissent de propriétés intéressantes (19-20).

Le troisième Chapitre (26-32), après avoir rappelé la définition
du covariant bilinéaire, rappelle les propriétés fondamentales des
systèmes de 'Pfaff en involution. Dans beaucoup de systèmes
d'équations 'aux dérivées partielles d'origine géométrique, par
exemple ceux définissant des variétés jouissant de propriétés
géométriques déterminées^ ces propriétés géométriques peuvent
être exprimées par des relations linéaires entre les composantes
du déplacement instantané d'un système de référence mobile
attaché à chaque point de la variété; le système différentiel est
ainsi ramené à un système de Pfaff. Un tel procédé a en apparence
l'inconvénient d'introduire des variables surabondantes, puisque
le système de référence associé à chaque point de la variété a en
général un certain degré d'arbitraire ; mais il existe un théo-
rème (30) qui supprime cet inconvénient et qui ne conserve que
les avantages de la méthode, car il montre que pour la discussion
de la compatibilité du système et pour l'évaluation du degré de
généralité de la solution, on n^a pas à se préoccuper de ces variables
surabondantes qui, au fond, s'éliminent d'elles-mêmes et automa-
tiquement.

Le quatrième Chapitre (33-49) est consacré à une étude som-
maire des propriétés infinitésimales projectives des variétés à
p dimensions. Les principales notions introduites sont celles des
hyperplans osculateurs et des réseaux asymptoliques des diffé-
rents ordres. \J hyper plan osculateur d^ordre h en un point A de la
variété est la plus petite variété plane contenant les variétés planes à
h + i dimensions osculatrices aux différentes courbes tracées sur
la variété et passant par A ; pour h === o, on a l'hyperplan tangent.
Le réseau asymptotique d'ordre h est formé des cônes de degré
h 4- i lieux des-tangentes aux courbes dont la variété plane oscu-
latrice à h -{-1 dimensions est contenue dans une variété plane
assujettie aux conditions de contenir l'hyperplan osculateur
d^ordre h — i, d'être contenue dans Fhyperplan osculateur d'ordre h
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et d'avoir une dimension de moins que ce dernier. Les dérivées
partielles d'ordre k d'une forme asymptotique d'ordre h (premier
membre de Inéquation d'un cône d'ordre A) sont des formes
asymptotiques d'ordre h—/»'. Comme application des théories
du troisième Chapitre, je détermine le degré de généralité des
variétés à p dimensions dont le réseau asymptotique (du premier
ordre) admet pour cônes de base p variétés planes doubles
n'ayant d'autre point commun que le point A : el.les dépendent
de p ( p — i ) fonctions arbitraires de deux arguments. Lorsque
les formes asymptotiques du premier ordre peuvent s'exprimer
en fonction d'un nombre maximum q <^ p de variables, l'hyper-
plan tangent dépend de q paramètres ; si alors l'kyperplan oscil-
lateur a le nombre maximum p 4- 2—2——- de dimensions, la variété
contient une variété plane fixe à p — q — i dimensions. Une
dernière application du troisième Chapitre est faite aux variétés
dont l'hyperplan oscillateur a le nombre maximum"————— / de
dimensions, le réseau asymptotique du second ordre admet tant
comme cônes d i base^y variétés planes triples n'ayant d'autre point
commun que A: ces variétés dépendent de ^—^—— ' • fonctions arbi-
traires de p arguments.

Le cinquième Chapitre (o0-61) et le sixième (62-77) sont
consacrés aux variétés développables et aux variétés de courbure
constante. En dehors des résultats signalés plus haut, j 'indique
une méthode générale pour déterminer les variétés à courbure
constante dont le réseau asymptotico-isotrope appartient à un
type projectif déterminé. Cette méthode permettrait une mono-
graphie détaillée des variétés classées suivant la nature de leur
réseau asymptotico-isotrope (ou de leur réseau asymptotique pour
les variétés développables) : cette monographie est possible sans
trop de difficultés poury^ === 3 ; mais elle sortirait du cadre de ce
Mémoire.

CHAPITRE l.
SUR DIFFERENTS SYSTEMES DE RÉFÉRENCE DE L'ESPACE PROJECTIF)

DES ESPACES EUCLIDIEN ET NON-EUCLIDIENS.

1 . Espace projectif. — Considérons dans l'espace projectif à
n dimensions un système de coordonnées projeclives fixe, la posi-
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lion de chaque point étant définie par les rapports mutuels de
n + i coordonnées. Nous désignerons par une lettre majuscule,
non pas un point, mais plutôt l'ensemble de n 4- i coordonnées ;
nous désignerons par mA, où m est un nombre ordinaire, l'en-
semble des n -(-1 coordonnées de A multipliées toutes par le
coefficient m. On peut dire que A et m A sont deux points distincts,
mais qui occupent la même position dans l'espace. Enfin nous
désignerons par mA 4- nB 4-/?C 4- . . . le point dont les n 4- i
coordonnées s^obtiennent en multipliant respectivement celles de
A, B, G, ... par m, ^ , jy , ... et en ajoutant les résultats ainsi
obtenus.

Choisissons n 4- i points A ^ , Aa, . . ., A,/_^ tels que le déter-
minant de leurs coordonnées ne soit pas nul, ou encore n 4- i points
formant un véritable (/i 4- i)-èdre ; tout point M de l'espace pourra
être mis sous la forme

M =•• 3'lAi -4- ^2^2-1-. • .4- V,t+i\ft+i ;

les coefficients x\, .. ., Xn^\ sont les coordonnées du point M dans
le système de référence déterminé par les n 4- i points donnés.

2. Gela posé, imaginons le système de référence le plus général
possible ; il dépend de Çn 4- i)2 paramètres. Donnons à ces para-
mètres une variation infiniment petite quelconque ; les différen-
tielles des points A < , .... A,^< (c'est-à-dire les points dont les
coordonnées sont les différentielles des coordonnées de A < , . . .,
A/i^i) peuvent évidemment se mettre sous la forme

û?Ai == (x)n Ai-+-toi2 AZ -+-...-+- œ 1^-1 A,,-n,
â?Â2 = (021 AI-4-0)22 A2-4-. . .-h t02,ri-H A^-n,

• • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • « • • • • • • • • • • • • • • • • »

ûfA/t-+.i == (o,,-n,iAi4- œ,»-n,2 Aa-h...-+- co/t-n^-nA^-n,

où les coefficients (Q/^ sont ( / î4- i)2 expressions linéaires par
rapport aux différentielles des {n 4- i)2 paramètres dont dépendent
les coordonnées fixes de A,, . . . y P^n^\ • Ces (/i 4-1)2 expressions
<o/^ sont du reste linéairement indépendantes, car si on les annule,
les formules (i) montrent que les points A,, . . ., A,^< restent
fixes, c'est-à-dire que les (^i4-i)2 paramètres dont dépend le
système de référence mobile restent constants. Les expressions de

XLVII. 9
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Pfaff (O/A vont jouer dans la suite un rôle important* On peut les
considérer comme les composantes relatives du mouvement instan-
tané du système de référence mobile.t/

3. Espace euclidien. —- Plaçons-nous maintenant dans un
espace euclidien à n dimensions rapporté à un système de coor-
données rectangulaires. INous désignerons, ici aussi, par une
grande lettre Pensemble de n --(- î coordonnées, comme on le fait
quand on introduit une coordonnée d'homogénéité; la (/i4- i)^"10

coordonnée s'appellera la masse du point; si cette masse est nulle,
on aura par définition le vecteur (ou plutôt un quelconque des
vecteurs) dont les projections sont les n premières coordonnées.
Avec ces conventions le symbole A 4- I, où A est un point de
.'nasse î et 1 un vecteur, représente le point de masse i obtenu en
porlant à partir du poînt A le vecteur I ; de même le symbole
B — A, où A et B sont des points de masse i , représente le vecteur
d'origine A et d'extrémité B, ou tout vecteur équipollent. La
masse du point A + B + G + . . . est la somme des masses des
points A, B, G, . . . . Enfin, si A, B, G, ... sont des points de
masse i , le symbole aA + [3B + yC + . . . représente le bary-
centre des points A, B, G, ... affectés des masses a, p, y, . . .,
ce barycentre étant lui-même affecté de la masse totale
a + j3 + y -h- . . ..

i. Nous pouvons imaginer maintenant un système de référence
formé d'un point A de masse i et de n vecteurs rectangulaires
I , , . . ., 1,^, de longueur égale à l'unité. Un tel système de réfé-
rence, que nous appellerons système de référence normale dépend

de i-n——/ paramètres arbitraires. Quand on donne à ces para

mètres des accroissements infiniment petits, on a des formules de
la forme

d\. == 0)00 A -+- Ct»ui I i -4-. . .-+- WQn I / t ,

dit == cDio A -+- (On Ii -h. . .-+- toi/t I/t,

din == CO/^o A -}- (0,̂  ï i -+-.. .-+- ^nn ^n ;

mais ici les ( n + ï ) 2 expressions co/y ne sont pas indépendantes.
D'abord les masses de A, I i , . . * , ! „ étant constantes, les masses
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de leurs différentielles sont nulles ; on a donc

(OOG = ^10 ==. . .= o)^o '-= o.

Exprimons maintenant que les vecteurs 1 < , . . . , \n. sont de lon-
gueur égale à i et rectangulaires entre eux. Introduisons le symbole
I j J pour désigner le produit géométrique de deux vecteurs I, J.
On a évidemment

d{ l | J ) = dl | J + 1 | c/S ;

comme les produits I / |T/ sont tous constants (égaux à i si / ==/\
à o si i-^j)^ on en déduit facilement

(U,/==0, (D/y-h(x)^= 0 (t,/ == ! , . . . , 7l).

Finalement on a les formules suivantes, ou les notations sont
légèrement simplifiées :

» ' rfA == (X)i Ii-h(x)2 lî -+- . . . 4- tri ,t-l Ll-l-+-^ 1/t,

dïi== (Dis l2 -+- . . .-4-œi^-i I^_i+^ml^,

( 2 ) , rfla == 0)21 ï l -+ - . . . 4- ^î,n-i 1/^-1 -+- ^2,/t I,,,

' d\n~=- 0)/iiïi-}- 0)/,2l2-+-- • •-+- ^n.n-l I/t-1,

avec Jes relations identiques
(2') t*j/7-+- œy/= o.

Il reste donc —n-—I2 expressions de Pfaff qui sont des combi-

naisons linéairement indépendantes des différentielles des n ~^~}

paramètres dont dépend Je système de référence mobile. '

o. i\ous pouvons considérer plus généralement un système de
référence formé d'un point A de masse i et de n vecteurs quel-
conques TI , Ï2J, . . ., I/i? ces n vecteurs étant cependant assujettis
à la condition de n'être pas tous parallèles à une même variété
plane à n — i dimensions. Tout point M de l'espace est de la
forme

M == v A -+- a"iïi -+- a^^-l-. • •-+- ^n^ni

où x est la masse du point et ~» — 2 » . .. » XJL constituent unr X X X

système de coordonnées cartésiennes. Si M est un point de masse i,
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le carré de la distance du point M à Forigine A est de la forme

MA = H(a?i, Xî, ..., Xn),

où H désigne une certaine forme quadratique définie positive.
Réciproquement donnons-nous a priori une forme quadratique

définie positive H(^i, ..., Xn) ; il existe une infinité de systèmes
de référence cartésiens tels que, pour chacun d'eux, la forme H
représente le carré de la distance à Porigine A du point M, sup-
posé de masse i, dont les coordonnées sont (a^, . . ., Xn). Il suffit
en effet de décomposer H en uneSomme de ^carrés indépendants,

H(^i, ..., ^)=X?-+-X|+.. .4-X?,,

et de regarder
Xi-4-ai, Xj+<Z2, . . .i X,t -4-0/1»

où ai, 02, . . . ? On sont n nombres quelconques, comme les coor-
données rectangulaires fixes du point M ; les coordonnées fixes
de A sont alors (a^, .... an) et les projections du vecteur I, sur
les axes rectangulaires fixes sont les coefficients de Xi dans les
formes X,, . . ., X,,. On se rend compte facilement que le système
de référence cartésien ainsi défini par la forme quadratique H
dépend de ̂ -î-!̂  paramètres arbitraires. On retrouve le cas du

n° 4 en supposant
H == x\-^- x\-\-...-+- x^.

6. Donnons-nous maintenant une forme quadratique définie
positive H dépendant d'un certain nombre r de paramètres arbi-
traires : il lui correspondra une infinité de systèmes de référence
dépendant de ^"^ 4- r paramètres arbitraires. Pour toute
variation infiniment petite de ces paramètres, on aura des formules
de la forme

d\ = 0)1 Ii-h tû2 12 -4-...-+- (*)„ I/»,
dli = ion Ii-4- 0)12 Ï2+- • .-t-^i/i I»»

< 3 )

dïn= 0)7llIl-^- ( ) l )/»2I2-^•• • •-+- ^nn^n'

Les n{n + i) coefficients o)/, Wij sont des combinaisons linéaires
des différentielles des 7l(/l'4"l) 4- r paramètres dont dépend le
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système de référence mobile. Ces coefficients sont donc assujettis
à satisfaire à n—n•—'• — /• relations linéaires qu'on peut obtenir
de la manière suivante :

La forme H(*Ti, x^^ . . ., Xn) représentant le carré de la distance
MA, si M est un point de masse i, on a

^ H = = ^ ( M — A | M — A ) = = - 2 ( M — A ) | ( r f M — ^ A ) .

Choisissons en particulier un point M fixe ; on aura

r f H = - 2 ( M - A ) | û ? A ==—2(. r i I i+ . . .4-a- , J») | (a ) i I i -4- . . . -̂ - (x),Jn)

D'autre part, si x^ . . ., Xn sont les projections d'un vecteur^ la
forme H représente évidemment le carré de la longueur de ce
vecteur, et par suite le produit géométrique de deux vecteurs
(.y,, .... Xn) et (y<, . . ., y,,) est la forme polaire de H :

(a?ili-4-...4-.r/j^) | (yi II 4-.. .-4-jr/iîn)
i / àH àH àH\

-î^1^-4-^^^'--^71^1

on a donc
/ àH àH àH\

dtî =— ( 0)i —— 4- (Oa-^— +• "+^n^—— ) •\ àxi dxs àx,t )

Pour calculer û?H, il faut savoir calculer dx^ . . . _, dxn y or, en
exprimant que le point

M == A 4- a*i Ii -+-... -h Xn Lt

est fixe, on obtient, en tenant compte de (3),

dXi 4- UÙ/-T- X\ Wn •+• a'20)2C4~. . .-+- 3Crt^ni= 0.

Finalement, en posant
1, ...,ra

H == V a i j X i X j = an x\ 4- la^x^Vï -t-...,
ï./

on obtient les relations
A==n

(3') û?a/y=V (aik^jk-^ 0^(0^) (1 ,7 =i, 2, . . . , /i).
^=1

Ces relations (3') sont au nombre de nln-—î- et, comme parmi
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les différentielles da,ij il y en a r seulement d'indépendantes, il

reste /l — r relations linéaires entre les to/y : ce sont les

relations cherchées. On retrouve les formules (2') en supposant
H=^+. . .+^ .

7. Nous serons conduit, plus loin, à considérer des systèmes de
référence un peu plus compliqués, formés de n -h i points (ou
vecteurs) A < , Aa, .... A^( non situés dans une même variété
plane à n -\- i dimensions et d'une hypersphère (S) de centre A
et de rayon R (réel ou purement imaginaire) mais non nul. A un
tel système on peut associer :

i° Une forme linéaire

K == Ci a-i 4-C2.T2-+-•••+<*/»-»-! ̂ n-M

qui indique la masse du point

M = .yi Ai -h a'i As 4-... -h a?rt-+-i A/i-n ;

2° Une forme quadratique

H == a^x\-+- la^v^x^-}-...,

qui indique la puissance par rapport à (S) du point M supposé de
masse i (et par suite celte puissance multipliée par m2, si m est
la masse de M, ou le carré de M, si M est un vecteur).

Remarquons que la forme quadratique H est réductible soit à
une somme de n ~\- i carrés positifs indépendants, si R est pure-
ment imaginaire, soit à une somme de n carrés positifs et d'un
carré négatif si R est réel. Remarquons encore que, l'équation
K = o étant celle de Phyperplan à l'infini, les équations

H = = o , K = = o

n'ontaucune solution commune (en dehors de x\ == ...==;r^i ==o).
Réciproquement donnons-nous a priori une forme linéaire K

et une forme quadratique H de discriminant non nul telles que
ces deux formes ne puissent s'annuler simultanément que pour
x^ = = . . . = = Xn^.\ = o. Il existe une infinité de systèmes de référence
caractérisés par ces deux formes. Déterminons en effet un coeffi-
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cient p tel que la forme H -h pK2 ait son discriminant nul ; il faut
et il suffit pour cela qu'il existe n + i quantités C i , . . ., ç,^< telles
qu^on ait

i àH
Î^T

-L àH

î à^n+l

•4-pci K(0==o ,...................
-4-pc,»-nK(0^=o;

on déduit de là

K(0

an

a^t

^7l-M,l

Ci

012

<^22

f'n 4-1,1

Ça

^1,/l-H

^2,rt-<-l

^/t-H,»-!-!

C/(-H

pci
PC2

pCn

—

Le coefficient K. (Ç) ne peut être nul puisqu^alors les demi-dérivées
partielles de H s^annuleraient toutes pour ( Ç < , . .., Çra+i ) et le
discriminant de H ne serait pas nul ; on a donc

an «12 ^1,M4 C|

^^/z-H,! ^^/f-l-l^

Ci Ça

an ai 2

^/l+liH+l ^W-»-

C/,4-1 0

01^14-1

a/^4-l,t û^-t-1,2 a/i-4-l,/i-(-l

Dans cette équation le coefficient de p n^est pas nul; c^est en
effet la valeur que prend la forme adjointe de H pour c < , c^, , , , ,
Cn+{ et si cette forme adjointe était nulle, cela signifierait que
Fhyperplan K == o est tangent à la quadrique H == o, contraire-
ment à l'hypothèse faite. On a donc bien pour o une valeur déter-
minée et différente de zéro.

Cela posé la forme à discriminant nul H-hpK.2 est réductible
à une somme de n carrés, positifs ou négatifs ; ils sont sûrement
tous positifs, car, dans le cas contraire, la forme H-4-pK2 pourrait
s^annuler en établissant n—i relations linéaires réelles entre les
variables x^ . . ., x^^.^ et par suite le système d^équations

H == K = = o

pourrait être vérifié en établissant n relations linéaires entre les
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n + i variables rc, ce qui est contraire à l'hypothèse. On peut
alors poser

ou
H-i-pK2=X?-+-X|-+-. . . -4-X?,

H=Xî -hXj+ . . . 4 -X? , -pK2

Regardons maintenant X<, Xg, ^ R comme les /i -+- i coor-
données d'un point par rapport à des axes de directions fixes ayant
pour origine un point mobile quelconque A ; prenons pour A, le
point dont les coordonnés par rapport à ces axes sont les coefficients
de Xi dans X^, ..., X^, K; la masse d'un point sera alors donnée
par la forme linéaire R et la puissance de ce point (supposé de
masse i) par rapport à Phypersphère de centre A et de rayon y/p
sera donnée par la forme quadratique H. On se rend facilement
compte enfin que la position de ce système de référence dépend
, n (n -hi ) , , . .

de—————paramètres arbitraires.

Remarquons enfin que les coordonnées du centre A de l'hyper-
sphère (S) par rapport au système de référence (A<, A s , . . . , A^ )
sont les /i+i quantités^, ..., i;^ supposées liées par la relation

ci Si +...+0,^1^+1=1.

8. Considérons maintenant une forme linéaire K (x) et une
forme quadratique H ( x ) satisfaisant aux conditions énoncées
précédemment et dont les coefficients dépendent de r paramètres
indépendants. Il leur correspond un système de référence mobile

dépendant de -l^—ll + r paramètres arbitraires. On aura natu-

rellement, pour tout accroissement donné à ces paramètres, des rela-
tions de la forme

o?A, =cun Ai4-o)i2 Ag -+-... -+- (oî i A^i,
û?As =œ,i Ai-t-o),, A24-...4-(^-M A,,-n,(4)

l d\n+t == to,»+ij Ai H- (o,»-n,2A2-+-...+ a),,-» i,»-nArt-n,

auxquelles on pourra ajouter

(4 /) û ?AL=œlAl-^œ2A^4-...-t-œ,^lA„+l

avec (n + i) (n 4- 2) expressions de Pfaff <o,, (o,y.
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Nous allons exprimer :

i° Que la masse de A étant égale à i, la masse de dA est nulle,
ce qui donne

(5) aWi-[-CzWî-{-. . .-^-Cn+t^n+l = 0;

2° Que la valeur (4^) de dK est la même que celle de

^(SiAi-h...-+-^+iA,z-n),
ce qui donne

k-=n-\-\

(6) <^/==(o/— ^ ç/cto/^;
À- == i

3° Que la masse K. d^un point fixe M reste constante, ce qui
donne

Â-==n-+-l

(7) dci= ^> ÇA. tu//,;
^ = 1

4° Que la puissance d'un point fixe M de masse i par rap-
port à Phvpersphère (S) a pour différentielle

dH = - - 2 ( M — A ) | ^ A — 6 / p ;

pour exprimer cela remarquons que le carré de la longueur d^un
vecteur étant représenté par la forme H, le produit géométrique
de deux vecteurs est la forme polaire de H, ce qui donne

(M-A)|rfA=^-^+...^(^-^0^

i / àH àH \ ,
= - tOl 3— -+-...-4- t»),,+i -——— 1 4- p(Cit»)i-+-...+ Cn+i^n+i)

1 \ ÔXi àXn+\ 1

1 / àH àH \ ... .
= - [^ —— -4-...-+- co^-n -——— ) K(aQ,

2 \ ÔVi àXn-^-\ )

d'où

dH = - K(x) (^ àH +. ..+ C -̂M - ^ ) - d?[K(x)y.
\ ÏJX\ o'•27w-+-l /

Le second membre de cette formule étant une forme quadratique
en x ^ , . . . , x^ i , Inégalité a lieu quels que soient x^, ..., ^n^^^ et
l'on en déduit, comme au n° S,

Â-=7l-+-l

ddij = ^, [aik(^jk—CjWk)-^-ajk{^ik—CiWfc)}—CiCj dç

k^t
(8)

(i,J ==I, 2, ..., 7l+l).
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En tenant compte de (5), on peut encore écrire les formules
(6) et (7) sous la forme

(6') ^i=-^^ki—Ck^i),

(7') dci== ^Ck(wtk—awk).

9. Démontrons d'abord que les Ç, et p se déduisant comme il a
été dit plus haut des coefficients des formes K et H, les équa-
tions (6) sont une conséquence des équations (5), (7) et (8), et que
les équations (7) sont une conséquence des équations (5) (6}
et (8). v h v /

En effet partons des équations (5), (7) et (8); la relation
A- =r n -»-1

,̂ d'ik ̂ k -+- P Ci = 0

^==1

donne, par différentiation,
^=71+1 A==w-n /i=n+l

Y aikd^k^- y y [ ^^(^A-c/,0)/,)
;—— AJ ^ -+-«AAS/c( tO/A—C/œA)]

A-=;n-n ^.^^_,_i

— ^ ^'^^^P + C/â?p -+- ? y C^t0^=0;^--i k^i
et, par des sjmplifications évidentes,

^="-•4-1 r /i==/i+i -,

J^ a/^ rf^-4- ^ ^(o),,,,—^^) =o;
^=1 L h=i J

on déduit de là, le déterminant des dm n'étant pas nul, les for-
mules (6^ et par suite (6).

De même partons des équations (5), (6) et (8). La même rela-
tion que plus haut donne

À == w 4-1 // = n +1

-~ ̂  ^ ^:^((^——CA(OÂ-)
A-=l A==t

Â-=w-+-l A==/i4-l

'̂  ^ ^ [^^Ç/^^ÂA— CkW/t)-+'akh^k(^ih—CiWf,)\
À==l Â=I

/i==n-+-|

—— ^j ^'c^ ̂ - ̂ P •+- Ci ^P + ? dCi =r 0,

A = = l
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d'où, par simplifications évidentes et division par p, on déduit
les équations (^).

Remarquons en second lieu que les équations (5), (7) et (8),
linéaires en ci^-, (0,7, cic^ ddij (on suppose qu'on y a remplacé p
par sa valeur en fonction des c^ et des 0^7), ne sont pas indépen-
dantes; elles sont au nombre de ( n "4" \n^~ ^ ) _^. j ^ ^^g g^^ j^g^

identiquement par une relation et une seule. Cherchons en effet
si Pon peut trouver des coefficients À, \-, \ij tels qu'on ait iden-
tiquement, c'est-à-dire quels que soient (Q(, (i)(y, dc^ daij^

Â-=/î+l i=: 714-1 r Â-==n+l 1

X ^ ^COA.-^ ^ \i dci— ^ ^(to^—c/œA.) j
Â=I <-i L Â-==I

l,...,n+1 / Â-=n-+-l

-h ^, 6,7^7 ddij-^-CiCjd^— ^, [a,A<tOyA—^•(OA:)-^ayA-(^^—c^Â-)][=o
i] A-= l ;

(9«=i, 0/y =-2 si i ^J ) .

On voit tout de suite que le coefficient X est nul; on a ensuite,
en annulant le coefficient de co/y—^i^ji

K == n -+-1

—\iCj—î ^ ^•»yA=0,

Â^=l

ou, en remplaçant cy par sa valeur en fonction des a^ et des ^,
A==n-H

^ a^.(2X/A—^^i^)=0,

d^où

^ik— -^(Ç^== 0;

comme d'autre part on a À^ = ̂ , on voit qu'on peut poser

^7= ^S<^ ^I== 2(Ap^,

et l'on peut supposer ;JL=== i . Ces résultats montrent déjà qu'il y a
entre les équations (5^), (7) et (8) une relation identique indé-
pendante au plus. En donnant aux coefficients \, ^7, les valeurs
qui viennent d'être trouvées, la relation à vérifier se réduit à

i'==n-H

2p ̂  Si^+(ciÇi-^-...+c^i^-n)2rfp4-Çîûfaii4-2SiS2^i2+...=o
t=t
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ou

i == n -+• 1 A ==/!+-1

—2pVc/^ /+û?p4-û?H(0—2V û?ç/ V a,/,^.==o;
<•==! Ar=l

sous cette forme la vérification est immédiate.

On pourrait vérifier de même que les n^1 { n ' ~ + ~ ^ ) 4- i relations
/^\ //"\ /o\ ^J • ' (/l-l-I ) (/1-+-4 )(D), (6) et (8) se réduisent a ———'————•

10. Cela posé nous avons introduit (n-{- i ) (/i+a) expressions

de Pfaff co^ iû,j et les '-—-L-——- différentielles dc^ da^ (pli se

réduisent par hypothèse à /• indépendantes; nous avons donc en
somme (n-}- i ) (^1+2) + /• expressions de Pfaff liées par les

relations (3), (7) et (8), qui sont au nombre de - n — ; il
en reste donc

/ ^ ^ (n-4-1') (n-l-4) n(n-+-î)(/ i-+-i)(/ i4-2)+7'— -—————-———— == —————- 4-r

indépendantes, ce qui est bien le nombre des paramètres dont
dépend le système de référence mobile.

On peut encore dire que les {n-\- i ) ( / i+a) expressions de
Pfaff (o^, (o,y, qui sont des combinaisons linéaires des paramètres
dont dépend le système de référence mobile, sont liées identi-
quement par les relations obtenues en éliminant entre (5), (7) et
(8) les différentielles des r paramètres dont dépendent les formes
K et H ; les relations ainsi obtenues étant au nombre de

————r-——- — r, le nombre des expressions (o,, co/y indépen-

dantes est
, ,, . r ( / i+ i ) (7î-T-4) 1 n(n-^-ï}(n 4- i) (n + i) - -———-^————- - rj == ——^——i -+- r.

Supposons par exemple que la forme H soit

H = ana-î-h.. .4- a/t-n^-na'S.n,

et que les coefficients a^ c, soient des paramètres arbitraires
[/•== 2 (n+ i)]. Les relations identiques qui existent entre les
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expressions a), et (o^ sont d^bord la relation (5),

(5) Cl tril -+- Ci 0)2 -+•...-+- C^-(-i t0,̂ i == 0,

ensuite les —(i——!- — i relations obtenues en éliminant û?p entre
, n(n-{-i) , .les ————- relations

•2

aii( ̂ ji— C j ^ i ) -+- a j j ( Wij — c,(oy) — dCj dp = o.

Supposons en second lieu que H ait la même forme, mais que
les 2(/i+ i ) coefficients c,, du soient assujettis à la seule condi-
tion que le rayon de Phypersphère (5) ait une valeur constante
donnée. Les relations qui lient identiquement (o; et co/y sont

Cl (DI -+- Ci 0)2 -+- . . . -h Cn+l t*>/»-l-l = O?

Clfi(Wji— C/h);) -+- a j j (t*)/y— ^•0)^)=== 0;

i l • i l 7 1 ^ " ^ " ' 1 )elles sont maintenant au nombre de ————— -4- i •

Dans la suite, on ne considérera du reste que des systèmes de
référence pour lesquels (S) est de rayon constant.

11. Espace non-euclidien. — Nous adopterons le point de
vue de Cayley qui surbordonne la géométrie non-euclidienne à
la géométrie projective. Considérons dans Pespace projeclif à
n dimensions une quadrique (quadrique absolue) d^équation

Q=o,

où Q est une forme quadratique à n 4- i variables réductible à une
somme de n-{- i carrés indépendants tous positifs (géométrie ellip-
tique)^ ou n positifs et un négatif (géométrie hyperbolique). Dans
le cas de Pespace hyperbolique, les points de Pespace non-eucli-
dien sont les points de Pespace pro]ectif intérieurs à la quadrique
absolue, c^est-à-dire qui rendent la forme û négative : les points
de Pespace projectif extérieurs à la quadrique absolue sont des
points idéaux de Pespace non-euclidien.

Étant donnés deux points M, M', désignons par le symbole
M [ M' la forme polaire de Q correspondant aux coordonnées de ces
deux points. La distance à de ces deux points est définie, dans
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l'espace elliptique, par la formule

/. ^ M I I V Fcos(ô y/G) ==\^fJ3 \fJ Y ^/ 1 ——— " - " • •

y/M j M . M ' l M'

dans l'espace hyperbolique par la formule

. / . /—^ 1 M 1 M/ jch(o y/— C) ==
V / M | M . i \ r | M '

La constante G s^ppelle la courbure de l'espace considéré,
positive pour Pespace elliptique, négative pour l'espace hyperbo-
lique.

Un point réel M sera dit un point-unité si Pon a

M|M=^

si Pon considère un point-unité mobile, le carrée2 de la longueur
de Pélément d^arc décrit par ce point est donné par la formule

ds^dW.\dm.

On appelle distance réduite l de deux points M, M7 dont là-dis-
tance (non-euclidienne) est S, la longueur donnée par la formule

^ tan^($yç) ^ ^ th(o^-ç)

V/C ^/'^'G

Etant donné un point-unité A, associons à ce point n points
\ ^ . . . ,A ,^ formunt avec A un (/i-4-i )-èdre conjugué par rai)-
port à la quadrique absolue et tels que A/ |A^== i ; la forme qua-
dratique absolue, avec ce système de référence que nous appelle-
rons système de référence normale sera de la forme

û==Xf-^-Xj-+-...-^X,2-+- ̂
\J

On vérifie facilement que X^-4- . . . +X,2 est égal au carré
de la distance réduite au point A d^un point M pour lequel la
coordonnée X serait égale à i. Nous donnerons à cette coordon-
née X le nom de masse relative du point M par rapport au point-
unité A; on a

X = C . A | M .



- 143 —

L'équation de rhyperspkère (^) lieu des points dont la distance
réduite au point A est égale à R est diaprés cela

X? 4- X| -h.. .-+- X/2 — R2Xî = o;

le premier membre de cette équation s'appelle la puissance du
point M par rapport à (S) ; elle est égale, si la masse de M est égale
a i , à l2—R2, où / désigne la distance réduite MA et R le rayon
réduit de (S) ; si la masse de M n'est pas égale à i , la puissance est
le produit de ( l2 — R2 ) par le carré de la masse; enfin si le point M
a une masse nulle, c'est-à-dire est dans Phyperplan conjugué
de M par rapport à la quadrique absolue, la puissance est égale à
lVt |M.

Remarquons enfin que la masse relative de M -{-W est égale à la
somme des masses relatives de M et de M'. La masse relative de A
par rapport à A est évidemment l'unité.

12. Prenons dans un espace non-euclidien de courbure C un
système de référence formé de n +1 points A ^ . A a , . . . , ^n^-\
assujettis à la condition de ne pas être dans un même hyperplan
à n dimensions. Avec ce système de référence, la forme Û devient
une certaine forme quadratique

i,...,/i-+-i

il == ^, y . i j X i X j ^ aiia?5-+- i^x^x^-^-. ..

réductible à une somme de // 4- l carrés indépendants positifs si G
est positif, à une somme de n carrés positifs et i carré négatif indé-
pendants si C est négatif. Réciproquement, si l'on se donne arbi-
trairement une forme quadratique û satisfaisant aux conditions
précédentes, elle définit une infinité de systèmes de référence
dépendant de —————paramètres arbitraires ; il suffit en ellet de
mettre, ce qui est toujours possible, la forme Q sous la forme

o=Xt+...+X^^,

et de regarder les quantités Xi , .... X,^, X comme les coordonnées
fixes du point M dont les'coordonnées relatives sont x\^ .... Xn+\ -
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Cela posé, partons d'une forme û dépendant de /• paramètres
arbitraires; elle définit une infinité de systèmes de référence

dépendant de ——^——+ /- paramètres arbitraires, et pour tout

accroissement infiniment petit de ces paramètres on aura

(9)
t û?A, ==a)n Ai+...4-œi,,^i A^-n,
, ......................................

( û?A,,-n= (O,,^.,^AI-+-. . .-+- t0,,-n ,„.+.! A,t4-i,

avec (n+ i )2 coefficients o^y, qui sont des combinaisons linéaires
des différentielles des paramètres. Mais, d'autre part, si l'on exprime
que pour un point fixe M, la forme Q reste constante, on arrive
aux relations

Â=7l-+-l

(10) dy.ij= ^ (a^œ/^-t-a^a)^) (i, j = i, .. ;, n -r- i).
A=i

Ces relations sont au nombre de ̂ -^J^^ ̂  g; ̂ on élimine

entre ces relations les différentielles des r paramètres qui entrent
dans û, il reste, parmi les expressions de Pfaff(o,y,

(n +1).- r̂ TL-tllI'L î} .. /| ̂  ̂ L±^..
L 2 J 2 •

indépendantes.

13. Prenons en particulier, pour définir le système de référence,
un point-unité A et n autres points situés dans Fhyperplan conju-
gué de A par rapport à la quadrique absolue. On aura ici

1....,/!
xï

H(.Ti, ..., Xn)-^. ̂  == V C L i j X i X j - ^ ̂ .

Les formules (9) seront remplacées par les suivantes :

/ ( /A = ̂ ooA+tuoiAi-h...-}-(oo,, A^,

(q') ^ ^1 =<o loA-t-tOnAl+...+^Ul„ A»,

û?A,t= (X),^A+ iu,,iAi-h.. .4- co,^A,,;
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et les formules (10) par

/ tuoo--= o»
l Â=n

^ to/o -+- C ̂  a^cûo/.^ o,
' (10 ' ) ' ^

/.=7l

<^/= V (dihWjk-h Clji^)ik) (i, / == I, . . ., /l).{Clilc^jk-^ Clji^)i,

Â-=l

Nous écrirons dans la suite (JL>/ à la place de OL)(^.
Comme cas plus particulier, si l'on prend

II r= x\ -+-.. .4- .r2^

les formules (10') deviennent

J tUio -+- C CU/ = 0,

«)//+ t0y/ = 0.
(lO77)

On peut reniArquer que la forme définie H représente le carré
de la distance réduite MA, si M est supposé de masse relative i
par rapport à A.

11. Revenons maintenantà un système de référence quelconque
défini par/î + i points A^, As, .... A,,_^, mais auxquels on adjoint
une hypersplière (S) ayant pour centre un point-unité A et poui
rayon réduit une longueur R réelle ou purement imaginaire diffé-
rente de zéro. A un tel système de référence on peut associer :

i" Jji forme linéaire K. qui Indique la masse relative d^un point
quelconque M par rapport au point A ^

2° La forme quadratique H, réductible à n-\- i carrés positifs
ou à n carrés positifs et i négatif, qui représente la puissance par
rapport a (S) d'un point quelconque M.

Le système d'équation H= K== o n'admet évidemment d'autre
solution que x\ =^ . . . =Xn+ \ ==o.

Il résulte de ce qui a été dit précédemment que l'on a l 'identité

Q=H+(^4-^)1^ ,

et que d'autre part le discriminant de ï^4-R.2K.2 est nul.
Réciproquement, partons d'une forme linéaire K et d'une tonne

XLVIl . 10
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quadratique H de discriminant non nul et réductible à une somme
de TÎ+ i carrés positifs ou de n carrés positifs et i carré négat i f ;
supposons en outre que ces deux formes ne puissent s'annuler
simultanément que pour x^ == ... ==Xn^.^ == o. Elles caractérisent
alors une infinité de systèmes de référence de la nature de ceux
dont il est question plus haut.

Soit
K(x) == CI.TI-+- C2^2+. . .-1- Cn^îS-n+i,

H(;r) == aiia"j-i-•2CTi2;yia"2+-« •
Les équations

^11 Çl-»-«12 $2 +...-+- «1,71+1 ^+l-4-pCl =0,

«/z-t-i,! ci -+- «/i-M^a --T- ...-(- a^-)-i^,+i $/t-n -+- pc^-i-i == o,
Ci Sl-+-C;) ^2-4-. . •-+- C/Z4-1 Ç / » + l — — 1 =0 ,

définissent sans ambiguïté un pointA (!;,, ..., ^^4.1 ) et an nombre p.
On peut alors poser

H(.r) -h pK2(.r) = Xî -h- Xj+. . .-hX?,,
i2^) = Xî -4- X^ -r- . . . + X/2 -+- - K2.

0

La dernière formule définit un système de référence dépendant
de ÎJ—t-——- paramètres arbitraires (n° 12); la forme K représente
la masse relative d 'un point quelconque par rapport au point
(^X< == ... = X,/ ==o, K== 1 ), c'est-à-dire par rapport au point-unité
A ( C i , ..., ^n _ ( _ < ) , et enfin la forme H représente la puissance d\in
point quelconque par rapport à Phypersphère de centre A et de
rayon réduit \/p.

Si les coefficients des deux formes K et H dépendent de/1 para-
mètres arbitraires, le système de référence quelles caractérisent
, , , i n ( n *4-1 ) , , . .dépend de ————— + r paramètres arbitraires.

\ï). Posons, avec les hypothèses précédentes,
d^i == ton Ai-h.. .-4- Wi,n+i A,/-(-I,

( i l ) • ,. . .
d\n+i = (^-1-1,1 AI -h. . .-4- 0),t4-1^-1-1 A,t-i-i,

û^A == tt»i Ai-t-...-+-co,,-(-i A^+i.

ISous allons établir les relations qui lient identiquement les
( / i 4- i ) (/i + 2 ) expressions de Pfafi oi)/, a)/y.



- 147 —

En premier lieu, la formule

.MA.g
donne par différentiation

G ^A \ A = o,

ce qui signifie que la misse relative de r fA p i r rapport à A est
nulle; on a donc

(12) C](0i-4- C2C02-+-. . .4- C^i^n+i== o.

Si, en second lieu, nous calculons la différentielle de

A == ^Ai4-i;2A2-^.. .4-^+iA,,4-i,
nous obtenons

^• =n-h l

( 1 3 ) (^•==M/— V S/cCO/,/ (^ = 1 , -2, . . ., n -+- [}.

À-==l

En troisième lieu, la formule

c / = = C A / | A ,

qui exprime que la masse relative de A / par rapport à A est G/,
donne, par differenfciation,

dc{= C^A , |A -hCA, | ^A ,

le premier terme du second membre est la masse relative de rfA/;
quant au produit géométrique A, |<^A, c'est la forme polaire de
û relative à A^ et à û?A, ou, comme la masse de dA est nulle, c'est
la forme polaire de H; on a donc

A-=re-+-l h~.n^i.

04) dCi= ^ Ck (*)/^-4-C ^, âif^ù/c.

Â--^l Â - = l

En dernier lieu, si l'on calcule la différentielle de la forme H
pour un point fixe M, en partant de la formule

H = Q - ( p + ç ) K ^

on trouve

dlî == — K2 rfp -- a (o -i- - \ K dK ;
\ C/

or
K = C M | A et ^ K = C M | < ^ A ;
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donc
^ H = — K 2 6 / p — 2 ( t 4 - C p ) K . M | ^ A .

On en déduit sans difficulté
À = « -n

(l5) ddij^ ^, (CT//,(*)y/,-h ajk^ik)

Â-=l

^ A- == /I -H ^ =: n -t- 1 \

— ( i - 4 - C ? ) ( c i ^ aji,wj,-}-Cj ^ a//,(*)/, l — C i C j d ^ .
\ Â—i Â= I /

On remarquera que les formules (5), (6), (7) et (8) se dédui-
sent des formules (12), (î3), (i4) et (i5) en faisant C=o.

16. On démontre facilement, comme au n° 9, que les relations
(î3) sont des conséquences des relations (12), ( i4) et (i5) et que
les relations ( i4) sont des conséquences des relations (12) , ( î3)
et ( i5).

Quant aux relations (12), ( i ^ ) et|(i5), qui sont au nombre de
"—ï-)•—n——' -j- i , elles ne sont pas indépendantes, mais se rédui-

sent à ——l—-——^ - 11 en est de même des relations (12), ( î 3 ) et
(i .V). On en tire les mêmes conséquences qu'au n° 10 relativement
aux relations identiques entre les co/ et les (o,y.

Si, par exemple, les coefficients Ci et ûr (y sont assujettis aux con-
ditions que les rectangles de la forme H soient tous nuls et que la
valeur de p soit constante, les relations qui lient identiquement
les expressions de PfafKo, et co/y sont

aa^ji-}- a j j ^ i j — (i -t- Cp) (c/ay/ojy-h- c j a i i ^ i ) == o

(^y; ^ y ' = = 1 » 2» • • • > ^+i) .

CHAPITRE II.
LES FORMES BILINÉAIRES ALTERNÉES ET LES FORMES QUADRATIQUES

EXTÉRIEUREMENT ORTHOGONALES.

17. Etant donnée une forme bilinéaire/(^,y) à deux séries de
variables .Ti,..., X,^ y^ • • • •>y / / :

i=:n j==n
^/(^ y) ==^ ̂  cn^iyj.

/=1 7=1
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celle forme est dite alternée si Pou a entre les coefficients les
relations

a/y-+- aji-= o (i, j = 1 , 2 , . . . , n).

Une forme bilinéaire alternée j o u i t de la propriété fondamentale
que, si l'on effectue sur les deux séries de variables deux substitu-
tions linéaires cog'rédientes (c'est-à-dire avec les mêmes coeffi-
cients), la nouvelle forme bilinéaire obtenue est encore alternée.
Cette propriété rapproche les formes alternées des formes symétri-
ques pour lesquelles on a

Ctij—— flji= 0.

Cette analogie entre les deux types de formes peut être poussée
plus loin.

Une forme bilinéaire symétrique f(x,y) est complètement
déterminée parla forme quadratique f ( x , x ) obtenue en identi-
fiant les variables des deux séries ; on a

i à f ( T , . r } ï à f ( x , x } i à f ( y , x }
/(^y)^;^-2^^;^-^^--^,^-^^

Pour obtenir la transformée de f ( x ^ y ) par deux substi tutions
linéaires cogrédientes effectuées sur les deux séries de variables, il
suffi t de chercher la transformée de la forme quadratique associée
/( x, x) par une substitution linéaire effectuée sur les seules varia-
bles x.

On peut de même associer a une forme bilinéaire alternée une
forme à une seule série de variables ; c'est encore une forme du
second degré/mais où les lois de la multiplication en ce qui con-
cerne les variables x w. sont plus les lois de la multiplication
algébrique ordinaire, mais les lois de la multiplication extérieure
de Grassmann. Si Pon écrit

[ X i X j }

à la place de
^ i y j — ^ j y ^

les crochets indiquant qu'il s'agit d'un produit extérieur, on a

[ X i X i } = 0, [ X i X j \ =— [ X j X i } ,

et la forme quadratique alternée associée à la forme bilinéaire
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f(x^y) est
[^(x)}=^aij[xiXj},

(/y

on la somme du second nombre est étendue à toutes les combi-
naisons des n indices deux à deux.

On posera par définition

^l^V1...^j _v
àxi ^à
-^-=^a^.

j--\

Le produit extérieur de deux formes linéaires

X == Oi^i 4-. . .+ CInXn,

X' == a\ a" i -(-... -r- a',t .r,,,

s'obtient en effectuant le produit suivant les règles ordinaires de
l'algèbre, mais en ayant soin, dans chaque produit partiel, de ne
pas intervertir l'ordre des facteurs, ou, si l'on intervertit cet ordre,
de changer le signe de ce produit partiel ; autrement dit, on a

/ == n y = n

[XX'] =^ ̂  0,0',\XiX,\ =^ (a,a,- a,a,) [x,x^
/==! /=1 ( i f )

la dernière somnie étant étendue aux —-———- combinaisons des n'i
indices deux a deux. En somme, la forme quadratique alternée
[X^] est associée à la forme bliinéaire alternée

x^x^-.xcDror^ xw xcr)
\ ) \^ ) \ ^ ) \ I ^^ ^^

On a la relation
^[XX^j ^ ôX ̂  àX'

àxi àxi ' UXi '

Etant donnée une forme bilinéaire alternée/(.r,y), sillon veut
clierclier sa transfonnéc par deux substitutions linéaires cogré-
dientes effectuées sur les deux séries de variables cT, r', il suffit de
clierclier la transformée de la forme associée [F {x)] quand on
fînectue sur les seules variables x la substitution considérée. Si,
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par exemple, cette substitution est définie par les formules

?=^^-A (l== l, 2, . . . , 7l),

on a

fF (^ ) J=^ ^ ^a^Wy4XA1
( </ ) Âr = 1 A = 1

=^. ^, aijC^i/c^j/t—^i/t^jk) [X/.X/J,a i j { ^ i k

{ k h } { i j \

et les coefficients A^ de Li forme transformée sont

A-A/i == ̂  ̂ zy ( ̂ ik^jh — ̂ ih ̂ jk)-

De même qu^une forme quadratique ordinaire peut se ramener
u une forme normale simple, à savoir une somme de carrés, une
forme quadratique alternée peut toujours se réduire à la forme
simple

[F(.C)J == [;Ci^2]+[^3^4]+...+fa72/»-ia'2p].

Signalons enfin le théorème suivant, dont il sera fait un fréquent
usage :

Si l'on a la relalioa

[XiYJ -+- [ X ^ Y a ] +...+ [X/,Y//J = o,

où les X et les Y sont des formes linéaires à n variables
x^ ..., x/n et si les h formes^, sont indépendantes^ les/ormes Y
peuvent s'exprimer par des combinaisons linéaires des formes
X, et les coefficients des formules qui donnent les Y en fonc-
tions des X forment un Tableau carré symétrique.

Choisissons en effet n-—h formes quelconques X^i, ...,X^
indépendantes de X< , ...,X^ et indépendantes entre elles. Il est
évident que toute forme linéaire pourra s^exprimer linéairement
au moyen de X^ , .... X,, ; soit alors

YI = an XiH-,..-+- aut^h-^- <II,A-H X^-n-h. .. H- a^n X,,,

Y/, = a/ti Xi -(-. .. -4- a/i/t \/t -r- (ÏA,A-H X/,-i-i 4-. -l- a/in X,, ;
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en portant dans Pidentité, supposée vraie par hypothèse, on obtient

/ , / = = l , . . . , A i==A a=/i

^ (rt,,-a,,)[X..X/]+^ ^ a,,,[X,Xa] = o.
( if'} i = l a = A -+- i

La forme du premier membre étant identiquement nulle, les
coefficients de [X^ Xy] et [X/ Xa] sont nuls, ce qui démontre le
théorème.

Remarquons que les coefficients de la forme quadratique en
Xn...,X,

4>==XiYi4 -X2Y2+. . .+X/ ,Y / ,

sont précisément ceux qui entrent dans les expressions des Y en
fonctions linéaires des X ^ autrement dily on a

i à^P^i-ix; (^r,.,..,A).

18. Formes quadratiques extérieurement orthogonales. —
Etant données r formes quadratiques <I>^ <î>a, . . . , <î>^ à n variables
.TI, x^^ ..., .r^, ces formes seront dites extérieurement orthogo-

nales si l'on a les —n——- relations
•2

r^i ^i1 r^a ^21 [à^r ^/•1 . .
[^7 ̂ J + [^ ^J 4-"4- [^ ^J =0 ^^ = = 1 ? 0? • • " n)-

où les produits entre crochets sont des produits extérieurs.
La propriété des /' formes quadratiques <Ï>^ d^étre extérieurement

orthogonales subsiste si Fon effectue sur les variables r^-unesubs'
titution linéaire quelconque. Soit en effet

Xi == a/i Xi -4- ...-(- a//t X,i ( i == i, 2, . .., n ),

une substitution linéaire effectuée sur les variables x. On a

fe^n
(M*a 1̂ à^y,
-TT— == /r ût/./ --— ?^X, ^d àxk

h=t

A==n
^a V àtpy,
5x7-2^^^'

Â=I
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et par suite

a==r k-==n h=n a==/-
y r<)1>a M'ai V V « , V P4'01 ^«t oZ [5x7 5x7 J ̂  2j «^v-JL | ̂  ̂ J = °-

a=i Â--=i A==i a==i

L'a propriété subsiste encore quand on remplace les formes qua-
dratiques 0 par d^autres formes quadratiques W se déduisant des
premières par une substitution orthogonale. Soit en effet

iFa= Pai4>i+ 3a2^2-^-. . .+ par^r;
on a

f^a àW^ ^ ^ p<Ï>X ^pJ
[~à^^\=2^ Z^P^'L^^J)>-:1 p.=l

et par suite

V P^a (Wal V vY V'« o \ | <»<'). àf>^ ^p^ tî -| _2d [̂ 7 ^7j "2; 2- \ Z130'^^ ; [^ •à^\ =Z [̂  ̂ 7] ~a == l ' )v == l (JL = i \ a = l / A = l

// n'est pas supposé, dans ce qui précède y que les r formes 0
soient linéairement indépendantes.

19. Etant données r formes extérieurement orthogonales, mettons
en évidence dans ces formes les termes qui contiennent la variable
j"i ; on peut écrire

<î>a== aa^?4-2a-iHa4-î»a (a = î , 2 , ...,/1),

où les Ha sont des formes linéaires et les <t>a des formes quadrati-
ques en ^2? " " ) ^ n '

Si Pon exprime les conditions d^orthogonalité extérieure, on
obtient en particulier

V F/ u ^ ^iïa î àï^\~}^[(a^4-H,)^.^^^)J=o,
a ==l

d'où
a==r _ y.=r

1 ̂  ^a V M ÔH^~~ 7 aa'-^— — 7 "a"— = °i
2 ^-J ^/ •̂J ÔXia=i a=i

ï[-.t]-a==i
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Les premières relations expriment Pidentité
a==/- a==r

,̂;i>a=^Hâ
a=l a=i

O ï l

^•'^fê)'-
11 résulte de là que si les formes <Ï>i , ... ^r sont extérieure-

ment orthogonales^ la forme

t^^^^^^l^y
\àxJ \^i/ \^i/

est une combinaison linéaire de ^^, . . . <I>r. Plus généralement, il
en sera de même de la forme (1)

a==/' ( .= n
^ y/^ay.
^ jLà\àxi)

d^Or le nombre de celles des r ^ formes linéaires —x qui sont
linéairement indépendantes, indique évidemment le nombre mini-
mum de variables en fonction desquelles on peut exprimer les
formes données. On a donc le théorème suivant :

Etant données r formes quadratiques à n variables exté-
rieurement orthogonales ne pouvant pas s'exprimer en fonc-
tion de moins de n variables^ il existe une combinaison linéaire
de ces formes qui est définie positive.

20. Nous allons maintenant démontrer le théorème suivant :

Etant données r formes extérieurement orthogonales <î>^ ... <Ï>/
à n variables^ ne pouvant pas s'exprimer en fonction de moins
de r variables^ elles sont linéairement indépendantes et elles
peuvent se déduire par une substitution orthogonale de r formes
carrés parfaits de r formes linéaires indépendantes,

(1) II en sera de même également des formes
<N*i cM*i (M*, <N», . . . ,
— - — — + . . . + — - — — f i { j = i, 2, • • • » ^)-ux, àx. ôx^ àx. \j i ^ f '
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Le théorème est vrai pour r== i , car si 0, dépend effective-
ment de x^ les relations

p4>i ^n __
[ (te-i ÔXi \ ~ °

montrent que toutes les dérivées partielles de la forme ^^ dépen-

^ent ^e 'aie1' et P311 smte (I)< est un carré pa11^111- O1! peut encore

dire que la forme ( — — } " doit être de la forme a <Ï>i (n° 19), ce qui
démontre le théorème.

Supposons donc le théorème vrai pour i , 2, ... , r— i. D'après
le n" 19, si les formes ^ i , . . . , 0, ne peuvent pas s'exprimer en
fonction de moins de n^r variables, l'une des combinaisons
linéaires de ces formes est définie positive; si l'on prend alors
une autre combinaison linéaire, on aura deux formes qui, comme
on sait, peuvent être simultanément décomposées en carrés; on
peut supposer que ces carrés sont

y2 T2 r 2' l i ~ 2 » • • • • '~ n •

D'après cela il est évident que les /• dérivées partielles

ô^i (M>3 (N»,.
d^i à.Vi ? àcri

ne sont pas indépendantes; supposons que le nombre de celles
d'entre elles qui sont indépendantes soit q << r. On peut alors, par
une substitution orthogonale, supposer

à^^+i _ _ à^ _
àx^ ' ' ' àx\ '

on peut aussi supposer, par un changement de variables effectué
sur A'2, .... x,^ que les autres dérivées -—t ne dépendent que de
x^ ^2, .... Xq. Les relations

r^î>i ^i1 r^î>, à^.~\ \à^a à^.~\
L^^J-+-L^^7J+"•+[^l'^J==o ^=^..^)

montrent alors (n0 17) que toutes les dérivées partielles à^- , ....
0 x.

à^
-^L ne dépendent que de x^ ..., Xq\ autrement dit, les q premières
formes^,, .... ̂ y ne dépendent que dex^ ...,.ry, les r — q der-
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mères pouvant dépendre de x^ ...,.r,/, (et Pon peut même, sans
compliquer la démonstration, supposer qu'elles dépendent aussi
de Xt).

Cela posé, il existe une combinaison linéaire

^1^1+. . .4-Xy<î\74-Xy-n<I\y+i4-.. .-4- \r^r.

réductible à une somme de n carrés positifs indépendants; si l'on
considère la forme

X,7-n<Ï\7-n-h. . .-h Xr^r,

elle est nécessairement réductible à une somme de carrés de

n — q ' l n—q,

fermes linéaires indépendantes et, de ces n—q' formes linéaires,
n — q doivent être indépendantes par rapport à Xq^.^ .... Xn'j on
peut les prendre comme nouvelles variables .2^4.1, ...,.r^. En ne
considérant alors dans ^y+n ..., ̂ r que les termes du second degré
en ^y_(_( , ..., .z'//, nous voyons que nous sommes dans les conditions
d'application du théorème, car si Wy_^. i , ..., ̂  sont les formes
réduites ainsi obtenues, elles sont évidemment extérieurement
orthogonales et elles ne peuvent pas s'exprimer avec moins de
il—q^r— (f variables. On peut donc par une substitution orthô-
i;onale ramener ces formes à

n" _ /y.2
^q+i — ^y-Hi

• • • • • • • • • • • • »

nr — y2* /• — w r i

ce qui montre déjà que n == r.
Soit alors

^-+-1= ^'5+1-4- 2a"y-+-i Hy-n,y-n-r-. . .-4- 9..r,,H^+i,/.4- 4>y-+-i,
. . . . . . . , . .». . . . . . . , . . . . . . . . , , , . , . . . . . , , . . ,^.^. , , , , ,^

«Ï\. = Xj. + •2^-n H,.,y-n + . . . 4- •2.T,. H,.,,, 4- Ï/.,

où les Hap sont des formes linéaires et les <î>a des formes quadra-
tiques en x^ ..., Xq. Les relations

y r ̂  ^« 1 ^ r^/^i < îi _^ \j^_ ^r 1
^ L c^ / o'.r̂ ^ J [ ox^i ôx^j \ • • •d- [ ̂ ^^.^ ̂ .̂ J

a=/-

= r.r<7+/Hy+-/^-(-y] — [xq-^j My4.y^^/] -h ^ [Ha.y-K Ha,y4-y] == o
a==<7-+-i
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donnent en particulier

Hy-n,7+y=o ( i ^ j ) -

On peiit ensuite, en remplaçant Xq^.i -4- Hy_p^.^ par .x^/, sup-
poser

H<7-i-^<7+/ = 0.
Enfin les relations

yr^^i=r^^l=o (j =,,.,...,,)
^[^.r^./^yj L ^c/ J

montrent que les formes ^y+n • • ", ^y sont identiquement nulles.
Les formes $y^_ < , * . . , ^r se réduisant toutes à des carrés par-

faits, les formes < î > i , . . . . <î>y à y variables sont extérieurement
orthogonales ; et, comme on a^ <^ r, on peut appliquer le théorème
à démontrer : on peut donc supposer, au moyen au besoin d'un^
substitution orthogonale, qu^on a

^a= ^ï. (a = i, 2, ..., /').

Le théorème est ainsi complètement démontré.

21. Il est théoriquement possible, en employant le procédé sug-
géré au n° 19, de déterminer de proche en proche tous les sys-
tèmes de formes quadratiques extérieurement orthogonales à n
variables. On sera aidé dans cette détermination par le théorème
du numéro précédent et par la remarque suivante :

Étant données r formes extérieurement orthogonales^ si un
certain nombre d) entre elles sont des carrés parfaits^ fes autres
sont encore extérieurement orthogonales; il suffit, en effet,
d^observer que, pour une forme <î»a carré parfait, on a

r^a <^a1 ,. . ,hïr^J-0 (^-i^--^-
Nous sommes maintenant facilement en mesure de démontrer

que, si n ^3, on peut toujours, par une substitution orthogo-
nale ^ supposer que les formes < î» i , ...^r sont des carres par-
faits.

Remarquons d^abord qu^on peut toujours se ramener au cas de
formes linéairement indépendantes^ car si sur les r formes
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<I>i , .... (]>,. il y en a o seulement indépendantes, il est possible de
trouver une substitution orthogonale telle que les /• — p dernières
formes soient identiquement nulles ; les p premières sont alors
extérieurement orthogonales.

Cela posé, si n == i , le théorème est évident; si n == a, et que
les formes ne puissent pas s'exprimer au moyen d'une seule
variable, le théorème dun° 20 prouve que le théorème à démontrer
est vrai pour r == 2 ; reste donc le cas r== 3, car il ne peut y avoir au
plus que trois formes quadratiques linéairement indépendantes à
deux variables; or, s i / ' == 3, toute forme quadratique à deux varia-
bles est une combinaison linéaire de <]>i, 0^, $3; on peut donc en
trouver une infinité qui sont des carrés parfaits, ce qui revient a
supposer, par une substitution orthogonale, que ̂  est carré parfait :
on est alors ramené au cas r = 2.

Passons maintenant au cas ou les formes <Ï>i, .... ,̂. ne peuvent
pas s'exprimer en fonction de moins de trois variables. Le théo-
rème n'est à démontrer, en vertu du n° 20, que pour r^> 3. Si
d'abord il y a 4 formes quadratriques linéairement indépendantes,
les coefficients a'ij de ces formes sont assujetties à satisfaire à deux
relations linéaires

S A/y dij ===o, 2 B/y a.ij = o,

ou A// et B/, sont des constantes numériques. Une combinaison
linéaire de ^i, ..., ^4 sera un carré parfait :

Xi^i-h. . .-+- ^4«Ï»4== (OI^I-P ûf2^'2-+- Ci^X^V ,

si les coefficients ai satisfont aux deux relations
S A i j ai cLj =0, SB i j ai aj = o ;

ces deux relations peuvent être regardées comme les équations de
deux coniques ; si ces coniques ont au moins un point réel commun,
on peut supposer que ^>i est un carré parfait, et l'on sera ramené
au cas / '==3 ; si elles n'ont aucun pointréel commun, on peut sup-
poser, par un changement de variables, que ces relations se rédui-
sent à

<^-haj==o, aj-+-aj==o;

les relations entre les coefficients aij des formes 4>a seraient
donc

du -4- 033 === 0, û?22 -+- ^33 ;
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mais alors aucune combinaison linéaire des 0 ne serait une
forme définie positive^ ce qui est en opposition avec les résultats
du n° 19.

Si, maintenant, 7'== 5, les coefficients a/y des formes ^a sont
liés par une seule relation

S A/y a-ij == o.
Si l'équation

2A/ya/Œy== o

admet des solutions réelles, cela revient à supposer que<I^, par
exemple, est un carré parfait, et l'on est ramené au cas /' == 4 i dans
le cas contraire, cette équation est réductible à la forme

a\ -+- <7| 4- aj == o,

ce qui revient à dire qu'on a entre les coefficients a/y des formes
données la relation

a^ 4- <Ï22 ~+~ a33 == °î

mais alors aucune des combinaisons linéaires de ^i, ..., <E»s ne
peut être une forme définie.

Enfin, si /• === 6, il est évident que Fou peut trouver une infinité
de combinaisons linéaires de <Ï^, . . . , 0e q111 sont des carrés
parfaits, et l'on peut ainsi se ramener au cas r === 5.

Le théorème est donc complètement démontré pour n == 3.
Le théorème n'est plus vrai pour n ̂ > 3.

22. On peut enfin se proposer le problème suivant :

Etant donné un réseau linéaire X< ^>< 4- ... 4-/,•<!>,. de formes
quadratiques, trouver r formes indépendantes de ce réseau qui
soient extérieurement orthogonales.

On sait déjà que le problème n'est possible que si, les formes
^i,.... ^r ne pouvant pas s'exprimer en fonction de moins de r
variables, le réseau contient au moins une forme quadratique
définie positive. Mais la condition n'est évidemment pas suffisante.

Supposons qu'il existe r formes du réseau

Wi =:aij«ï>i4-,..+rti,.<î>,.,
....... .................
ir,.== a,,i4*i4-.. .-t-rt,.,,^,.,.
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qui soient extérieurement orthogonales. On aura les relations

<X==r
V / à<Pi à<p,.\ / à^i d^r\
/ i 1 a^ ":— 4-. . . 4- a^r -,— ) ( «ai ->— 4- ... 4- ciy,,' —— ]Ad \ à^t àwi / \ à(ùj o>(j0y I

a=i
À = r ( J L = = r / a = = / - \v v / v \ r^A ̂ "i=2 ï[^a^)[^-^\
X=i {JL=I \ a=i /
X = r p. = rY Y A r^ ̂ i / •^^ 2AX4^^7J=0 (^^= l '2-••^)

avec

A>{j.==Vûta).aap..
a== l

Convenons de dire que r formes quadratiques <t>i, ..., ̂ >,. 50/1^
extérieurement conjuguées par rapporta /a forme quadratique

i, . . . , /•
MO^^ ̂  A^M.)^^

X,(i

<?/2 u^ ..., îz^si l'on a les relations

v VA. r^ ̂ iZrf ^"^L^' ̂ jJ^=1 (i==i
rà^i à^~] \r^, ̂ i r^î ^'1 ?

-A4^^J+ 1 2 i [^^J+ [^o7^J(+•••= o•
Avec celte convention de langage, nous voyons que les r formes
données <I>i , . . . , <I>,.sont extérieurement conjuguées par rapport à
la forme quadratique

H(u) == (an Ui 4-. . .-1- Oi,.^.)2-!-. . .4-(a,.iMi4- . . . -r- O r r U , ' ) ' 2 .

La solution du problème proposé se déduit des considérations
précédentes : on cherchera toutes les formes quadratiques
H (u^ ... , u,)par rapport auxquelles les r formes données sont
extérieurement conjuguées; on déterminera^ s il y en a, celles
de ces formes yui sont définies positives; à chacune de ces
formes correspondra une solution du problème^ les formes
cherchées W^ ... ̂ Vr se déduisant des formes données ^ ^ , . . . , ^>,..


