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Вiльгельм Iллiч Фущич
(до 70-рiччя вiд дня народження)
А.Г. НIКIТIН

У цьому роцi виповнюється 70 рокiв з дня народження Вiльгельма
Iллiча Фущича – вiдомого вченого, засновника української школи
групового аналiзу. На жаль, невдовзi по цьому виповнюється також
десята рiчниця його смертi. Доля розпорядилась так, що цей тала-
новитий математик прожив лише шiстдесят рокiв, але за своє вiд-
носно коротке життя вiн встиг зробити у науцi стiльки, що цього
вистачило б на великий науковий колектив чи навiть iнститут. До-
сить згадати про дев’ять монографiй та майже 350 наукових праць,
що належать його перу, i великий загiн учнiв, серед яких 13 докто-
рiв та 47 кандидатiв наук, якi плiдно працюють в унiверситетах та
науково-дослiдницьких установах України i багатьох iнших держав.
Вiльгельм Iллiч Фущич народився 18 грудня 1936 року в селi

Сiльце Закарпатської областi. Закiнчив Ужгородський унiверситет
(1958) i аспiрантуру Iнституту математики (1963). У 1964 роцi за-
хистив кандидатську, а у 1971 роцi – докторську дисертацiю. Пiс-
ля закiнчення аспiрантури працював в Iнститутi математики НАН
України, а з 1978 року по 1997 рiк був завiдувачем вiддiлу при-
кладних дослiджень цього ж iнституту. У 1987 роцi обраний член-
кореспондентом НАН України. У 1996 роцi, пiсля повернення з за-
кордонного вiдрядження, зробив свою останню доповiдь на Вченiй
радi Iнституту, присвяченiй його 60-рiччю. Невдовзi пiсля цього вiн
тяжко захворiв i помер 7 квiтня 1997 року. У 2001 роцi В.I. Фу-
щича (посмертно) нагороджено Державною премiєю України в га-
лузi науки i технiки. Зусиллями учнiв створено iнтернет-сторiнку
http://www.imath.kiev.ua/˜fushchych/, присвячену пам’ятi вчите-
ля, на якiй можна знайти його розширену бiографiю, список та елек-
троннi версiї робiт, а також численнi фотографiї.
Дитинство його припало на роки, що були дуже важкими для

нашої країни i особливо для Закарпаття, яке було об’єктом зазiхань
вiдразу кiлькох держав i неодноразово переходило з одних рук у
iншi. Легко уявити, як непросто було в таких умовах дiстати якiсну
середню освiту, а згодом вступити до унiверситету та аспiрантури,
i кiнець-кiнцем досягти вершин свiтової науки. Але, мабуть, правдою
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є те, що справжнiй талант здатний прокласти собi дорогу за будь-
яких умов, i життя та творчiсть Вiльгельма Iллiча є прекрасним
прикладом цього.
Вагомi науковi досягнення Вiльгельма Iллiча добре вiдомi науко-

вiй спiльнотi i неодноразово висвiтлювалися у наукових журналах
та монографiях. (Дивись, наприклад, збiрник його вибраних праць,
виданий у 2005 роцi.) Тому поруч з перелiком деяких досягнень i
коротким описом життєвого шляху Вiльгельма Iллiча менi б хотiло-
ся згадати про його чисто людськi якостi, спогади про якi назавжди
залишились в серцях його учнiв. Спробую сказати тiльки про голов-
не, багато цiкавого про цю людину можна знайти у цьому збiрнику
в роздiлi “Спогади”.
Вiдомо, що по-справжньому талановита людина часто обдарована

всебiчно. Поруч з видатними здiбностями до науково-дослiдницької
роботи Вiльгельм Iллiч мав спортивнi таланти i з успiхом займався
багатьма видами спорту. Серед них особливе мiсце займав футбол.
У роки юностi Вiльгельму Iллiчу довелося робити непростий вибiр
мiж футболом i математикою. Перемогла математика, але любов до
футболу збереглася на все життя. Численним учням Вiльгельма Iл-
лiча доводилось час вiд часу здавати суворi iспити вчителю на фут-
больних майданчиках. Причому сам Вiльгельм Iллiч виступав у ролi
швидкого форварда таранного типу, з яким було тяжко впоратися
навiть кiльком (причому набагато молодшим!) захисникам.
Але безумовно головне мiсце у життi Вiльгельма Iллiча займала

наука. Вiн був великим трудiвником, що вiддав науцi буквально все
життя. I наука щиро вiддячила йому, подарувавши свiтове визнан-
ня, вiдчуття змiстовно i корисно прожитого життя, повагу i любов
численних учнiв.
Вiльгельм Iллiч виховав багато науковцiв i викладачiв. Навiть ви-

ходячи лише з кiлькiсних показникiв, можна стверджувати, що вiн
створив свою школу в науцi. Вiн любив i вмiв працювати з учнями,
ставився до них як до рiвноправних партнерiв, якi, можливо, є мен-
ше обiзнаними, але безумовно здатнi швидко навчитися. Причому
вчитися доводилось пiд час роботи над конкретною i чiтко сфор-
мульованою задачею, вчитися для того, щоб бути спроможним цю
задачу розв’язати. А це, беззаперечно, найбiльш ефективний шлях
у навчаннi, i бiльшiсть його учнiв (багато з яких мали за собою
освiту у провiнцiйному ВУЗi i значно поступалися тим, хто мав ди-
плом столичного унiверситету) встигали захистити дисертацiї вчасно
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або навiть достроково. У школi Фущича готувалися педагогiчнi кад-
ри вищої квалiфiкацiї для багатьох унiверситетiв країни. Його учнi
працюють у Києвi, Полтавi, Житомирi, Вiнницi, Миколаєвi, Львовi.
Особливо вiдмiтимо Полтаву, де в рiзний час працювали або працю-
ють чотири доктори та п’ять кандидатiв наук. Без перебiльшення
можна сказати, що провiднi викладачi математики у полтавських
унiверситетах вийшли зi школи Фущича.
Хочеться сказати “на жаль”, але я утримаюсь вiд цих слiв, помiт-

на частина учнiв Вiльгельма Iллiча постiйно працює за кордоном.
А саме, п’ять докторiв наук працюють у Польщi, два – у Сполучених
Штатах Америки. Поруч з очевидними втратами для української на-
уки i системи вищої освiти, цей факт має певнi кориснi аспекти: вiн є
свiдченням визнання високого рiвня пiдготовки наших фахiвцiв, якi
не втрачають зв’язкiв з київськими колегами i прямо чи опосередко-
вано приймають участь у наших наукових дослiдженнях.
Працюючи в Iнститутi математики, Вiльгельм Iллiч органiзував

вiддiл прикладних дослiджень, який очолював до останнiх хвилин
свого життя. Цей вiддiл утворено у 1978 роцi рiшенням Вченої ради
Iнституту математики як складову сектора прикладної математики.
Саме завдяки зусиллям Вiльгельма Iллiча вiддiл досить швид-

ко став загальноукраїнським центром з дослiдження симетрiї ди-
ференцiальних рiвнянь. Згодом цей центр отримав свiтове визнан-
ня, про що свiдчать вiзити iноземних фахiвцiв до Києва i числен-
нi запрошення спiвробiтникiв вiддiлу до закордонних наукових цен-
трiв, широке цитування робiт, виконаних у вiддiлi, у провiдних на-
укових журналах. Детальну iнформацiю про вiддiл, його спiвробiт-
никiв та їх науковi результати можна знайти на iнтернет-сторiнцi
http://www.imath.kiev.ua/˜appmath/.
У 1994 роцi Вiльгельм Iллiч заснував мiжнародний часопис Jour-

nal of Nonlinear Mathematical Physics, який швидко став вiдомим се-
ред фахiвцiв. Слiд зауважити, що це був перший англомовний мате-
матичний журнал, що видавався в Українi. Журнал має непоганий
iндекс цитування i зараз видається закордоном.
В.I.Фущичем започатковано серiю мiжнародних конференцiй Си-

метрiя в нелiнiйнiй математичнiй фiзицi. Цi конференцiї стали ре-
гулярними i проводяться у Києвi кожнi два роки (1995, 1997, 1999,
2001, 2003 i 2005 рр.). Популярнiсть їх постiйно зростає. У Шостiй
конференцiї в 2005 роцi взяли участь 286 учасникiв з 39 країн. Де-
тальну iнформацiю про конференцiю розмiщено на iнтернет-сторiнцi
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http://www.imath.kiev.ua/˜appmath/conf.html. Цi конференцiї є
ще одним свiдченням високого наукового авторитету В.I.Фущича у
свiтi. Багато учасникiв конференцiй пам’ятають Вiльгельма Iллiча
чи знають його роботи.
Вiльгельм Iллiч передчасно залишив нас, але його iдеї, його до-

робки, його справи залишаються з нами. Одним з доказiв цього є
вихiд збiрника праць, присвячених його пам’ятi, який Ви тримаєте
в руках.

Збiрник праць Iнституту математики НАН України 2006, т.3, N 2, 9–30
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E-mail: pehor@mai.liu.se
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Розпочато групову класифiкацiю квазiлiнiйного хвильового рiвняння
другого порядку найбiльш загальної форми. Знайдено канонiчнi фор-
ми операторiв симетрiї, якi генерують групу iнварiантностi рiвнян-
ня, описано перетворення еквiвалентностi та рiвняння, що допускають
одно- та двовимiрнi групи iнварiантностi.

We begin the group classification of quasi-linear second-order wave equa-
tions of the most general form. We find the canonical forms for the
symmetry operators which generate the invariance group of the equation,
as well as the equivalence group, and we describe those equations which
admit one- and two-dimensional invariance groups.

1. Introduction. The group classification of partial differential equa-
tions of mathematical physics occupies an important place among the
fundamental problems of modern group analysis of differential equa-
tions [1–3]. The solution of this problem is of particular interest because
one is able to exploit the powerful methods of Lie groups and algebras
for the analysis and construction of solutions of equations that model
physical processes and which possess non-trivial symmetry properties.
The problem derives its importance from the need to choose a differen-
tial equation from some general class of differential equations modelling
a process, which admit a non-trivial group symmetry. The history of
the solution of the problem of group classification of differential equati-
ons begins with the work of Sophus Lie. The first article of Lie on this
problem was [4]. The modern form of the group classification problem
was formulated by Ovsiannikov in his article [5], in which he proposed
a procedure for its solution (which we shall call the Lie–Ovsiannikov
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method) and where he obtained a complete classification of the non-
linear heat conductivity equation. After this, the group classification of
differential equations became the subject of intensive research. A detai-
led survey of the work done in this area up to the beginning of the 1990’s
is given in [6]. In the present article we solve the problem of group classi-
fication for non-linear wave equations of the form

utt = F (t, x, u, ux)uxx + G(t, x, u, ux), (1)

where F �= 0, G are arbitrary smooth functions, u = u(t, x). We note
that differential equations of the form (1) are of great importance in
mathematical physics and are used in modelling various types of di-
spersion of waves. They have found applications in differential geometry,
hydrodynamics, gas dynamics, as well as in chemical engineering and
superconductivity.
Many articles have been written on the subject of group classification

of quasi-linear equations of the form (1). A complete solution of the
problem of group classification of the general linear equation is given
in [4,7]. The method of Lie–Ovsiannikov has also been applied to give a
full solution of the problem for a number of non-linear wave equations:

utt = uxx + F (u); [8–11]
utt = [f(u)ux]x ; [12, 13]
utt = f(ux)uxx; [14]
utt = f(ux)uxx + G(ux); [15]
utt = um

x uxx + F (u); [16]
utt + f(u)ut = [F (u)ux]x ; [17]
utt + f(u)ut = [F (u)ux]x + G(u)ux. [18]

As one can see, the equations listed above involve arbitrary func-
tions of one variable. This is connected with the fact that the standard
method of performing a group classification involves solving a defining
system of equations for the symmetry operators, and for the equations
listed above it is possible to solve these defining equations because the
arbitrary elements are functions of just one variable. However, one is
confronted with a different situation when these arbitrary functions are
functions of two or more variables and the defining equations for the
symmetry operators then involve first order partial derivatives of the
functions which render difficult or even impossible the complete solution
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of the defining system of equations. It is this which explains why the
classification of the equations

utt = [f(x, u)ux]x ; [19]
utt + λuxx = g(u, ux); [20, 21]
utt = [f(ux)ux + g(x, u)]x ; [22–24]
utt = f(x, ux)uxx + g(x, ux) [25]

is, in the classical sense of Lie, incomplete.
In the differential equations which we study, the arbitrary functions

are functions of four variables, and therefore we shall use the method
for the solution of the problem of the group classification which was
described in [26] and was used in the group classification of the following
equations:

ut = uxx + F (t, x, u, ux); [26]
ut = F (t, x, u, ux)uxx + G(t, x, u, ux); [27]
ut = uxxx + F (t, x, u, ux, uxx); [28]
utt = uxx + F (t, x, u, ux). [29, 30]

A detailed description of the algorithmic method which we use may be
found in [26, 27]. Here, we merely note that it differs from the classical
method of group classification of differential equations in that we exploit
all possible realizations of low-dimensional Lie algebras within the class
of vector fields which are infinitesimal symmetries of the equation under
study, and this also gives us further specification of the arbitrary functi-
ons. We also note that in performing the group classification of equa-
tion (1) we exclude all cases which are equivalent, under local changes
of coordinates, to a linear equation or to

utt = uxx + F (t, x, u, ux). (2)

2. Preliminary results of group classification of equation (1).
Our first task is to determine the form of the vector fields which are
symmetry operators for equation (1), and to determine the equivalence
group of equation (1) (we define this concept later). We seek these
symmetry operators amongst vector fields of the form

Q = τ∂t + ξ∂x + η∂u, (3)
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where τ(t, x, u), ξ(t, x, u), η(t, x, u) are smooth functions from V = R
2×

R to R. The variables (t, x) ∈ R
2 are said to be the independent variables,

and u = u(t, x) ∈ R is said to be the dependent variable. The condition
that such an operator (3) be a symmetry of equation (1) is that

φtt − φxxF − (τFt + ξFx + ηFu + φxFux
)uxx −

− (τGt + ξGx + ηGu + φxGux
)
∣∣
(1)

= 0. (4)

By a standard but tedious calculation, equation (4) gives us the following
initial information about the coefficients:

τ = a(t, x)u + b(t, x), ξ = ξ(t, x),

η = at(t, x)u2 + c(t, x)u + d(t, x)

where the functions a(t, x), b(t, x), c(t, x), d(t, x), ξ(t, x), F , G satisfy
the system of equations

ξt − (axu + bx + aux)F = 0, 2aF − (axu + bx + aux)Fux
= 0,

2ηtu − τtt − 3τuG + (τxx + 2uxτxu)F + (τx + uxτu)Gux
= 0,

2(ξx − τt)F − (τFt + ξFx + ηFu) − [ηx + (ηu − ξx)ux]Fux
= 0,

ηtt − uxξtt − [ηxx + (2ηxu − ξxx)ux + ηuuu2
x)F − (2τt − ηu)G −

− (τGt + ξGx + ηGu) − [ηx + (ηu − ξx)ux]Gux
= 0. (5)

From the first two equations of (5) we find that, since F �= 0, then a = 0.
Further, we distinguish three cases: (1) Fux

�= 0, (2) Fux
= 0, Fu �= 0,

(3) Fu = Fux
= 0.

Case 1: Fux
�= 0. If Fux

�= 0 then it follows from the first two
equations of (5) that ξt = bx = 0 and the third equation then becomes
2ct − btt = 0, from which we find that c = 1

2bt + θ(x). Then in (3) we
have

τ = b(t), ξ = ξ(x), η =
(

1
2
bt + θ(x)

)
u + d(t, x) (6)

and the functions τ , ξ, η, F , G satisfy the last two equations of (5).
Case 2: Fux

= 0, Fu �= 0. If, in this case, Guxux
�= 0 then we obtain

the same result as in case 1. So, suppose that Guxux
= 0, which gives

us G = A(t, x, u)ux + B(t, x, u) with A and B being arbitrary smooth
functions. If A = 0 then equation (1) becomes

utt = Fuxx + B, Fu �= 0 (7)
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and in (3) we find

τ = b(t), ξ = ξ(x),

η =
[
1
2 (τt + ξx) + k

]
u + d(t, x), k ∈ R, k �= 0.

If, on the other hand, F = λ(x)A, λ(x)Au �= 0, then equation (1)
becomes

utt = A[λ(x)uxx + ux] + B (8)

and there is then a local change of coordinates t′ = t, x′ = X(x), u =
v(t′, x′), Xx �= 0 with λXxx + Xx = 0, which transforms (8) to a wave
equation of the form (7). As is well-known (see [1]), from the group-
theoretic point of view, such equations are deemed to be equivalent.
Finally, if F �= λ(t, x)A, λA �= 0 or if F = λ(t, x)A, λA �= 0, λt �= 0 then
the invariance group of the corresponding wave equation (1) is generated
by the operator (3) with τ , ξ, η satisfying (6).
Case 3: Fux

= Fu = 0, F �= 0. If, in equation (1) we have Guxux
�=

0 or G = A(t, x, u)ux +B(t, x, u) with Au �= 0 then the invariance group
is generated by operators( 3) with coefficients given by (6). This leaves
us with the case when equation (1) is of the form

utt = F (t, x)uxx + A(t, x)ux + B(t, x, u). (9)

It is well known from the general theory of partial differential equations
that there are invertible changes of coordinates

t′ = α(t, x), x′ = β(t, x),
D(t′, x′)
D(t, x)

�= 0

which transform the equation (9) either to an equation of hyperbolic
type

vt′t′ − vx′x′ = Ã(t′, x′)vx′ + C̃(t′, x′)vt′ + B̃(t′, x′, v) (10)

or to an equation of elliptic type

vt′t′ + vx′x′ = Ã(t′, x′)vx′ + C̃(t′, x′)vt′ + B̃(t′, x′, v). (11)

However from the point of view of the local analytic theory with analytic
coefficients, the elliptic type is equivalent to the hyperbolic type. Therefo-
re there exist corresponding transformations in the complex domain whi-
ch allow us to obtain equations (10) and (11) from each other. Further,



14 P. Basarab-Horwath, V. Lahno

the change of variables y = t′, z = x′, ω(y, z) = Λ(t′, x′)v, Λ �= 0 where

Λ = exp
(
− 1

2

∫
C̃(t′, x′)dt′

)
transforms equation (10) into an equation of the form

ωyy = ωzz + H(y, z)ωz + R(y, z, ω).

This equation belongs to the class of equations (2) and therefore, as we
noted earlier, we exclude it from our considerations. From the analysis
carried out above, it now follows that, in order to solve our problem of
group classification, we need consider only the following cases:

utt = F (t, x, u, ux)uxx + G(t, x, u, ux), Fux
�= 0, (12)

utt = F (t, x, u, )uxx + G(t, x, u, ux), F �= 0, Guxux
�= 0, (13)

utt = F (t, x, u)uxx + G(t, x, u, )ux + H(t, x, u), (14)
Fu �= 0, F �= λ(t, x)G, λG �= 0,

utt = F (t, x, u)[H(t, x)uxx + ux] + G(t, x, u), (15)
Fu �= 0, Ht �= 0,

utt = F (t, x)uxx + G(t, x, u)ux + H(t, x, u), (16)
F �= 0, Gu �= 0,

utt = F (t, x, u)uxx + G(t, x, u), Fu �= 0. (17)

The following result follows from the above considerations.
Proposition 1. The invariance groups of equations (12)–(16) are gene-
rated by vector fields of the form

Q = τ(t)∂t + ξ(x)∂x +
[(

1
2τt + θ(x)

)
u + η(t, x)

]
∂u. (18)

Further, for equations (12) and (13) the functions τ , ξ, θ, η, F , G satisfy
the system of equations

2(ξx − τt)F − (τFt + ξFx +
[(

1
2τt + θ(x)

)
u + η(t, x)

]
)Fu =

=
[
θxu + ηx + ux

(
1
2τt + θ − ξx

)]
Fux

,
1
2τtttu + ηtt − [θxxu + ηxx + ux(2θx − ξxx)]F − ( 3

2τt − θ
)
G −

− (τGt + ξGx +
[(

1
2τt + θ(x)

)
u + η(t, x)

]
)Gu =

=
[
θxu + ηx + ux

(
1
2τt + θ − ξx

)]
Gux

. (19)
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For equation (14) the functions τ , ξ, θ, η, F , G, H satisfy the system
of equations

(ξx − 2τt)G + (ξxx − 2θx)F − (τGt + ξGx +[(
1
2τt + θ(x)

)
u + η(t, x)

]
Gu

)
= 0,

2(ξx − τt)F − (τFt + ξFx +
[(

1
2τt + θ(x)

)
u + η(t, x)

])
Fu = 0,

1
2τtttu + ηtt − [θxxu + ηxx]F − (ηx + uθx)G − ( 3

2τt − θ
)
H −

− (τHt + ξHx +
[(

1
2τt + θ(x)

)
u + η

])
Hu = 0. (20)

For equation (15) the functions τ , ξ, θ, η, F , G, H satisfy the system
of equations

[2(ξx − τt)H − τHt − ξHx] F −
− {τFt + ξFx +

[(
1
2τt + θ(x)

)
u + η(t, x)

]
Fu

}
H = 0,

(ξxx − 2θx)HF − (2τt − ξx)F −
− {τFt + ξFx +

[(
1
2τt + θ(x)

)
u + η(t, x)

]
Fu

}
= 0,

1
2τtttu + ηtt − (ηxx + uθxx)HF − (uθx + ηx)F − ( 3

2τt − θ
)
G −

− {τGt + ξGx +
[(

1
2τt + θ(x)

)
u + η(t, x)

]
Gu

}
= 0. (21)

For equation (16) the functions τ , ξ, θ, η, F , G, H satisfy the system
of equations

(ξxx − 2θx)F − (2τt − ξx)G −
− {τGt + ξGx +

[(
1
2τt + θ(x)

)
u + η(t, x)

]
Gu

}
= 0,

2(ξx − τt)F − τFt − ξFx = 0,
1
2τtttu + ηtt − (ηxx + uθxx)F − (uθx + ηx)G − ( 3

2τt − θ
)
H −

−
{

τHt + ξHx +
[(

1
2
τt + θ(x)

)
u + η(t, x)

]
Hu

}
= 0. (22)

The general infinitesimal operator Q of the invariance group of equation
(17) is given by

Q = τ(t)∂t + ξ(x)∂x +
[(

1
2 (τt + ξx) + k

)
u + η(t, x)

]
∂u, (23)

where the functions τ , ξ, η, F , G and the constant k satisfy the system
of equations

2(ξx − τt)F − (τFt + ξFx +
[(

1
2 (τt + ξx)+

)
u + η

]
Fu

)
= 0,
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ηtt + 1
2τtttu − ( 1

2ξxxxu + ηxx

)
F − ( 3

2τt − 1
2ξx − k

)
G −

− (τGt + ξGx +
[(

1
2 (τt + ξx) + k

)
u + η(t, x)

]
Gu

)
= 0. (24)

A direct calculation shows that when the equations (12)–(17) contain
arbitrary functions then the equations do not possess any symmetri-
es in the classical sense of Lie. In what follows, we shall carry out a
group classification up to equivalence under the equivalence group (which
we denote by E) of the equation under consideration. The equivalence
group E of a given equation consists of those transformations (of the
space V = R

2 × R) t′ = T (t, x, u), x′ = X(t, x, u), v = U(t, x, u) which
preserve the form of the differential equation (1), that is, transformations
of the above type which transform (1) into an equation

vt′t′ = F̃ (t′, x′, v, vx′)vx′x′ + G̃(t′, x′, v, vx′).

In order to determine the transformations of E one may use the infini-
tesimal method [31] or the direct method. These calculations are long
but standard, and we give only their result.
Proposition 2. The equivalence group E of equations (12)–(16) consist
of the transformations

t′ = T (t), x′ = X(x), v = U(x)
√

|Tt|u + Y (t, x) (25)

with the condition TtXxU �= 0 and with Y being an arbitrary function.
The transformations of the equivalence group E of equation (17) consist
of the transformations

t′ = T (t), x′ = X(x), v = γ
√

|Tt|
√

|Xx|u + Y (t, x) (26)

with γTtXx �= 0, γ ∈ R, and

t′ = T (x), x′ = X(t), v = γ
√

|Tt|
√

|Xx|u + Y (t, x) (27)

with γTtXx �= 0, γ ∈ R, and in both cases Y is an arbitrary function.
We now pass to the description of those nonlinear equations which

are invariant under low-dimensional Lie algebras.
3. Invariance of equations under one-dimensional Lie algeb-

ras. As we showed above, when the functions F , G, H in equations (12)–
(17) are allowed to be completely arbitrary, then the equations do not
have any symmetry in the sense of Lie. For this reason we begin our classi-
fication of those equations which admit symmetries by looking at those
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which are invariant under one-parameter groups of local transformati-
ons (which is equivalent to being invariant under one-dimensional Lie
algebras). In order to do this, we first obtain all inequivalent realizations
of one-dimensional Lie algebras.
3.1. Realizations of one-dimensional Lie algebras.

Theorem 1. There exist transformations of the form (25) which trans-
form the operator (18) into one of the following forms:

Q = ∂t, Q = ∂x, Q = ∂t + ∂x,

Q = f(x)u∂u, Q = g(t, x)∂u, Q = ∂t + f(x)u∂u,

where f, g �= 0.

Proof. Applying the change of coordinates (25) we transform the ope-
rator (18) into one of the form

Q̃ = τTt∂t′ + ξXx∂x′ +
{[

1
2ετ |T |−1/2TttU + ξ|Tt|1/2Ux +

+
(

1
2τt + θ

) |Tt|1/2U
]
u + τYt + ξYx + η|Tt|1/2U

}
∂v, (28)

where ε = 1 if Tt > 0 and ε = −1 if Tt < 0. We now consider three cases:
(1) τ �= 0, (2) τ = 0, ξ �= 0, (3) τ = ξ = 0.
Case 1: τ �= 0. Putting Tt = τ−1 in (25) we make the coefficient of

∂t′ equal to one. If we also have ξ �= 0 then we may put Xx = ξ−1. We
also choose U to be a non-trivial solution of ξUx + θU = 0, and Y is
taken as a solution of the equation τYt + ξYx + η|τ |−1/2U = 0. In this
way we transform the operator given in (28) into the operator

Q̃ = ∂t′ + ∂x′ . (29)

If, however, ξ = 0, θ �= 0 then, putting Y equal to a solution of

τYt + η|τ |−1/2U = 0,

the transformation (25) takes the operator Q into

Q̃ = ∂t′ + θ(x′)v∂v. (30)

If ξ = θ = 0 then, in the same way, we may transform Q into

Q̃ = ∂t′ . (31)
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Case 2: τ = 0, ξ �= 0. Put Xx = ξ−1 in (25) and choose U to be a
non-trivial solution of ξUx + θU = 0 and we choose Y to be a solution
of ξYx + η|Tt|1/2U = 0. This then takes Q into the operator

Q̃ = ∂x′ . (32)

Case 3: τ = ξ = 0. If θ �= 0 in (18) then we put T = t, Y = θ−1ηU
in (25) and the operator (28) becomes

Q̃ = θ(x′)v∂v. (33)

If we have θ = 0 in (18) then η �= 0 and we obtain the operator

Q̃ = η̃(t′, x′)∂v. (34)

The forms of the operator Q̃ obtained in (29)–(34) is, apart from the
notation, that given in the statement of the theorem. All that remains
to be done is to verify that these different forms are inequivalent under
the action of transformations (25). We show this for the case of the
operators Q1 = ∂t and Q2 = ∂t + f(x)u∂u, and the other cases are
treated in the same way. First, we assume that there is a transformation
of the form (25) which takesQ1 into Q̃ = ∂t′+f̃(x′)v∂v. Then this implies
that we must have f = 0 which contradicts the requirement for Q2. This
completes the proof.
Theorem 2. There exist transformations of the type (26), (27) which
transform the operator (23) into one of the following:

Q = ∂t + ∂x, Q = ∂t, Q = ∂t + ∂x + u∂u,

Q = ∂t + u∂u, Q = u∂u, Q = g(t, x)∂u, g �= 0.

The proof is carried out in the same way as that of Theorem 1.
It follows from these two theorems that, in the classes (18) and (23)

of operators, there exist six inequivalent (with respect to the equivalence
group of our partial differential equation) types of one-dimensional Lie
algebras A1 = 〈e1〉. We list these below, using a notation which we shall
use in the rest of this paper.
One-dimensional Lie algebras of operators of type (18).

A1
1 = 〈∂t + ∂x〉, A2

1 = 〈∂t〉, A3
1 = 〈∂x〉, A4

1 = 〈∂t + f(x)u∂u〉,
A5

1 = 〈f(x)u∂u〉, A6
1 = 〈g(t, x)∂u〉, f, g �= 0.
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One-dimensional Lie algebras of operators of type (23).

Ã1
1 = 〈∂t + ∂x〉, Ã2

1 = 〈∂t〉, Ã3
1 = 〈∂t + ∂x + u∂u〉,

Ã4
1 = 〈∂t + u∂u〉, Ã5

1 = 〈u∂u〉, Ã6
1 = 〈g(t, x)∂u〉, g �= 0.

3.2. Equations invariant under one-dimensional Lie algebras.
We now have to determine for each of the above realizations whether the
given operator is an admissible symmetry operator (that is, if there is
a wave equation which is invariant under a given realization). To do
this we use the system of determining equations Proposition 1. Since the
procedure of constructing A1-invariant equations reduces to integrating
systems of first-order partial differential equations, we do not give de-
tails: we merely make some remarks and then give a list of our results.
All the realizations Ai

1 (i = 1, . . . , 6) are invariance algebras only for
equations of the form (12). For equations of the form (13), substituting
the values of the coefficients τ , ξ, θ, η in the realizations A5

1 and A6
1

into the system (19) leads to the equality Fu = 0, which contradicts the
condition placed on the equation. We arrive at the same result when we
examine these realizations for the equations (14) and (15). For equati-
on (15) we also find that the condition of its invariance under A2

1 leads to
Ht = 0, which contradicts the condition placed on the equation. Finally,
for equation (16) the invariance under A6

1 leads toGu = 0, as follows from
the second equation in (22). This contradicts the requirements placed on
the equation. The realizations Ã5

1 and Ã6
1 cannot be invariance algebras

of equation (17) since the first equation of the system (24) gives Fu = 0
which is a contradiction. Below we give a list of all A1-invariant equati-
ons, and we give the realization of the algebras A1 which is an invariance
algebra of the corresponding equation, and we give the corresponding
forms of the functions F , G, H.

A1-invariant equations of type (12).

A1
1 : F = F̃ (z, u, ux), G = G̃(z, u, ux), z = t − x, F̃ux

�= 0;

A2
1 : F = F̃ (x, u, ux), G = G̃(x, u, ux), F̃ux

�= 0;

A3
1 : F = F̃ (t, u, ux), G = G̃(t, x, ux), F̃ux

�= 0;

A4
1 : G = uG̃(x, v, ω) − f−1[f ′′u ln |u| + 2f ′ux ln |u| −

− (f ′)2f−1u ln2 |u|]F̃ , F = F̃ (x, v, ω),

v = u exp (−tf), ω = u−1ux − f−1f ′ ln |u|, F̃ω �= 0;
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A5
1 : G = uG̃(t, x, ω) − f−1[f ′′u ln |u| + 2f ′ux ln |u| −

− (f ′)2f−1u ln2 |u|]F̃ , F = F̃ (t, x, ω), F̃ω �= 0,

ω = u−1ux − f−1f ′ ln |u|;
A6

1 : F = F̃ (t, x, ω), G = G̃(t, x, ω) − g−1gxxuF̃ + g−1gttu,

ω = gux − gxu, F̃ω �= 0.

A1-invariant equations of type (13).

A1
1 : F = F̃ (z, u), G = G̃(z, u, ux), z = t − x, F̃u �= 0;

A2
1 : F = F̃ (x, u, ), G = G̃(x, u, ux), F̃u �= 0;

A3
1 : F = F̃ (t, u, ), G = G̃(t, u, ux), F̃u �= 0;

A4
1 : G = uG̃(x, v, ω) − f−1[f ′′u ln |u| + 2f ′ux ln |u| −

− (f ′)2f−1u ln2 |u|]F̃ , F = F̃ (x, ω),

ω = u exp (−tf), v = u−1ux − f−1f ′ ln |u|, F̃ω �= 0.

A1-invariant equations of type (14).

A1
1 : F = F̃ (z, u), G = G̃(z, u), H = H̃(z, u),

z = t − x, F̃u �= 0, F̃ �= λ(z)G̃, λ(z)G̃ �= 0;

A2
1 : F = F̃ (x, u), G = G̃(x, u), H = H̃(x, u),

F̃u �= 0, F̃ �= λ(x)G̃, λ(x)G̃ �= 0;

A3
1 : F = F̃ (t, u), G = G̃(t, u), H = H̃(t, u),

F̃u �= 0, F̃ �= λ(t)G̃, λ(t)G̃ �= 0;

A4
1 : F = F̃ (x, ω), G = G̃(x, ω) − 2f ′f−1 ln |u|F̃ ,

H = uH̃(x, ω) + (f ′)2f−2u ln2 |u|F̃ − f ′f−1u ln |u|G̃ −
− f ′′f−1u ln |u|F̃ , ω = u exp (−tf), F̃ω �= 0;

if f ′ = 0 then F̃ �= λ(x)G̃, λ(x)G̃ �= 0.

A1-invariant equations of type (15).

A1
1 : F = F̃ (z, u), G = G̃(z, u), H = H̃(z),

z = t − x, F̃u �= 0, H̃z �= 0;

A3
1 : F = F̃ (t, u, ), G = G̃(t, u), H = H̃(t), F̃u �= 0, H̃t �= 0;
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A4
1 : F = F̃ (x, ω)[H̃(x) − 2tf ′], H = [H̃(x) − 2tf ′]−1,

G = etf G̃(x, ω) + uF̃
[
1
4 (H − 2tf ′)2 − tf ′′] ,

ω = u exp (−tf), F̃ω �= 0, f ′ �= 0.

A1-invariant equations of type (16).

A1
1 : F = F̃ (z), G = G̃(z, u), H = H̃(z, u),

z = t − x, G̃u �= 0;

A2
1 : F = F̃ (x), G = G̃(x, u), H = H̃(x, u), G̃u �= 0;

A3
1 : F = F̃ (t), G = G̃(t, u), H = H̃(t, u), G̃u �= 0;

A4
1 : F = F̃ (x), G = G̃(x, ω) − 2f ′f−1 ln |u|F̃ ,

H = uH̃(x, ω) + (f ′)2f−2u ln2 |u|F̃ − f ′f−1u ln |u|G̃ −
− f ′′f−1u ln |u|F̃ , ω = u exp (−tf);

G̃ is arbitrary if f ′ �= 0; G̃ω �= 0 if f ′ = 0.

A5
1 : F = F̃ (t, x), G = G̃(t, x) − 2f ′f−1 ln |u|F̃ ,

H = uH̃(t, x) − f ′′f−1u ln |u|F̃ + (f ′)2f−2u ln2 |u|F̃ −
− f ′f−1u ln |u|G̃, f ′ �= 0.

A1-invariant equations of type (17).

Ã1
1 : F = F̃ (z, u), G = G̃(z, u), z = t − x, F̃u �= 0;

Ã2
1 : F = F̃ (x, u), G = G̃(x, u), F̃u �= 0;

Ã3
1 : F = F̃ (z, ω), G = etG̃(z, ω),

z = t − x, ω = u exp (−t), F̃ω �= 0;

Ã4
1 : F = F̃ (x, ω), G = etG̃(x, ω), ω = u exp (−t), F̃ω �= 0.

We note that in the above lists, f ′ = df
dx , f ′′ = d2f

dx2 . Also, we note
that the Lie algebras given are the maximal invariance algebras of the
corresponding equations when the functions F̃ , G̃, H̃ are arbitrary.
4. Invariance of equations under two-dimensional Lie algeb-

ras. It is well-known (see [32]) that there are, up to isomorphism, only
two Lie algebras A2 = 〈e1, e2〉 of dimension two:

A2.1 : [e1, e2] = 0; A2.2 : [e1, e2] = e2.
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In order to obtain a full list of non-linear equations (1) which are invari-
ant under two-dimensional Lie algebras, we must first construct all possi-
ble inequivalent realizations of the Lie algebras A2.1 and A2.2 in the class
of operators (18) and (23). Then we must use the defining system of
equations (19)–(22) and (22) in order to pick out those realizations which
are invariance algebras for equations of the given type (1). To carry out
this construction, we are able to exploit the results of Theorems 1 and 2,
which allow us to choose one of the operators of the two-dimensional Lie
algebras in one of the canonical forms given in these results.
4.1. A2.1-invariant equations. The Lie algebra A2.1 is Abelian, so

we just add one more operator of the form (18) or (23) which commutes
with the first operator chosen from amongst the canonical forms. We do
this for the canonical form A1

1. In this case we put e1 = ∂t + ∂x, and we
let the operator e2 have the form (18). Then the commutation relation
[e1, e2] = 0 gives us

e2 = c1∂t + c2∂x + (c3u + η(z))∂u, (35)

where c1, c2, c3 ∈ R, z = t−x. To give the operator (35) a canonical form
we use the subgroup Φ of the equivalence group E (given by (25)) which
maps e1 to λe′1with e′1 = ∂t′ + ∂x′ for some arbitrary choice of constant
λ �= 0. This is allowed because the commutation relation [e1, e2] = 0 is
preserved. A straightforward calculation gives us the following form of
the allowed transformation:

t′ = λt + λ1, x′ = λx + λ2, v = λ3

√
|λ|u + Y (z), (36)

where λ, λ1, λ2, λ3 ∈ R, z = t − x, λ, λ3 �= 0. Applying this transforma-
tion, we obtain the following possible forms for e2:

∂t, ∂x, ∂t + u∂u, ∂x + u∂u, u∂u, g(z)∂u,

with g �= 0. The extra factor λ gives us flexibility in our calculations so
that no other arbitrary constants arise in the canonical forms for e2. We
then have the following forms for the algebra A2.1:

〈∂t, ∂x〉, 〈∂t + ∂x, u∂u〉, 〈∂t + ∂x, g(z)∂u〉, 〈∂t + ∂x, ∂t + u∂u〉,

where g �= 0, z = t − x. Note that the two algebras 〈∂t + ∂x, ∂t〉 and
〈∂t +∂x, ∂x〉 are both the same as 〈∂t, ∂x〉. The other cases are treated in
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the same manner, and we find the following realizations of the algebras
Ai

2.1 in the class of operators (18):

A1
2.1 = 〈∂t, ∂x〉; A2

2.1 = 〈∂t + ∂x, u∂u〉;
A3

2.1 = 〈∂t + ∂x, ∂t + u∂u〉;
A4

2.1 = 〈∂t + ∂x, g(z)∂u〉, z = t − x, g �= 0; A5
2.1 = 〈∂t, ∂u〉;

A6
2.1 = 〈∂x, ∂t + u∂u〉; A7

2.1 = 〈∂x, u∂u〉; A8
2.1 = 〈∂x, ∂u〉;

A9
2.1 = 〈∂t, f(x)u∂u〉, f �= 0;

A10
2.1 = 〈∂t + f(x)u∂u, etf∂u〉, f �= 0;

A11
2.1 = 〈∂t + f(x)u∂u, h(x)u∂u〉, fh′ − f ′h �= 0;

A12
2.1 = 〈g(t, x)∂u, h(t, x)∂u〉;

A13
2.1 = 〈f(x)u∂u, h(x)u∂u〉, fh′ − f ′h �= 0.

In the realization of A12
2.1 the functions h, g are linearly independent

(with respect to at least one of the arguments).
The next step is to check whether these realizations can be invariance

algebras for equations (12)-(16). We find that all the realizations except
A13

2.1 are invariance algebras for equations of the form given in (12).
A2.1-invariant equations of the form (12).

A1
2.1 : F = F̃ (u, ux), G = G̃(u, ux), F̃ux

�= 0;

A2
2.1 : F = F̃ (z, ω), G = uG̃(z, ω), z = t − x,

ω = u−1ux, F̃ω �= 0;

A3
2.1 : F = F̃ (v, ω), G = ezG̃(v, ω), v = u exp (−z),

ω = u−1ux, z = t − x, F̃ω �= 0;

A4
2.1 : F = F̃ (z, ω), G = G̃(z, ω) − g−1g′′uF̃ + ug−1g′′,

g = g(z) �= 0, z = t − x, ω = gux + g′u, F̃ω �= 0;

A5
2.1 : F = F̃ (x, ux), G = G̃(x, ux), F̃ux

�= 0;

A6
2.1 : F = F̃ (v, ω), G = uG̃(v, ω),

v = u exp (−t), ω = u−1ux, F̃ω �= 0;

A7
2.1 : F = F̃ (t, ω), G = uG̃(t, ω), ω = u−1ux, F̃ω �= 0;

A8
2.1 : F = F̃ (t, ux), G = G̃(t, ux), F̃ux

�= 0;

A9
2.1 : F = F̃ (x, ω), ω = u−1ux − f−1f ′ ln |u|,
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F̃ω �= 0, G = uG̃(x, ω) − f−1[f ′′u ln |u| + 2f ′ux ln |u| −
− (f ′)2f−1u ln |u|]F̃ ;

A10
2.1 : (1) f = 1, F = F̃ (x, ω), G = u + etG̃(x, ω),

ω = e−tux, F̃ω �= 0;

(2) f = x, F = F̃ (x, ω), F̃ω �= 0, ω = [u−1ux −
− x−1 ln |u| − t−2x ln |u| − 2t + x−1]u exp (−tx),

G = etxG̃(x, ω) + ux2 + u[−4t3x ln |u| − t4x2 ln2 |u| − 5t2−
− 2tu−1ux ln |u| + 2tx−1 ln2 |u| + 2t3x ln2 |u| + 6t2 ln |u| −
− 2tx−1 ln |u| + 6tx−1 − 2x−2 − 2x−1u−1ux ln |u| +
+ x−2 ln2 |u|]F̃ ;

A11
2.1 : (1) f = 1, h′ �= 0, F = F̃ (x, ω), F̃ω �= 0,

ω = u−1ux + (h7 − 1)h′t ln |u|,
G = uG̃(x, ω) + h−1u[th′′ ln |u| + 2h−1(h′)2u − 2h′ux]F̃ ;
(2) f = x, h �= 0, λx (λ �= 0),

F = F̃ (x, ω), ω = u−1ux − (x−1 − txh′h−1 + t) ln |u|,
G = uG̃(x, ω) + h−1u[(2x−1h′ − h−1(h′)2 − hx−2) ln |v| −
− h′′ + 2(x−1h − h′)ω] ln |v|F̃ + [x−2u ln2 |u| −
− 2x−1ux ln |u|]F̃ , v = u exp (−tx), F̃ω �= 0;

A12
2.1 : g = 1, h = t, F = F̃ (t, x, ux), G = G̃(t, x, ux),

F̃ux
�= 0.

In constructing those A2.1-invariant equations of the form (13) and (14),
we have used the fact that there are no realizations of A5

1 and A6
1 which

can be symmetry algebras. This allows us to shorten the list of reali-
zations of the algebras of type A2.1 to just three: A1

2.1, A3
2.1, A6

2.1. All
these algebras are in fact symmetry algebras of equations of type (13)
and (14).

A2.1-invariant equations of the type (13).

A1
2.1 : F = F̃ (u), G = G̃(u, ux), F̃u �= 0;

A3
2.1 : F = F̃ (v), G = ezG̃(v, ω), F̃v �= 0,

v = u exp (−z), z = t − x, ω = u−1ux;
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A6
2.1 : F = F̃ (ω), G = uG̃(v, ω), F̃ω �= 0,

ω = ue−t, v = u−1ux.

A2.1-invariant equations of the type (14).

A1
2.1 : F = F̃ (u), G = G̃(u), H = H̃(u),

F̃u �= 0, F̃ �= G̃, G̃ �= 0;

A3
2.1 : F = F̃ (ω), G = G̃(ω), H = ezH̃(ω),

F̃ω �= 0, F̃ �= G̃, G̃ �= 0,

ω = u exp (−z), z = t − x, ω = u−1ux;

A6
2.1 : F = F̃ (ω), G = uG̃(ω), H = uH̃(ω),

F̃ω �= 0, F̃ �= G̃, G̃ �= 0, ω = ue−t.

There are no A2.1-invariant equations of type (15). First, there are none
which are invariant under A2

1, A5
1, A6

1. This then narrows the number of
those which are left in the list of A2.1 algebras down to just two: A3

2.1

and A6
2.1. Then we use the system of defining equations (21) and find

that requiring A3
2.1 invariance leads to H̃z = 0, which contradicts the

conditions of (15); the defining system (21) also leads to f ′ = 0 when
testing the algebra A6

2.1, and this contradicts the condition on f . The
same type of procedure is used for examining the symmetry algebras
for equation (16): there are just five such equations which are invariant
under A2.1.

A2.1-invariant equations of type (16).

A1
2.1 : F = λ, G = G̃(u), H = H̃(u), G̃′ �= 0, λ ∈ R∗;

A3
2.1 : F = λ, G = G̃(ω), H = ezH̃(ω), G̃′ �= 0,

λ ∈ R∗, z = t − x, ω = ue−z;

A6
2.1 : F = λ, G = G̃(ω), H = etH̃(ω), G̃′ �= 0,

λ ∈ R∗, ω = ue−t;

A9
2.1 : F = F̃ (x), G = G̃(x) − 2f ′f−1F̃ ln |u|,

H = uH̃(x) − f ′′f−1u ln |u|F̃ + (f ′)2f−2u ln2 |u|F̃ −
− f ′f−1u ln |u|G̃, F̃ �= 0, f ′ �= 0;

A11
2.1 : (1) f = 1, h′ �= 0; F = F̃ (x) �= 0,
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G = G̃(x) + 2h′h−1t ln |u|F̃ ,

H = uH̃(x) + t2h−2u ln2 |u|F̃ + th′′h−1u ln |u|F̃ +

+ th′h−1u ln |u|G̃;

(2) f = x, h �= 0, F = F̃ (x) �= 0,

G = G̃(x) − 2h−1(x−1h − h′)tx ln |u|F̃ − 2x−1 ln |u|F̃ ,

H = uH̃(x) + x−2u ln2 |u|F̃ − x−1u ln |u|G̃ +

+ 2th−1(x−1h − h′)u ln2 |u|F̃ + t2u ln2 |u|F̃ −
− tu ln |u|G̃ − x2t3h′h−1u ln2 |u|F̃ − txh−1h′′u ln |u|F̃ −
− t2x2(h′)2h−2u ln2 |u|F̃ + txh−1h′u ln |u|G̃.

We are now left with the case of A2.1-invariant equations of type (17).
Having constructed realizations of A2.1 in the class of operators (23),
and then testing them as symmetry algebras for equations of type (17),
we find only three algebras:

Ã1
2.1 = 〈∂t, ∂x〉, Ã2

2.1 = 〈∂t, ∂x + u∂u〉,
Ã3

2.1 = 〈∂t + u∂u, ∂x + u∂u〉.
Ã2.1-invariant equations of type (17).

Ã1
2.1 : F = F̃ (u), G = G̃(u), F̃ ′ �= 0;

Ã2
2.1 : F = F̃ (ω), G = exG̃(ω), F̃ ′ �= 0, ω = ue−x;

Ã3
2.1 : F = F̃ (ω), G = e(t+x)G̃(ω), F̃ ′ �= 0, ω = ue−(t+x).

4.2. A2.2-invariant equations. As in the case of the A2.1-invariant
equations, we must first construct all possible inequivalent algebras A2.2

in the classes of operators (18) and (23) which do not contain Ã5
1 or

Ã6
1 as subalgebras (or algebras equivalent to them). In carrying out our

construction, we begin with the results of Theorems 1 and 2, according
to which we choose one of the basis operators of A2.2 (we choose the basis
operator e2 for this) in one of the canonical forms given in these theorems.
The calculations are similar to those involved in the construction of the
algebras A2.1 so we do not dwell on the calculations for this case, and
we merely give the list of realizations.
Realizations of the algebras A2.2 in the classes of opera-

tors (18).

A1
2.2 = 〈−t∂t − x∂x, ∂t + ∂x〉;
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A2
2.2 = 〈−t∂t − x∂x + ku∂u, ∂t + ∂x〉;

A3
2.2 = 〈−t∂t + ku∂u, ∂t〉; A4

2.2 = 〈−t∂t + xu∂u, ∂t〉;
A5

2.2 = 〈−t∂t, ∂t〉; A6
2.2 = 〈−t∂t + ∂u, ∂t〉;

A7
2.2 = 〈−t∂t − x∂x, ∂t〉; A8

2.2 = 〈−x∂x + ku∂u, ∂x〉 (k �= 0);

A9
2.2 = 〈−x∂x + ∂u, ∂x〉; A10

2.2 = 〈−x∂x, ∂x〉;
A11

2.2 = 〈−t∂t − x∂x, ∂x〉;
A12

2.2 = 〈−t∂t − x∂x + ku∂u, ∂x〉 (k �= 0);

A13
2.2 = 〈−t∂t + x∂x, ∂t + xu∂u〉; A14

2.2 = 〈x∂x, xu∂u〉;
A15

2.2 = 〈t∂t + x∂x, xu∂u〉;
A16

2.2 = 〈∂t + ∂x, etg(z)∂u〉, z = t − x, g �= 0;

A17
2.2 = 〈∂t, e

t∂u〉; A18
2.2 = 〈∂x, ex∂u〉;

A19
2.2 = 〈∂t + u∂u, e2t∂u〉; A20

2.2 = 〈∂t + xu∂u, e(1+x)t∂u〉;
A21

2.2 = 〈−u∂u, ∂t, g(t, x)∂u〉, g �= 0.

Realizations of the algebras A2.2 in the class of operators
(23). In this list we do not include those realizations which contain one-
dimensional subalgebras equivalent to Ã5

1, Ã6
1. We have:

Ã1
2.2 = 〈−t∂t − x∂x + mu∂u, ∂t + ∂x〉, m ∈ R;

Ã2
2.2 = 〈−t∂t + ∂u, ∂t〉; Ã3

2.2 = 〈−t∂t + mu∂u, ∂t〉;
Ã4

2.2 = 〈−t∂t − x∂x + mu∂u, ∂t〉, m ∈ R.

We remark that when we construct A2.2-invariant equations, we put
k = m + 1 in the system (24) for the realizations of Ã1

2.2, Ã3
2.2, Ã4

2.2.
Further, we use only those algebras which do not contain subalgebras
equivalent to A2

1, A5
1, A6

1. There are eight such algebras: A1
2.2, A2

2.2, A8
2.2,

A9
2.2, A10

2.2, A11
2.2, A12

2.2, A13
2.2. Then, substituting A8

2.2, A9
2.2, A10

2.2 into (21),
we find that HF = 0, which is a contradiction. All the other algebras
are invariance algebras of equations of the form (15).

A2.2-invariant equations of type (15).

A1
2.2 : F = z−1F̃ (ω), H = λz G = |z|−3/2G̃(ω),

F̃ ′ �= 0, z = t − x, ω = |z|−1/2u, λ �= 0,

A2
2.2 : F = z−1F̃ (ω), H = λz G = |z|k−3/2G̃(ω),
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F̃ ′ �= 0, z = t − x, ω = |z|k−1/2u, λk �= 0,

A11
2.2 : F = t−1F̃ (ω), H = λt G = |t|−3/2G̃(ω),

F̃ ′ �= 0, ω = |t|−1/2u, λ �= 0,

A12
2.2 : F = t−1F̃ (ω), H = λt G = |t|k−3/2G̃(ω),

F̃ ′ �= 0, ω = |t|k−1/2u, λk �= 0,

A13
2.2 : F = x3(λ − 2tx)F̃ (ω), H = x8λ − 2tx]−1,

G = etx|x|3/2G̃(ω) + 1
4x2u(λ − 2tx)2F̃ ,

F̃ ′ �= 0, ω = |x|1/2ue−tx, λ ∈ R.

A2.2-invariant equations of type (17).

Ã1
2.2 : F = F̃ (ω), G = |z|−(m+2)G̃(ω),

F̃ ′ �= 0, z = t − x, ω = |z|mu, m ∈ R,

Ã2
2.2 : F = e2uF̃ (x), G = e2uG̃(x), F̃ �= 0,

Ã3
2.2 : F = |u|4/(2m+1)F̃ (x), G = |u|(5+2m)/(2m+1)G̃(x),

F̃ �= 0, m �= − 1
2 ,

Ã4
2.2 : F = F̃ (ω), G = |x|−(m+2)G̃(ω),

F̃ ′ �= 0, ω = |x|m, m ∈ R.

Conclusion. It is clear from the above results that the successive in-
crease in dimension of the Lie algebra of invariance of the given equation
leads to a corresponding decrease in arbitrariness in the functions ente-
ring into the equation. This then allows us, at a certain stage, to use the
standard methods to obtain a complete solution of the problem of group
classification of equations of type (1). In particular, for equations of the
form (15) and (17), the A2-invariant equations contain arbitrary func-
tions of one variable, which then allows us to use the Lie–Ovsiannikov
method in order to obtain a complete list of equations of this type, and
whose algebras of invariance are solvable Lie algebras.
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Нелокальнi формули розмноження
розв’язкiв рiвняння синус-Гордона
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Одержаний ланцюжок односолiтонних розв’язкiв рiвняння синус-
Гордона за допомогою автоперетворень Беклунда.

Using Bäcklund autotransformations the chain of one-soliton solutions of
sine-Gordon equation is obtained.

1. Вступ. Розглянемо нелiнiйне хвильове рiвняння

u00 − u11 + sin u = 0, (1)

де u = u(x0, x1), яке в лiтературi вiдоме як рiвняння синус-Гордона
(СГ). Дане рiвняння виникло в диференцiальнiй геометрiї при описi
поверхонь вiд’ємної кривизни [1]. Потiм його почали використовува-
ти у фiзицi [2,3]. Особливо iнтенсивно рiвняння СГ застосовується в
теорiї солiтонiв [4, 5].
Добре вiдомi симетрiйнi властивостi рiвняння СГ. Максимальною

алгеброю iнварiантостi рiвняння синус-Гордoна (1) є алгебра Пуан-
каре AP (1, 1), базиснi елементи якої мають вигляд:

∂0 =
∂

∂x0
, ∂1 =

∂

∂x1
, J01 = x1∂0 + x0∂1. (2)

Зауваження. Оператори (2) породжують скiнченнi перетворення

x′
0 = αx + θ0, x′

1 = βx + θ1, u′ = u, (3)

де αx = α0x0 − α1x1, α2 = α2
0 − α2

1, α2 = −β2 = 1, αβ = 0.
Крiм того рiвняння СГ (1) iнварiантне вiдносно так званних СРТ

перетворень

C : x0 → x0, x1 → x1, u → −u,
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P : x0 → x0, x1 → −x1, u → u,

T : x0 → −x0, x1 → x1, u → u, (4)

та перетворень

x0 → x0, x1 → x1, u → u + 2πn, n ∈ Z. (5)

Тому всi викладки в цiй статтi будемо проводити з точнiстю до пе-
ретворень (3)–(5).
2. Побудова нелокальних формул розмноження розв’яз-

кiв. Ще наприкiнцi ХIХ столiття Беклунд [4] запропонував нело-
кальнi перетворення вигляду:(

2
u +

1
u

2

)
y

=
1
λ

sin
2
u − 1

u

2
,

(
2
u − 1

u

2

)
z

= λ sin
2
u +

1
u

2
(6)

для рiвняння СГ (1) записаного в конусних змiнних

uyz = sinu, (7)

де

y =
x1 + x0

2
, z =

x1 − x0

2
, (8)

1
u,

2
u – два рiзнi розв’язки рiвняння (7), λ – довiльна стала, iндекс бiля

функцiї внизу означає диференцiювання по вiдповiдному аргументу.
Оскiльки перетворення (6) зв’язують мiж собою два рiзнi розв’язки
рiвняння СГ, то вони є автоперетворенням Беклунда (АПБ). Так як
перетворення (6) задають неявний зв’язок мiж двома розв’язками

1
u,

2
u рiвняння (7), то їх важко використовувати для побудови точних
розв’язкiв цього рiвняння.
За допомогою АПБ (6) в лiтературi побудованi деякi точнi роз-

в’язки рiвняння (7), якi одержали назву солiтонних розв’язкiв (див.,
наприклад, [6]). Односолiтоннi та двохсолiтоннi розв’язки вiдповiдно
мають вигляд

u = 4arctan eθ1 ,

u = 4arctan
(

λ2 + λ1

λ2 − λ1

eθ1 − eθ2

1 + eθ1+θ2

)
, (9)

де θi = λiz + 1
λi

y + ci, λi, ci = const, i = 1, 2.
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Ми пропонуємо дещо iнший пiдхiд до знаходження розв’язкiв рiв-
няння СГ за допомогою АПБ (6). Нехай для простоти λ = 1. Введемо
функцiональний параметр τ = τ(y, z) за формулою:

τ = tan
2
u − 1

u

4
. (10)

Введення функцiонального параметру за формулою (10) дає можли-
вiсть записати зв’язок мiж розв’язками

1
u,

2
u рiвняння СГ в параме-

тричному виглядi. Сформулюємо це у виглядi наступної теореми.

Теорема 1. Якщо
1
u – розв’язок рiвняння (7), то його iнший роз-

в’язок
2
u знаходиться за формулою

2
u =

1
u + 4arctan τ, (11)

де τ = τ(y, z) – розв’язок системи диференцiальних рiвнянь

τy = − 1
2 (τ2 + 1)

1
uy + τ, τz = − 1

2 (τ2 − 1) sin
1
u + τ cos

1
u. (12)

Таким чином, згiдно даної теореми, побудову розв’язкiв рiвнян-
ня СГ пропонується здiйснювати в два етапи. Спочатку по вiдомому
розв’язку

1
u потрiбно знайти функцiональний параметр τ = τ(y, z),

як розв’язок системи диференцiальних рiвнянь (12), а потiм за до-
помогою розв’язку

1
u i знайденому по ньому параметру τ за форму-

лою (11) знаходимо
2
u – новий розв’язок рiвняння СГ.

На перший погляд формули (11), (12) спрощують знаходження
розв’язку

2
u, але в той же час для знаходження параметра τ потрiбно

проiнтегрувати систему диференцiальних рiвнянь (12), яка є систе-
мою рiвнянь Рiккатi. Добре вiдомо, що немає загального методу роз-
в’язування рiвнянь Рiккатi. Тому по складностi формули (11), (12)
напевно не поступаються формулам (6). Але нам вдалося помiти-
ти одну закономiрнiсть, яка дозволяє знаходити частинний розв’я-
зок рiвнянь Рiккатi (12) (див. лему нижче). Як вiдомо, наявнiсть
частинного розв’язку рiвняння Рiккатi дозволяє звести його до рiв-
няння Бернуллi, яке iнтегрується в квадратурах.
Якщо для побудови розв’язкiв рiвняння СГ формули (11), (12)

використовувати послiдовно декiлька разiв, то, в результатi, отри-
муємо рекурентнi формули вигляду

n+1
u =

n
u + 4arctan

n+1
τ , (13)
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n+1
τ y = − 1

2 ((
n+1
τ )2 + 1)

n
uy +

n+1
τ ,

n+1
τ z = − 1

2 ((
n+1
τ )2 − 1) sin

n
u +

n+1
τ cos

n
u, (14)

де
n
u – розв’язок рiвняння СГ на n-му кроцi,

n+1
u ,

n+1
τ – функцiї, якi

знайденi на (n + 1)-му кроцi. Ми помiтили зв’язок мiж розв’язками
системи рiвнянь Рiккатi (14) на рiзних кроках. Сформулюємо цей
зв’язок у виглядi наступного твердження.
Лема. Якщо в якостi початкового розв’язку в формулах (13), (14)
вибрати тривiальний розв’язок рiвняння синус-Гордона

0
u = 0, то

для системи (14) справедлива формула

n+1
τ 0(y, z) =

n
τ3(−y,−z),

де
n
τ3(y, z) – загальний розв’язок системи (14) на n-му кроцi,

n+1
τ 0(y, z) – частинний розв’язок системи (14) на (n + 1)-му кро-

цi, n = 1, 2, 3.
Опишемо знаходження точних розв’язкiв рiвняння (1).
1-крок. n = 1:

0
u = 0, тодi

1
u = 4arctan

1
τ ,

де функцiональний параметр
1
τ є розв’язком наступної системи ди-

ференцiальних рiвнянь iз вiдокремлюваними змiнними

1
τy =

1
τ ,

1
τz =

1
τ ,

розв’язавши яку, одержимо

1
τ = ey+z+c1 . (15)

Тодi
1
u = 4arctan ey+z+c1 , (16)

c1 – стала iнтегрування. Цей розв’язок в лiтературi вiдомий як од-
носолiтонний розв’язок рiвняння СГ.
Враховуючи перетворення (3), сталу iнтегрування c1 у формулах

(15), (16) можна опустити. Отже,

1
τ = ey+z,

1
u = 4arctan ey+z.
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2-крок. n = 2:

1
u = 4arctan ey+z, (17)
2
u =

1
u + 4arctan

2
τ , (18)

де параметр
2
τ є розв’язком системи рiвнянь Рiккатi наступного ви-

гляду:

2
τy = M((

2
τ)2 + 1) +

2
τ ,

2
τz = N((

2
τ)2 − 1) + L

2
τ , (19)

де

M = − 1
cosh(y + z)

, N =
sinh(y + z)
cosh2(y + z)

, L = 2 tanh2(y + z) − 1.

Використавши лему, маємо

2
τ0(y, z) =

1
τ3(−y,−z) = e−(y+z).

Зробивши замiну

2
τ = w + e−(y+z),

де w = w(y, z) – нова невiдома функцiя, систему (19) зводимо до
системи рiвнянь Бернуллi

cosh(y + z)wy = (sin(y + z) − 1)w − w2,

cosh2(y + z)wz = (sin2(y + z) − 1)w + sinh(y + z)w2. (20)

Загальний розв’язок системи (20) має вигляд

w =
2 cosh2(y + z)

ey+z(y − z + c2) − cosh(y + z)
. (21)

Отже, використавши (21), одержуємо, що

2
τ =

(y − z + c2)e−(y+z) + cosh(y + z)
y − z + c2 − e−(y+z) cosh(y + z)

, (22)
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де c2 – стала iнтегрування. Пiдставивши
2
τ ,

1
u, що заданi формулами

(22), (17) вiдповiдно, у формулу (18), одержуємо

2
u = 4arctan

−(y − z + c2)
cosh(y + z)

.

Аналогiчно, як i у формулах (15), (16), врахувавши перетворення (3),
можна вважати c2 = 0. Отже,

2
τ =

(y − z)e−(y+z) + cosh(y + z)
y − z − e−(y+z) cosh(y + z)

,

2
u = 4arctan

−(y − z)
cosh(y + z)

. (23)

Зауважимо, що розв’язок (23) одержаний в [7] iз двохсолiтонного
розв’язку (9), якщо в ньому перейти до границi при λ2 −→ λ1.
3-крок. n = 3:

2
u = 4arctan

−(y − z)
cosh(y + z)

, тодi
3
u =

2
u + 4arctan

3
τ .

Система рiвнянь Рiккатi для знаходження
3
τ має вигляд

3
τy = −2((y − z) sinh(y + z) − cosh(y + z))

B
((

3
τ)2 + 1) +

3
τ ,

3
τz =

2(y − z) cosh(y + z)A
B2

((
3
τ)2 − 1) +

+
A2 − 4(y − z)2 cosh2(y + z)

B2

3
τ , (24)

де

A = cosh2(y + z) − (y − z)2, B = cosh2(y + z) + (y − z)2.

Використавши лему, маємо

3
τ0(y, z) =

2
τ3(−y,−z) =

(y − z)ey+z − cosh(y + z)
y − z + ey+z cosh(y + z)

.

Зробивши замiну

3
τ = w +

(y − z)ey+z − cosh(y + z)
y − z + ey+z cosh(y + z)

,
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де w = w(y, z) – нова невiдома функцiя, систему (24) зводимо до
системи рiвнянь Бернуллi

wy =
βB − 4αC

βB
w − 2C

B
w2,

wz =
4(y − z)αA cosh(y + z) + β(A2− 4(y − z)2) cosh2(y + z)

βB2
w+

+
2(y − z)A cosh(y + z)

B2
w2, (25)

де

α = (y − z)ey+z − cosh(y + z), β = y − z + ey+z cosh(y + z),
C = (y − z) sinh(y + z) − cosh(y + z).

Розв’язавши (25), одержуємо

3
τ =

−2B2 + αK

βK
,

3
u = 4arctan e−(y+z) P + B

P − B
,

де

K = (y − z + ey+z cosh(y + z))((y − z)2e−(y+z) −
− 2(y − z) cosh(y + z) + f) − 4ey+z cosh4(y + z),

f = cosh(y + z)(e2(y+z) + 2) + (y + z + c)e−(y+z),

P = c + y + z + cosh(y + z) · sinh(y + z).

Bраховуючи зв’язок (8) мiж змiнними y, z та x0, x1, випишемо
одержаний нами ланцюжок розв’язкiв рiвняння СГ (1):

0 → 4 arctan ex1 → 4 arctan
−x0

cosh x1
→

→ 4 arctan
(

e−x1
c + x1 + cosh x1 sinh x1 + cosh2 x1 + x2

0

c + x1 + cosh x1 sinh x1 − cosh2 x1 − x2
0

)
.

Оскiльки графiки розв’язкiв
2
u,

3
u зберiгають форму єдиної хвилi

з ростом часової змiнної x0, то можна припустити, що цi розв’язки,
як i

1
u, є односолiтонними розв’язками рiвняння синус-Гордона.
3. Висновки. Таким чином, нами побудований алгоритм зна-

ходження розв’язкiв рiвняння синус-Гордона та за його допомогою
одержаний ланцюжок односолiтонних розв’язкiв даногo рiвняння.
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[4] Bäcklund A.V. Om ytor med konstant negativ krökning // Lund Universitets
Arsskrift. – 1883. – № 19. – P. 24–38.

[5] Zabusky N.J., Kruskal M.D. Interaction of solitons in a collisionless plasma and
the recurrence of initial states // Phys. Rev. Lett. – 1965. – 15. – P. 240–243.

[6] Новокшенов В.Ю. Математические модели в естествознании. – Уфа: УГАТ
ун-тa, 1999. – 98 с.

[7] Захаров В.Е., Манаков С.В., Новиков С.П., Питаевский Л.П. Теория соли-
тонов. Метод обратной задачи. – Москва: Наука, 1980. – 324 c.

Збiрник праць Iнституту математики НАН України 2006, т.3, N 2, 39–48

УДК 517.9

Symmetry, equivalence and integrable
classes of Abel equations
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Запропоновано пiдхiд для опису iнтегровних випадкiв рiвняння Абеля,
що базується на пiдвищеннi порядку та використаннi перетворень еквi-
валентностi для вiдповiдного звичайного диференцiального рiвняння
другого порядку. Розглянуто проблему лiнеаризацiї розглядуваного
класу рiвнянь.

We suggest an approach for description of integrable cases of the Abel
equations. It is based on increasing of the order of equations up to the
second one and using equivalence transformations for the corresponding
second-order ordinary differential equations. The problem of linearizability
of the equations under consideration is considered.

Introduction. A diversity of methods were developed to date for finding
solutions of nonlinear ordinary differential equations (ODE). Everybody
who encounters integration of a particular ODE uses, as a rule, the
accumulated databases (or reference books) of the classes of ODE and
methods for integration of them (e.g. [22, 29]). But if an ODE does not
belong to any of the described classes then it does not mean that there
is no approaches for finding solutions of this ODE in a closed form.
The symmetry approach is one of the most algorithmic approaches for

integration and lowering of the order of ODE that admit a certain nontri-
vial symmetry (see e.g. books [24,28] and review papers [19,35]). In the
framework of the symmetry approach (and its modifications) it is possi-
ble to obtain many of the known classes of integrable ODE. However,
the needs of the applications stimulate new research into development of
new methods for construction of ODE solutions in the closed form. The
works [2–9,12–19,25–27,29–35] may give an idea of current developments
and directions of research in the field of symmetry (algebraic) methods
for investigation of ODE.
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The problem of finding Lie symmetries for the first-order ODE is
equivalent to finding solutions for these equations, and for this reason
the direct application of the Lie method is complicated in the general
case. On of the well-known approaches in the cases when for a given ODE
it is not feasible (or not effective) to apply the Lie method directly, is
increasing of the order of the ODE under consideration (in particular, to
obtain a second-order ODE related to the respective ODE by a change
of variables). For examples of utilisation of such approach we can refer
to papers [2–6, 14, 25–27]. In such cases, if the “induced” equation of a
higher order admits a non-trivial Lie symmetry (that generated a non-
local symmetry for the initial equation), we can speak of so-called hidden
symmetries for an initial equation (for more details see [2–4]).
Main results. In this paper we study Abel equations having the

form

ṗ(f5(y)p + f0(y)) = p3f4(y) + p2f3(y) + pf2(y) + f1(y), (1)

where p = p(y), ṗ = dp
dy , fi, i = 0, . . . , 5, are arbitrary smooth functions

(with f1, f2, f3, f4, f5 not identically vanishing simultaneously). In view
of existence of the gauge transformation of multiplication by an arbitrary
function of y, any equation (1) can be reduced to one of the following
canonical forms (respectively, Abel equations of the first and the second
kind, see e.g. [1, 22,29]):

ṗ = p3f4(y) + p2f3(y) + pf2(y) + f1(y), (2)

ṗ(p + f0(y)) = p3f4(y) + p2f3(y) + pf2(y) + f1(y). (3)

Equations (2), (3) along with the Riccati equation are among the “simp-
lest” nonlinear first-order ODE that have extensive applications. At the
same time the problem of description of integrable classes of these equati-
ons stays within the focus of current research, and was previously consi-
dered in many papers (see e.g. [5, 6, 10–13,27,29,30,32–34,36]).
Note that the Abel equations of the first and the second kind (2), (3)

are related with each other by a local change of variables (namely, the
equation (3) can be reduced to the form (2) by means of the change of
variables p = 1/v(y) − f0). Besides, the well-known Riccati equation is
a partial case of equation (2).
Further we will consider the following second-order ODE

ÿ = ẏ4f4(y) + ẏ3f3(y) + ẏ2f2(y) + ẏf1(y), (4)
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ÿ(ẏ + f0(y)) = ẏ4f4(y) + ẏ3f3(y) + ẏ2f2(y) + ẏf1(y), (5)

where y = y(x), ẏ = dy
dx , ÿ = d2y

dx2 , related to the Abel equations (2)
and (3).
The substitution ẏ = p(y) reduces equations (4) and (5) respectively

to the Abel equations (2) and (3) (reduction of the order for equati-
ons (4) and (5)). Such reduction is induced by the Lie operator X1 = ∂x

(that corresponds to invariance of equations (4) and (5) with respect to
translations by the variable x). This is exactly the fact that explains why
we consider equations (4) and (5).
In the case when (4) or (5) are invariant with respect to another

operator (that is when (4) or (5) admit two-dimensional Lie algebras),
then equations (4) and (5) are integrable in the framework of the Lie
approach. And in this way we can obtain exact solutions of the equati-
ons (2) and (3) respectively.
Further we will consider only the equation (5) (since equations (2)–

(5) are interconnected – see Remark 3). Let (5) admit a two-dimensional
Lie algebra

L = 〈X1,X2〉, X1 = ∂x, X2 = ξ(x, y)∂x + η(x, y)∂y. (6)

We will consider a problem of description of inequivalent equations
(5) that are invariant with respect to two-dimensional Lie algebras of the
form (6) (non-equivalent realizations of the operator X2 in the algebra
(6) will determine canonical representatives for equation (5)).
It is well-known that any two-dimensional Lie algebra in the general

case, by means of choosing the basis operators X1 and X2 in an approp-
riate manner, may be reduced to four nonequivalent cases (see e.g. [19,
24, 28]). In the framework of our problem additional cases arise as we
have fixed the form of the operator X1.
So, it is quite straightforward to show that equation (5) may admit

a two-dimensional Lie algebra (6) only of one of the following types:

1. [X1,X2] = 0, rankL = 1;
2. [X1,X2] = 0, rankL = 2;
3. [X1,X2] = X1, rankL = 1;
4. [X1,X2] = X1, rankL = 2;
5. [X1,X2] = X2, rankL = 1;
6. [X1,X2] = X2, rankL = 2. (7)
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Further, utilising classification of two-dimensional algebras (7), we
obtain that equation (5) may admit only the following realizations of
two-dimensional Lie algebras (6):

1. X1 = ∂x, X2 = ξ(y)∂x, ξ(y) �≡ const;
2. X1 = ∂x, X2 = ξ(y)∂x + η(y)∂y,

ξ(y) �≡ const or ξ(y) ≡ 0, η(y) �= 0;
3. X1 = ∂x, X2 = (x + ξ(y))∂x, ξ(y) �≡ const or ξ(y) ≡ 0;
4. X1 = ∂x, X2 = (x + ξ(y))∂x + η(y)∂y,

ξ(y) �≡ const or ξ(y) ≡ 0, η(y) �= 0;
5. X1 = ∂x, X2 = exξ(y)∂x, ξ(y) �≡ 0;
6. X1 = ∂x, X2 = ex(ξ(y)∂x + η(y)∂y), η(y) �= 0. (8)

It is clear that using these realizations we can describe equations
of the form (5) that are invariant with respect to two-dimensional Lie
algebras (similarly as we have discussed in [32]). However, this way is
too cumbersome, and thus obtained types of equations (5) will be quite
complicated (functions fi, i = 0, . . . , 4 in (5) will be expressed through
coefficients of the operator X2 from realizations (8)).
It is straightforward to show that the most general transformations

that preserve the form of the operator X1 we look as follows:

t = x + ω(y), u = g(y), (9)

where ω(y), g(y) are arbitrary smooth functions, g(y) �≡ const.
After substitution (9) equation (5) takes the form

ü((1 − ω′f0)u̇ + f0g
′)g′2 =

=
(
f4 − ω′′(1 − ω′f0) − ω′f3 + ω′2f2 − ω′3f1

)
u̇4

+
(
g′f3 − ω′′g′f0 + g′′(1 − ω′f0) − 2ω′g′f2 + 3ω′2g′f1

)
u̇3

+
(
g′2f2 + g′′g′2f0 − 3ω′g′2f1

)
u̇2 + f1g

′3u̇, (10)

where ω′ = dω
dy , ω′′ = d2ω

dy2 , g′ = dg
dy , g′′ = d2g

dy2 (in addition in (10)
all functions of the variable y should be expressed as functions of the
variable u).
With (1 − ω′f0) �≡ 0 equation (10) belongs again to the class of

equations (5).
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Remark 1. With (1−ω′f0) ≡ 0 after the substitution (9), equation (5)
is transformed to the equation (4), that is reduced to the Abel equation
of the first kind (2).

Remark 2. It is possible to regard that (1 − ω′f0) �≡ 0 for the equa-
tion (5) as a result of the substitution (9) (we attain that by combination
of transformations (9)).

Thus (9) are equivalence transformations for (5), and, besides, these
transformations preserve the form of the operator X1 = ∂x in the algeb-
ra (6).

Remark 3. So, the transformations (9) are equivalence transformati-
ons for the class of equations (4)–(5). Moreover, if we prolongate these
transformations for u̇ = p then they form an equivalence transformati-
on group for (1) and include as a subgroup in the complete equivalence
group of class (1), which are formed by the transformations

ỹ = F (y), p̃ =
P1(t)p + Q1(t)
P2(t)p + Q2(t)

,

where F , P1, P2, Q1, Q2 are arbitrary analytic functions, and P1Q2 −
P2Q1 �= 0.

Thus, by means of transformations (9), realizations (8) of the algebra
(6) may be reduced to the simplest canonical form. The transformations
(9) in that process will not take us out of the class of equations (5).
By means of transformations (9) the realizations (8) of two-dimen-

sional Lie algebras (6) admitted for equation (5) are reduced to the
following canonical realizations:

1. X1 = ∂x, X2 = y∂x;
2. X1 = ∂x, X2 = ∂y;
3. X1 = ∂x, X2 = x∂x;
4. X1 = ∂x, X2 = x∂x + y∂y;
5. X1 = ∂x, X2 = ex∂x;
6. X1 = ∂x, X2 = ex(∂x + ∂y). (11)

In accordance to (11) we obtain the following integrable cases for
equation (5) that are non-equivalent with respect to (9):

1. ÿ = α(y)ẏ3;
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2. ÿ(ẏ + e) = dẏ4 + cẏ3 + bẏ2 + aẏ;

3. ÿ = α(y)ẏ2;

4. yÿ(ẏ + e) = dẏ4 + cẏ3 + bẏ2 + aẏ;

5. ÿ(ẏ + β(y)) = α(y)ẏ3 + (1 − α(y)β(y))ẏ2 − β(y)ẏ;
6. a) f0 = 0 :

ÿ = dey ẏ3 + (−3dey + c)ẏ2 + (−dey − (2c + 1) + be−y)ẏ

+ (−dey + (c + 1) − be−y + ae−2y);
b) f0 �= 0 :

ÿ(ẏ + α(y)) = −ẏ3 + (1 − α(y))ẏ2 + α(y)ẏ, (12)

where α(y), β(y) are arbitrary smooth functions, a, b, c, d, e are cons-
tants.
The case 6a in (12) may be simplified by means of the substitution

t = x, u = ey (see (9) and (10)).
Equations (12) determine non-equivalent cases of the form (5) that

admit two-dimensional algebras (11) up to equivalence transformati-
ons (9).
Thus, summarising the above, we come to the following scheme for

integration of the Abel equation (3):

• we increase the order of equation (3), considering a second-order
equation (5);

• if a corresponding equation (5) admits a two-dimensional Lie al-
gebra, then we reduce this algebra to one of the canonical forms
(11), and thus the equation is reduced to the respective canonical
forms (12);

• we integrate the canonical form (12);
• making reverse changes of variables we obtain the solution of the
Abel equation (3).

Case of Lie’s linearization test. According to results of S. Lie [23]
(see also [19–21]) second-order ODEs

ÿ = f(x, y, ẏ) (13)

can be reduced to the form

ü = 0, (14)
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by point change of variables

t = ϕ(x, y), u = ψ(x, y), u = u(t) (15)

if equations (13) is at most cubic in the first derivative, i.e. only if equati-
ons (13) has the form

ÿ + F3(x, y)ẏ3 + F2(x, y)ẏ2 + F1(x, y)ẏ + F (x, y) = 0, (16)

where

F3(x, y) =
ϕyψyy − ψyϕyy

ϕxψy − ϕyψx
,

F2(x, y) =
ϕxψyy − ψxϕyy + 2(ϕyψxy − ψyϕxy)

ϕxψy − ϕyψx
,

F1(x, y) =
ϕyψxx − ψyϕxx + 2(ϕxψxy − ψxϕxy)

ϕxψy − ϕyψx
,

F (x, y) =
ϕxψxx − ψxϕxx

ϕxψy − ϕyψx
. (17)

For given function F3(x, y), F3(x, y), F1(x, y) and F (x, y) linearization is
possible iff the over-determined system (17) is integrable. S. Lie proved
that system (17) is integrable iff the following auxiliary system for w
and z

∂w

∂x
= zw − FF3 − 1

3
∂F1

∂y
+

2
3

∂F2

∂x
,

∂w

∂y
= −w2 + F2w + F3z +

∂F3

∂x
− F1F3,

∂z

∂x
= z2 − Fw − F1z +

∂F

∂y
+ FF2,

∂z

∂y
= −zw + FF3 − 1

3
∂F2

∂x
+

2
3

∂F1

∂y
(18)

is compatible. The compatibility conditions for this system have the form

3(F3)xx − 2(F2)xy + (F1)yy =

= (3F1F3 − F 2
2 )x − 3(FF3)y − 3F3Fy + F2(F1)y,

3Fyy − 2(F1)xy + (F2)xx =
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= 3(FF3)x − 3(FF2 − F 2
1 )y + 3F (F3)x − F1(F2)x (19)

(subscripts x and y denote differentiations with respect to x and y,
respectively).
So, following [20, 21] a necessary and sufficient condition of lineari-

ziation for equations of form (16) is that functions F3(x, y), F2(x, y),
F1(x, y) and F (x, y) satisfy the conditions (19).
In case f0(y) ≡ 0 equations (5) is partial case of (16), i.e. have the

following form

ÿ = ẏ3f4(y) + ẏ2f3(y) + ẏf2(y) + f1(y). (20)

This equations can be linearizable if f4(y), f3(y), f1(y) and f1(y) satisfy
the conditions (following (19))

(f2)yy = 3(f1f4)y + 3f4(f1)y − f3(f2)y,

3(f1)yy = 3(f1f3 − f2
2 )y. (21)

And point transformations (15) which linearizing (20) can be found from
system (17).
Let us note that a second-order ODE is linearizable iff it admits an

eight-dimensional Lie algebra. So, any linearizable equation (20) belongs,
up to equivalence transformations (9), belong to the set of equations (12).
Conclusion. It is obvious from the above that there is an alternative

way for generation of new integrable cases of the Abel equation based on
utilisation of the relation between the Abel equations of the first and the
second kind, and relation between the equations (4) and (5) by means
of the transformations (9). Thus, starting from some integrable Abel
equation (that is of such equation for which the solution is known) it is
possible to obtain new integrable cases of the Abel equations (solutions
of these equations will be related through transformations (9)). It would
be possible to use for this purpose even the well-known Riccati equation
that is a partial case of the equation (2) (for generation of integrable
Riccati equations an approach that is proposed in [30] may be used).
We hope that new results for classification of integrable classes of

ODE may be obtained also using our classification of inequivalent reali-
zations of real low-dimensional Lie algebras [31].

The author is grateful to Roman Popovych and Irina Yehorchenko for
useful discussions and interesting comments.
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Групова класифiкацiя рiвнянь
реакцiї-дифузiї зi змiнними
коефiцiєнтами та квадратичною
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Виконано групову класифiкацiю рiвнянь реакцiї-дифузiї зi змiнними
коефiцiєнтами та квадратичною нелiнiйнiстю. Знайдено звичайну та
узагальнену розширену групи еквiвалентностi, що дозволяє спростити
результати класифiкацiї та подальшi їх застосування. Отриманi лiїв-
ськi симетрiї використано для вiдшукання точних розв’язкiв дослiджу-
ваного рiвняння.

Group classification of variable coefficient reaction-diffusion equations with
quadratic nonlinearity is carried out. Usual and generalized extended equi-
valence groups are also found. These allow to simplify results of classificati-
on and further applications of them. The obtained Lie symmetries are used
to construct exact solutions of equations for the class under consideration.

1. Вступ. Починаючи з роботи Л.В. Овсяннiкова [1], де було запро-
поновано метод розв’язування задачi групової класифiкацiї та за-
стосовано його до нелiнiйного рiвняння теплопровiдностi, з’явилося
багато робiт, присвячених дослiдженню рiвнянь дифузiйного типу з
симетрiйної точки зору (див., наприклад, [2–8]).
Часто у якостi моделей рiзноманiтних процесiв в фiзицi, хiмiї [9,

10] та бiологiї [11] виступають рiвняння реакцiї-дифузiї зi змiнними
коефiцiєнтами та степеневими нелiнiйностями вигляду

f(x)ut = (g(x)unux)x + h(x)um, (1)

де f = f(x), g = g(x) та h = h(x) – довiльнi гладкi функцiї своїх
аргументiв, f(x)g(x) �= 0, n та m – довiльнi константи.
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Нещодавно в [12] було виконано вичерпну групову класифiкацiю
рiвнянь (1) з n �= 0, а також здiйснено класифiкацiю допустимих
перетворень та законiв збереження цього класу.
При дослiдженнi групових властивостей рiвнянь з класу (1) з лi-

нiйним дифузiйним коефiцiєнтом (тобто з параметром n = 0) видi-
ляється пiдклас з квадратичною нелiнiйнiстю m = 2, а саме клас

f(x)ut = (g(x)ux)x + h(x)u2, h(x) �= 0. (2)

Вiн має бiльш широку, у порiвняннi з iншими значеннями пара-
метра m, групу еквiвалентностi, а також вирiзняється пiд час групо-
вої класифiкацiї бiльш складними визначальними рiвняннями на кое-
фiцiєнти iнфiнiтезимального оператора та довiльнi елементи класу.
В цiй роботi розв’язана задача групової класифiкацiї рiвнянь ви-

ду (2). При цьому використано пiдхiд, пов’язаний з калiбруванням
довiльних елементiв та наступним вiдображенням отриманого класу
в iнший, для якого задача групової класифiкацiї спрощується. Також
побудовано точнi розв’язки рiвнянь, що допускають розширення ал-
гебри лiївських симетрiй.
2. Перетворення еквiвалентностi та вибiр дослiджувано-

го класу. Звичайну групу еквiвалентностi G∼ класу (2) складають
невиродженi точковi перетворення в просторi змiнних (t, x, u, f, g, h)
вигляду

t̃ = T t(t, x, u),
x̃ = T x(t, x, u),
ũ = Tu(t, x, u),

f̃ = T f (t, x, u, f, g, h),
g̃ = T g(t, x, u, f, g, h),
h̃ = Th(t, x, u, f, g, h),

якi перетворюють будь-яке рiвняння з класу (2) на функцiю u =
u(t, x) з довiльними елементами (f, g, h) в рiвняння з того ж класу
на функцiю ũ = ũ(t̃, x̃) з новими довiльними елементами (f̃ , g̃, h̃).

Теорема 1. Група G∼ складається з перетворень

t̃ = δ1t + δ2, x̃ = ϕ(x), ũ = δ3u,

f̃ =
δ0δ1

δ3ϕx
f, g̃ =

δ0ϕx

δ3
g, h̃ =

δ0

δ2
3ϕx

h,

де δj (j = 0, 1, 2, 3) – довiльнi сталi, δ0δ1δ3 �= 0, ϕ – довiльна гладка
функцiя змiнної x, ϕx �= 0.

Групова класифiкацiя рiвнянь реакцiї-дифузiї 51

Виявляється, що клас (2) допускає перетворення еквiвалентностi,
що не належать до групи G∼ i складають разом зi звичайними пе-
ретвореннями еквiвалентностi узагальнену розширену групу еквiва-
лентностi. Обмеження на перетворення з групи еквiвалентностi мо-
жуть бути послабленi в двох напрямках. По-перше, допускається, що
перетворення змiнних t, x, u можуть залежати вiд довiльних елемен-
тiв f , g та h (префiкс “узагальнена” [13]). По-друге, явна форма нових
довiльних елементiв (f̃ , g̃, h̃) може визначатися через (t, x, u, f, g, h)
якимось нелокальним способом (префiкс “розширена”). Повну (у цьо-
му сенсi) узагальнену розширену групу еквiвалентностi Ĝ∼ класу (2)
побудовано, використовуючи прямий метод [14].
Теорема 2. Група Ĝ∼ складається з перетворень

t̃ = δ1t + δ2, x̃ = ϕ(x), ũ = ψ(x)u + χ(x),

f̃ =
δ0δ1

ϕxψ2
f, g̃ =

δ0ϕx

ψ2
g, h̃ =

δ0

ϕxψ3
h,

де δj (j = 0, 1, 2) – довiльнi сталi, δ0δ1 �= 0; ψ(x) – гладкий розв’язок
нелiнiйного звичайного диференцiального рiвняння (ЗДР) четвер-
того порядку[

g

ψ2

(
ψ2

2h

(
gψx

ψ2

)
x

)
x

]
x

=
ψ

4h

[(
gψx

ψ2

)
x

]2
(3)

та χ = −ψ2

2h

(
gψx

ψ2

)
x

.

Рiвняння (3) має частинний розв’язок ψ(x) =
(
δ3

∫
dx

g(x) + δ4

)−1 з
вiдповiдним χ(x) = 0, завдяки чому можна побудувати пiдгрупу гру-
пи Ĝ∼ з перетвореннями у явному виглядi. Ця пiдгрупа є ширшою
за звичайну групу еквiвалентностi G∼.
Наявнiсть довiльної функцiї ϕ(x) в перетвореннях еквiвалентно-

стi з групG∼ та Ĝ∼ дозволяє спростити задачу групової класифiкацiї
класу (2), зменшивши в ньому кiлькiсть довiльних елементiв.
Наприклад, перетворення

t̃ = t, x̃ =
∫

dx

g(x)
, ũ = u

з групи G∼ вiдображує (2) в клас f̃(x̃)ũt̃ = ũx̃x̃ + h̃(x̃)ũ2 з новими
довiльними елементами f̃(x̃) = f(x)g(x), g̃(x̃) = 1 та h̃(x̃) = g(x)h(x).
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Взагалi кажучи, перетвореннями з G∼ можна вiдкалiбрувати
будь-який довiльний елемент класу (2) в одиницю. Незважаючи на
те, що найбiльш вдалою здається калiбровка g = 1, задача групової
класифiкацiї класу f(x)ut = uxx + h(x)u2 залишається складною.
Виходом з даної ситуацiї є вiдображення класу (2) деяким невиро-
дженим перетворенням, що не належить до груп еквiвалентностi G∼

та Ĝ∼, в клас, для якого задача групової класифiкацiї є бiльш лег-
кою. Для цього спочатку перетворенням з групи G∼ вiдкалiбруємо
довiльнi елементи класу (2) таким чином, щоб коефiцiєнт g(x) в но-
вому класi спiвпадав з f(x). З теореми 1 випливає, що це можна
зробити перетворенням

t̃ = t, x̃ =
∫ ∣∣∣∣f(x)

g(x)

∣∣∣∣ 12 dx, ũ = u. (4)

Таким чином, не втрачаючи загальностi, можна обмежитися дослi-
дженням класу

f(x)ut = (f(x)ux)x + h(x)u2 (5)

з h(x) �= 0, оскiльки всi результати (симетрiї, точнi розв’язки) отри-
манi для цього класу можна поширити для класу (2) перетворен-
ням (4).
Узагальнену розширену групу еквiвалентностi класу (5) можна

знайти з теореми 2, поклавши у формулах перетворень довiльних
елементiв f̃ = g̃ та f = g. Отриманий результат сформульовано у
виглядi наступної теореми.
Теорема 3. Клас рiвнянь (5) допускає узагальнену розширену групу
еквiвалентностi Ĝ∼

1 , що складається з перетворень

t̃ = δ1
2t + δ2, x̃ = δ1x + δ3, ũ = ψ(x)u + χ(x),

f̃ =
δ0δ1

ψ2
f, h̃ =

δ0

δ1ψ3
h,

де δj (j = 0, 1, 2, 3) – довiльнi сталi, δ0δ1 �= 0. ψ(x) – гладкий розв’я-
зок нелiнiйного ЗДР четвертого порядку[

f

ψ2

(
ψ2

2h

(
fψx

ψ2

)
x

)
x

]
x

=
ψ

4h

[(
fψx

ψ2

)
x

]2
,
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а функцiя χ визначається за формулою χ = −ψ2

2h

(
fψx

ψ2

)
x

.

Використання перетворень з групи Ĝ∼
1 дозволяє суттєво спрости-

ти результати групової класифiкацiї рiвнянь (5).
Далi в класi (5) зробимо замiну залежної змiнної

v(t, x) =
√
|f(x)|u(t, x) − (

√|f(x)|)xx|f(x)|
2h(x)

. (6)

При цьому (5) вiдображується в клас

vt = vxx + H(x)v2 + G(x), (7)

де довiльнi елементи H(x) та G(x) виражаються через функцiї f(x)
та h(x) за формулами

H(x) = h(x)|f(x)|− 3
2 , (8)

G(x) =

(
(
√|f(x)|)xx|f(x)|

2h(x)

)
xx

− ((
√|f(x)|)xx)2

√|f(x)|
4h(x)

. (9)

Таким чином, задачу групової класифiкацiї рiвнянь реакцiї-дифу-
зiї (2) зведено до отримання такої класифiкацiї для рiвняння (7),
група еквiвалентностi G∼

HG якого складається з перетворень

t̃ = δ1
2t + δ2, x̃ = δ1x + δ3, ṽ = δ4v,

H̃ =
H

δ1
2δ4

, G̃ =
δ4G

δ1
2 .

Тут δj (j = 1, 2, 3, 4) – довiльнi сталi, δ1δ4 �= 0.
В наступному параграфi наведено результати класифiкацiї рiв-

нянь (7) та за ними вiдновлено групову класифiкацiю класу (5).
3. Лiївськi симетрiї. Групову класифiкацiю класу рiвнянь (7)

виконаємо за класичним алгоритмом [15,16]. Нехай iнфiнiтезималь-
ний оператор

Q = τ(t, x, v)∂t + ξ(t, x, v)∂x + η(t, x, v)∂v

породжує групу симетрiй рiвняння (7). Тодi з iнфiнiтезимального
критерiю iнварiантностi пiсля переходу на многовид, заданий в про-
довженому просторi рiвнянням (7), та розщеплення за незв’язаними
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змiнними отримаємо такi визначальнi рiвняння на коефiцiєнти опе-
ратора Q:

τx = τv = ξv = ηvv = 0, τt = 2ξx, ξt = ξxx − 2ηxv, (10)

ηt = ηxx − (ηv − τt)(Hv2 + G) + 2ηHv + ξHxv2 + ξGx. (11)

Розв’язуючи рiвняння (10), знаходимо τ = τ(t),

ξ = 1
2τtx + σ(t), η =

(− 1
8τttx

2 − 1
2σtx + ζ(t)

)
v + η0(t, x).

Пiдставляючи отриманi форми коефiцiєнтiв τ , ξ, η в рiвняння (11) i
розщеплюючи його за змiнною v, отримуємо класифiкуючи умови,(

1
2τtx + σ

)
Hx =

(
1
8τttx

2 + 1
2σtx − ζ − τt

)
H,

2η0H = − 1
8τtttx

2 − 1
2σttx + ζt + 1

4τtt,(
1
2τtx + σ

)
Gx = − ( 1

8τttx
2 + 1

2σtx − ζ + τt

)
G + η0

t − η0
xx,

що дають подальшi обмеження на коефiцiєнти оператора Q в зале-
жностi вiд вигляду функцiй H та G. Якщо не фiксувати функцiї H
та G, то, розщеплюючи в останнiх рiвняннях за цими функцiями та
їх похiдними, отримуємо τt = 0, σ = ζ = η0 = 0. З цього випливає,
що ядром основних груп рiвнянь з класу (7) є група Лi, алгебра Лi
якої Aker = 〈∂t〉. Всi можливi випадки розширення ядра основних
груп класу (7) перераховано в табл. 1 з точнiстю до перетворень
еквiвалентностi з групи G∼

HG.
Перетворення (6) є невиродженим точковим перетворенням кла-

су (5) в (7). При цьому базиснi елементи алгебри Лi iнварiантностi
рiвнянь (5) отримуються з вiдповiдних елементiв алгебри Лi рiвня-
ння (7) за формулою

Q̃ = τ∂t+ ξ∂x+

[
ξ

((
(
√|f |)xx

√|f |
2h

)
x

− vfx

2f
√

f

)
+

η√|f |

]
∂u, (12)

в яку треба пiдставити v з (6). Тут τ , ξ та η – коефiцiєнти операторiв
з табл. 1 при ∂t, ∂x та ∂v.
Вiдображення (6) не є взаємооднозначним, бо прообразом кожно-

го рiвняння з (7) є чотирипараметрична сiм’я рiвнянь з класу (5).
Кожна така сiм’я складається з рiвнянь, що еквiвалентнi мiж собою
вiдносно перетворень еквiвалентностi класу (5) наведених у теоре-
мi 3. Для того, щоб розв’язати задачу групової класифiкацiї класу (5)
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Таблиця 1. Результати групової класифiкацiї класу рiвнянь
vt = vxx + H(x)v2 + G(x), H(x) �= 0.

№ H(x) G(x) Базис Amax

0 ∀ ∀ ∂t

1 δeqx a1e−qx ∂t, ∂x − qv∂v

2 δeqx q4

4δ
e−qx ∂t, ∂x − qv∂v ,

2t∂t + (x + 2qt)∂x −
(
(qx + 2q2t + 2)v +

q2

δeqx

)
∂v

3 δxk a2x−(k+4) ∂t, 2t∂t + x∂x − (k + 2)v∂v

4 δxkepx2
G1(x) ∂t, e8pt

[
∂t + 4px∂x

−4p
(
(2px2 + k + 2)v +

2p(4px2+2k+3)

δxkepx2

)
∂v

]
5 δepx2

G2(x) ∂t, e4pt
[
∂x − 2px

(
v + 2p

δepx2

)
∂v

]
,

e8pt
[
∂t + 4px∂x − 8p

(
(px2 + 1)v +

p(4px2+3)

δepx2

)
∂v

]
δ = ±1modG∼

HG; k �= 0, p �= 0, a1 �= q4

4δ
; a2, q – довiльнi сталi.

У випадку 2 q �= 0, якщо a1 = 0. У випадку 4 k може бути 0, якщо a2 �= 0.

G1(x) =
p2(2px2 + 1)(2px2 − 11) + 8kp3x2 + 2k(3k − 5)p2

δxkepx2 +

k(k + 1)(2k + 3)px2 + a2

δxk+4epx2 ; G2(x) =
p2(2px2 + 1)(2px2 − 11)

δepx2 .

Таблиця 2. Частиннi розв’язки рiвняння (13).

№ H(x) G(x) F (x)

1 δeqx a1e−qx b1

2 δeqx q4

4δ
e−qx −q2

3 δxk a2 x−(k+4) b2 x−2

4 δxkepx2
G1(x) −(2px2(2px2 + 2k + 3) − b3) x−2

5 δepx2
G2(x) −4p2x2 − 6p

b1 = −q2 ±
√

q4 − 4δa1,
b2 = −(k + 2)(k + 3) ±√(k + 2)2(k + 3)2 − 4δa2,
b3 = −(k + 2)(k + 3) ±√(k + 2)2(k + 3)2 − 4a2.
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з точнiстю до перетворень еквiвалентностi з групи Ĝ∼
1 достатньо зна-

йти по одному представниковi з сiмей рiвнянь, що перетворенням (6)
вiдображаються до рiвнянь класу (7) з коефiцiєнтами H(x) та G(x)
наведеними у табл. 1. Тобто для кожної пари (H(x), G(x)) з табл. 1.
достатньо знайти пару функцiй (f(x), h(x)), що задовольняють умо-
вам (8) та (9).
Виразивши з (8) функцiю h(x) та пiдставивши її в диференцiаль-

не рiвняння (9), отримуємо нелiнiйне ЗДР четвертого порядку на
невiдому функцiю f(x). Для того, щоб спростити задачу вiдшукан-
ня частинних розв’язкiв отриманого рiвняння, зведемо його до ЗДР
другого порядку

(
F

2H

)
xx

+
F 2

4H
+ G(x) = 0 (13)

замiною F (x) = − (
√|f(x)|)xx√|f(x)| . Частиннi розв’язки рiвняння (13) для

вiдповiдних H(x) та G(x) з табл. 1 наведено у табл. 2.
Тепер задача вiдшукання функцiї f(x) зводиться до розв’язання

ЗДР другого порядку

(
√

|f(x)|)xx + F
√

|f(x)| = 0 (14)

для кожного значення функцiї F (x) з табл. 2. Нижче наведено за-
гальнi розв’язки рiвняння (14) для вiдповiдних функцiй F (x).

1. F = b1:

f(x) =

⎧⎪⎨⎪⎩
(c1x + c2)2, b1 = 0,

(c1 sin
√

b1x + c2 cos
√

b1x)2, b1 > 0,

(c1 sinh
√−b1x + c2 cosh

√−b1x)2, b1 < 0.

2. F = −q2:

f(x) =

{
(c1x + c2)2, q = 0,

(c1 sinh |q|x + c2 cosh |q|x)2, q �= 0.
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3. F =
b2

x2
:

f(x) =

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
(c1x + c2)2, b2 = 0,

x(c1 + c2 ln |x|)2, b2 = 1
4 ,

x(c1 sin(α ln |x|) + c2 cos(α ln |x|))2, b2 > 1
4 ,

x(c1|x|α + c2|x|−α)2, b2 < 1
4 , b2 �= 0,

де α = 1
2

√|1 − 4b2|.
4. F = −4p2x2 − 2p(2k + 3) +

b3

x2
:

f(x) =
1
x

(
C1Mκ,μ(2px2) + C2Wκ,μ(2px2)

)2

,

де κ = −2k + 3
4

, μ =
√

1 − 4b3

4
;Mκ,μ, Wκ,μ – функцiї Уiттекера (див.,

наприклад, [17]). Якщо b3 = −(k + 2)(k + 3), то для рiвняння (14)
вiдомий частинний розв’язок f(x) = x−2(k+2)e−2px2

.
5. F = −4p2x2 − 6p :

f(x) =
[
C1 x epx2

+ C2

(√
2pπ x epx2

Erf
(√

2px
)

+ e−px2
)]2

,

де Erf(z) = 2√
π

∫ z

0
e−t2dt – функцiя помилок (див., наприклад, [17]).

Зауваження 1. Вище наголошувалось, що для повної групової кла-
сифiкацiї потрiбнi лише частиннi розв’язки рiвняння (14), але на-
ведено загальнi розв’язки цього рiвняння. Це зумовлено тим, що
узагальнена розширена група еквiвалентностi Ĝ∼

1 досить складна i
еквiвалентнiсть окремих рiвнянь з класу (5) не завжди очевидна. З
загальних розв’язкiв цей зв’язок легко бачити. Наприклад, значен-
ню F (x) = −1 (випадок 1, b1 = −1) вiдповiдають, зокрема, значення
f(x) = sinh2x та f(x) = cosh2x. Це означає, що рiвняння

sinh2xut = (sinh2xux)x + δeqx sinh3xu2

еквiвалентно рiвнянню

cosh2x̃ ũt̃ = (cosh2x̃ ũx̃)x̃ + δeqx̃ cosh3x̃ ũ2.
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З теореми 3 знаходимо перетворення

t̃ = t, x̃ = x, ũ = tanhxu,

яке дозволяє з симетрiй (див. табл. 3) та точних розв’язкiв другого
з цих рiвнянь знайти подiбнi результати для першого.

Таблиця 3. Результати групової класифiкацiї класу рiвнянь
f(x)ut = (f(x)ux)x + h(x)u2, f(x)h(x) �= 0.

№ f(x) h(x) Базис Amax

0 ∀ ∀ ∂t

1.1 1 δeqx ∂t, ∂x − qu∂u

1.2 cos2 x δeqx cos3 x ∂t, ∂x − (q − tan x) u∂u

1.3 cosh2 x δeqx cosh3 x ∂t, ∂x − (q + tanh x) u∂u

2.1 1 δ ∂t, ∂x, 2t∂t + x∂x − 2u∂u

2.2 cosh2 qx δeqx cosh3 qx ∂t, ∂x − q (1 + tanh qx) u∂u,

2t∂t + (x + 2qt)∂x−
(2 + q(x + 2qt)(1 + tanh qx)) u∂u

3.1 xβ δxγ ∂t, 2t∂t + x∂x − (2 − β + γ)u∂u

3.2 x cos2(αln |x|) δxγ cos3(αln |x|) ∂t, 2t∂t + x∂x−
(γ + 1 − α tan(α ln |x|)) u∂u

4.1 xβe−rx2
δxβ−2e−rx2

∂t, e4rt (∂t + 2rx∂x)

4.2 x−1f1(x)2
δepx2

f1(x)3

x
3
2−k

∂t, e8pt
[
∂t + 4px∂x − 4p

(
4px2+

2k + 3 +
f2(x)
f1(x)

(
2μ − k − 1

2

))
u∂u

]
5 x2erx2

δx3e2rx2
∂t, e2rt

(
∂x − 2rx2+1

x
u∂u

)
,

e4rt
(
∂t + 2rx∂x − 2r(2rx2 + 3)u∂u

)
δ = ±1; α, β, γ, p, r �= 0; q, k – довiльнi сталi. У випадках 1.1 та 2.2 q �= 0.

У випадку 1.3 q �= 1. У випадку 3.1 (β, γ) �= {(−6,−9), (0, 0), (2, 3), (8, 12)}.
f1(x) = Mκ,μ(2px2), f2(x) = Mκ+1,μ(2px2) – функцiї Уiттекера,

де κ = −2k + 3

4
, μ =

√
1 − 4b3

4
.
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Вибираючи найбiльш простi частиннi розв’язки рiвняння (14) з
вищенаведених загальних та знаходячи вiдповiднi їм функцiї h(x)
з алгебраїчного рiвняння (8), отримуємо усi нееквiвалентнi вiдно-
сно групи Ĝ∼

1 випадки розширення ядра основних груп в класi рiв-
нянь (5). Базиснi оператори максимальної алгебри iнварiантностi
для цих випадкiв вiдновлено з вiдповiдних операторiв, наведених у
табл. 1, за формулою (12). Ядром основних груп рiвнянь з класу (5)
є група зсувiв за змiнною t.
Результати групової класифiкацiї представлено у табл. 3. Нуме-

рацiя випадкiв табл. 3 показує, з яких випадкiв табл. 1 їх отримано.
Для зручностi у деяких випадках табл. 3 введено новi сталi, а саме,
у випадку 3.2 k+ 3

2 позначено через γ, а у випадку 4.1 β = −2(k+2).
У випадках 4.1 та 5 r = 2p.

Зауваження 2. Всi випадки, отриманi з випадку 3 табл. 1 за умови
b2 ≤ 1

4 , об’єднано в один випадок 3.1 табл. 3. Параметри (β, γ) не
дорiвнюють (0, 0), оскiльки при цих значеннях маємо тривимiрну
максимальну алгебру iнварiантностi (випадок 2.1 табл. 3.). Також
(β, γ) �= {(−6,−9), (2, 3), (8, 12)}, оскiльки цi випадки еквiвалентнi
2.1 вiдносно перетворень з групи Ĝ∼

1 .

3. Точнi розв’язки. Оператори симетрiї, отриманi при розв’я-
заннi задачi групової класифiкацiї, можна використовувати для по-
будови точних розв’язкiв рiвнянь з класiв (5) та (7). Метод реду-
кцiї за оптимальною сиcтемою пiдалгебр максимальної алгебри Лi
iнварiантностi добре вiдомий i достатньо алгоритмiчний (див., на-
приклад, [15, 16]). За допомогою цього методу побудовано наступнi
точнi розв’язки рiвнянь з класу (7).

1. H = δeqx, G = a1e
−qx: v = −q2 + 2θ tanh(θt)

2δeqx
,

v = −q2 + 2θ coth(θt)
2δeqx

, v =
−q2 ± 2θ

2δeqx
, де θ =

1
2

√
q4 − 4a1δ.

2. H = δeqx, G =
q4

4δ
e−qx: v = −q2t + 2

2δteqx
, v = − q2

2δeqx
.

3. H = δxk, G =
a2

xk+4
: v =

b2

2δxk+2
.

4. H = δxkepx2
, G = G1(x): v = −2px2(2px2 + 2k + 3) − b3

2δxk+2epx2 .
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5. H = δepx2
, G = G2(x): v = −p(2px2 + 3)

δepx2 ,

v = −px2(2px2 + 3) + 6
δx2epx2 , v = −p

(
(2px2 − 5)e−8pt + 2px2 + 3

)
δ(e−8pt + 1)epx2 .

Визначення функцiй G1(x), G2(x) та сталих b2, b3 наведено пiсля
таблиць 1 та 2 вiдповiдно.
Частиннi розв’язки рiвняння (5) можна знайти, як перетворюючи

вiдповiднi розв’язки рiвнянь з класу (7), так i безпосередньо методом
редукцiї. Нижче наведено деякi точнi розв’язки рiвнянь з класу (5),
отриманi в рамках цих пiдходiв.

1.1. f = 1, h = δeqx: u = −q2

δ
e−qx,

u = −θ(1 + tanh(θ t))
δeqx

, u = −θ(1 + coth(θ t))
δeqx

, де θ =
q2

2
.

1.2. f = cos2 x, h = δeqx cos3 x: u = − 2θ

δeqx cos x
,

u = −θ(1 + tanh(θ t))
δeqx cos x

, u = −θ(1 + coth(θ t))
δeqx cos x

, де θ =
q2 + 1

2
.

1.3. f = cosh2 x, h = δeqx cosh3 x: u = − 2θ

δeqx cosh x
,

u = −θ(1 + tanh(θ t))
δeqx cosh x

, u = −θ(1 + coth(θ t))
δeqx cosh x

, де θ =
q2 − 1

2
.

2.1. f = 1, h = δ: u = − 1
δt

, u = − 6
δx2

.

2.2. f = cosh2 qx, h = δeqx cosh3 qx: u = − e−qx

δt cosh(qx)
.

3.1. f = xβ , h = δxγ : u =
(2β − 3 − γ)(2 − β + γ)

δx2−β+γ
.

3.2. f = x cos2(α ln |x|), h = δxγ cos3(α ln |x|):

u = − (γ + 1)2 + α2

δ cos(α ln |x|) x−(γ+1).

4.1. f = x βe−rx2
, h = δx β−2e−rx2

: u = z(ω), де ω = xe−2rt,

а z задовольняє рiвняння ω2zωω + βωzω + δz2 = 0.
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Якщо β = 1, то u = − 6
δ(ln |x| − 2rt)2

.

5. f = x2erx2
, h = δx3e2rx2

: u =
4re−rx2

δx (e4rt + 1)
, u = −6e−rx2

δx3
.

Використовуючи перетворення еквiвалентностi, з вищенаведених
розв’язкiв можна отримати точнi розв’язки для складнiших рiвнянь
реакцiї-дифузiї з квадратичною нелiнiйнiстю.

Авторка вдячна Р.О. Поповичу за кориснi дискусiї та iдею вико-
ристання перетворень класiв рiвнянь для спрощення задачi групової
класифiкацiї. Робота була частково пiдтримана грантом Президен-
та України для пiдтримки наукових дослiджень молодих вчених
GP/F11/0061.
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Iнтегровнi геодезiйнi потоки
на двовимiрнiй сферi, породженi
одновимiрними багаточастинковими
системами
А.Я. ВУС

Львiвський нацiональний унiверситет iменi Iвана Франка, Львiв
E-mail: matmod@franko.lviv.ua

Розглянуто питання iснування додаткового першого iнтеграла геоде-
зiйного потоку рiманової метрики на двовимiрнiй сферi. Отримано яв-
ний вигляд вiдповiдних метрик, пов’язаних з потенцiалами взаємодiї
iнтегровних три- та чотиричастинкових систем Калоджеро–Мозера та
Тоди.

The problem of the existence of additional first integral for the geodesic flow
of Riemannian metric on two-dimensional sphere is considered. The explicit
form of corresponding metrics, connected with potentials of interaction in
integrable three- and four-particle Calogero–Moser and Toda systems is
obtained.

1. Вступ. Однiєю з нетривiальних задач у теорiї iнтегровних скiн-
ченновимiрних гамiльтонових систем є проблема iнтегровностi гео-
дезiйних потокiв рiманових метрик на сферi S2.
Нагадаємо, що на довiльному гладкому многовидiM з рiмановою

метрикою ds2 можна сконструювати геодезiйний потiк – гамiльтоно-
ву систему з гамiльтонiаном H = 1

2‖ �p ‖2, де �p – вектор узагальнених
iмпульсiв i ‖ · ‖ – норма на дотичному просторi, iндукована вiдпо-
вiдною метрикою ds2. Геодезiйний потiк називається iнтегровним,
якщо вiн є iнтегровним як гамiльтонова система. Якщо розглядува-
ний многовид є сферою S2, вiдповiдний геодезiйний потiк є гамiльто-
новою системою з двома ступенями вiльностi, тому достатньою умо-
вою його iнтегровностi за Лiувiллем є iснування ще однiєї функцiї на
дотичному розшаруваннi F : T ∗S2 → R, функцiонально незалежної
з H, яка є сталою на траєкторiях гамiльтонової системи. Вiдомо, що
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у випадку двовимiрного многовида S2 iснує система глобальних ко-
ординат (x, y) ∈ R

2, вiдомих як iзотермiчнi координати (див. [1]), в
яких метрика на сферi має вигляд

ds2 = λ(x, y)(dx2 + dy2), (1)

а вiдповiдний гамiльтонiан – вигляд

H = (p2
x + p2

y)/λ(x, y). (2)

Очевидно, достатньо шукати додатковi першi iнтеграли гамiльто-
нової системи з гамiльтонiаном (2) у виглядi однорiдного многочлена
за iмпульсами, оскiльки будь-яка однорiдна за iмпульсами компонен-
та розвинення iнтеграла F в ряд Лорана знову є першим iнтегралом
цiєї ж системи (див. [2]). Проблеми iснування для геодезiйного пото-
ку додаткових перших iнтегралiв, що є лiнiйними або квадратични-
ми функцiями за iмпульсами, є повнiстю дослiдженi (див., наприк-
лад, [3]). Однак для випадку додаткових iнтегралiв вищих порядкiв
вiдомi лише деякi частиннi випадки, якi переважно пов’язанi з кла-
сичними iнтегровними задачами динамiки твердого тiла.
2. Iнтеграл третього степеня. Розглянемо задачу iснування

додаткового першого iнтеграла, кубiчного за iмпульсами, вигляду

F = E30(x, y)p3
x+ E21(x, y)p2

xpy+ E12(x, y)pxp2
y+ E03(x, y)p3

y (3)

для геодезiйного потоку метрики (1) на сферi S2.
Надалi перейдемо до комплексних координат z, z̄ (z = x + iy).

У цих координатах метрика (1) має вигляд ds2 = λ(z, z̄)dzdz̄, а га-
мiльтонiан задається формулою H = 2pp̄/λ(z, z̄), де p = (px − ipy)/2
– вiдповiдний узагальнений iмпульс.
Зобразимо перший iнтеграл (3) в координатах z, z̄, p, p̄ у виглядi

F = A(z, z̄)p3 + B(z, z̄)p2p̄ + C(z, z̄)pp̄2 + D(z, z̄)p̄3. (4)

Оскiльки F є дiйснозначною функцiєю, то симетричнi функцiональ-
нi коефiцiєнти в (4) є комплексно-спряженими, тобто D = Ā, C = B̄.
Запишемо умову того, що функцiя (4) є першим iнтегралом гамiль-
тонової системи з гамiльтонiаном H. Тодi дужка Пуассона {H, F}
тотожно дорiвнює нулю:

{H, F} =
∂H
∂z

∂F

∂p
+

∂H
∂z̄

∂F

∂p̄
− ∂H

∂p

∂F

∂z
− ∂H

∂p̄

∂F

∂z̄
= 0.
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Прирiвнюючи до нуля коефiцiєнти при усiх мономах pip̄j в дужцi
Пуассона {H, F}, одержимо систему рiвнянь

A2 = 0, A1λ + B2λ + 3Aλ1 + Bλ2 = 0,

B1λ + C2λ + 2Bλ1 + 2Cλ2 = 0,

C1λ + D2λ + Cλ1 + 3Dλ2 = 0, D1 = 0, (5)

де введено позначення A1 := ∂A/∂z, A2 := ∂A/∂z̄ i т.п.
З першого рiвняння негайно отримуємо, що A = A(z) є голо-

морфною функцiєю аргументу z ∈ C. Елементарними мiркування-
ми (див. [4]) легко показати, що A(z) є полiномом не вище 6-го
степеня. Вiдповiдно, диференцiальнi форми λ(z, z̄)dzdz̄, dz3/A(z),
dz2dz̄/B(z, z̄) є iнварiантними щодо довiльного голоморфного пере-
творення глобальної координати z, тобто

dz3/A(z) = dω3/Ã(ω), λ(z, z̄)dzdz̄ = λ̃(ω, ω̄)dωdω̄.

Лема. При ω → ∞ справедливi такi асимптотики:

λ̃(ω, ω̃) =
a + o(1)
ω2ω̃2

, β̃(ω, ω̃) = (b + o(1))ω2,

Φ̃(ω, ω̃) = c + o(1),

де a, b, c – деякi константи (можливо, нульовi).
Доведення леми цiлком аналогiчне до вiдповiдного результату

Колокольцова [4], яке було одержано для додаткових квадратичних
за iмпульсами перших iнтегралiв. Таким чином, замiна змiнної

z =
∫ ω

0

(3Ã(s)/i)−1/3ds (6)

переводить глобальну координату ω в локальну координату z ∈ K ⊂
C, якiй вiдповiдає полiном A(z) = i/3.

Теорема. Глобальний полiном Ã(ω) з точнiстю до дробово-лiнiйно-
го перетворення може мати лише один iз наступних виглядiв:

1. Ã(ω) = i/3,

2. Ã(ω) = iω/3,

3. Ã(ω) = iω2/3,
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4. Ã(ω) = iω3/3,

5. Ã(ω) = i(ω − θ)2(ω + θ̄)2/3.

Доведення теореми легко випливає з однозначностi оберненого
перетворення ω(z) : K → C, що пов’язане з однозначнiстю вiдобра-
ження, оберненого до (6), i практично повнiстю повторює мiркування
роботи [4], проведенi для випадку квадратичного додаткового пер-
шого iнтеграла.
Таким чином, зручно розглядати випадок локальної координа-

ти z, для якої A(z) = const = i/3, оскiльки всi iншi iнтегровнi
випадки можуть бути легко отриманi за допомогою замiни змiнної
dω/dz = (3Ã(ω)/i)1/3. Не обмежуючи загальностi, надалi вважати-
мемо, що A(z) = i/3. Введемо позначення β = iBλ, γ = −iCλ. Тодi
вiдповiдна система рiвнянь (5) на невiдомi функцiї λ, β, γ набуде
вигляду

β2 = λ1, β1λ + βλ1 = γ2λ + γλ2, γ1 = λ2. (7)

Це звичайна нелiнiйна система диференцiальних рiвнянь iз ча-
стинними похiдними вiдносно функцiї λ, лiнiйна стосовно перших
похiдних вiд невiдомої функцiї. При дослiдженнi розв’язкiв систе-
ми (7) одним iз важливих моментiв є питання про асимптотичну
поведiнку розв’язкiв у критичних точках областi змiни локальної
координати z.
У роботi [5] запропоновано загальний пiдхiд до розв’язування цiєї

системи i описано декiлька iнтегровних систем рухомої частинки на
сферi, що еволюцiонує пiд впливом деякого потенцiалу, якi пов’язанi
з вiдомими iнтегровними натуральними гамiльтоновими системами.
Один iз таких розв’язкiв отримується при пiдстановцi першого та
третього рiвнянь системи (7) у друге:

β1λ + ββ2 = γ2λ + γγ1.

Розглянувши випадок, коли з цього рiвняння неможливо вирази-
ти λ внаслiдок виконання рiвностей

β1 = γ2, ββ2 = γγ1,

остаточно отримаємо

λ111 = β112 = γ122 = λ222,
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звiдки

λ = f1(z + z̄) + f2(εz + ε2z̄) + f3(ε2z + εz̄), (8)

де ε = exp(2πi/3) – первiсний кубiчний корiнь з одиницi, fk : R → R,
k = 1, 2, 3, – довiльнi гладкi функцiї.
Легко перевiрити, що зображення функцiї λ(z, z̄) у виглядi (8)

при пiдстановцi в систему (7) дає в якостi першоджерела вiдповiдної
метрики двi iнтегровнi системи на сферi S2, що пов’язанi з натураль-
ними динамiчними системами з гамiльтонiанами

H1 = 1
2 (p2

1 + p2
2) + c1 exp(x1) + c2 exp(x̃1) + c3 exp(˜̃x1) (9)

та

H2 = 1
2 (p2

1 + p2
2) − g2(x−2

1 + x̃−2
1 + ˜̃x−2

1 ), (10)

де

x̃1 = − 1
2x + y

√
3

2 , ˜̃x1 = − 1
2x − y

√
3

2 .

Гамiльтонiани (9), (10) описують вiдповiдно замкнутий ланцюжок
Тоди та систему Калоджеро–Мозера взаємодiючих трьох точок на
прямiй, якi допускають iснування додаткового кубiчного за iмпуль-
сами першого iнтеграла. За допомогою принципу Мопертюї динамi-
чнi системи з гамiльтонiанами (9), (10) iндукують геодезiйнi потоки
на многовидах

M1 = {(x1, x2) ∈ R
2 : c1 exp(x1) + c2 exp(x̃1) + c3 exp(˜̃x1) < h},

M2 = {(x1, x2) ∈ R
2 : −g2(x−2

1 + x̃−2
1 + ˜̃x−2

1 ) < h},

з метриками

ds2
1 = (h − c1 exp(x1) − c2 exp(x̃1) − c3 exp(˜̃x1)(dx2

1 + dx2
2), (11)

ds2
1 = (h − g2(x−2

1 + x̃−2
1 + ˜̃x−2

1 ))(dx2
1 + dx2

2). (12)

Причетнiсть обидвох цих систем до генерування iнтегровних гео-
дезiйних потокiв на сферi було вiдзначено в роботi [7], однак для них
не було знайдено явного виразу для λ̃(ω, ω̄) в глобальнiй координатi
ω ∈ C.
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Виявляється, що метрика (12) системи Калоджеро–Мозера, ана-
логiчно як i метрика (11) замкнутого ланцюжка Тоди, за допомогою
принципу Мопертюї генерує три сiм’ї iнтегровних гамiльтонових си-
стем на сферi S2 для випадкiв Ã(ω) ∈ {i/3, iω/3, iω2/3}, однак жо-
ден iз них не приводить до побудови гладкої метрики на S2, тобто
всi три випадки описують динамiку руху частинки на сферi S2 пiд
дiєю деякого потенцiалу, що має сингулярнi точки на конфiгурацiй-
ному просторi. Тому цi iнтегровнi системи не становлять значного
iнтересу в питаннях дослiдження iнтегровностi геодезiйних потокiв
на S2. Але метрика (11) за умов c1 = c2 = c3 = c > 0, h > 0, вiдпо-
вiдає локальному многовиду K ⊂ C, такому що K є трикутником з
вершинами в точках {�i, �εi, �ε2i}, де h = 2 exp(�

√
3/2). У всiх вер-

шинах трикутника K функцiя λ̃(ω, ω̄) обертається в нуль. Тодi за
допомогою iнтеграла Крiстоффеля–Шварца

ω =
∫ ω

0

dz
3
√

(z − �εi)2 (z − �ε2 i)2
(13)

область K конформно i однолисто вiдображається у верхню пiвпло-
щину комплексної площини C. Вiдповiдно, область K ∪ K1 (де K1 –
трикутник, симетричний до K вiдносно вiдрiзка [�εi, �ε2i]) вiдобра-
жається конформно i однолисто у всю комплексну площину. Отже,
для випадку Ã(ω) = i(z − �εi)2(z − �ε2i)2/3 гладка на S2 iнтегровна
метрика з додатковим кубiчним за iмпульсами першим iнтегралом
має явний вигляд

λ̃(ω, ω̄) =
λ(z(ω), z̄(ω̄))

|Ã(ω)| 2/3
, (14)

де z(ω) – та вiтка многозначної функцiї, оберненої до (13), область
значень якої спiвпадає з областю K ∪ K1 ⊂ C. Легко переконатися,
що функцiя (12) задовольняє асимптотицi

λ̃(ω, ω̄) =
a + o(1)
ω2ω̄2

, ω → ∞.

3. Iнтеграл четвертого степеня. Аналогiчним чином розгля-
немо модель геодезiйного потоку на сферi з додатковим першим iн-
тегралом, що є полiномом четвертого степеня за iмпульсами. Нехай
перший iнтеграл метрики (1) має вигляд

F = A(z, z̄)p4 + B(z, z̄)p3p̄ + C(z, z̄)p2p̄2 +
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+ D(z, z̄)pp̄3 + D(z, z̄)p̄4. (15)

Мiркування, аналогiчнi до наведених вище для кубiчного за iмпуль-
сами першого iнтеграла, приводять до висновку, що A(z) є полiномом
не вище восьмого степеня. Розглядаючи деяку локальну координа-
ту z, для якої A(z) = 1/4, i ввiвши позначення β = −Bλ, γ = −Cλ,
δ = −Dλ, легко отримати систему рiвнянь для невiдомих функцiй
λ, β, γ, δ, аналогiчну до вищенаведеної системи (7):

β2 = λ1, β1λ + βλ1 = γ2λ + 2γλ2,

δ2λ + δλ2 = γ1λ + 2γλ1, γ1 = λ2. (16)

Зауважимо, що з другого та третього рiвнянь системи (16) випливає,
що функцiя γ є дiйснозначною, а β та δ – комплексно-спряженi.
Виключимо γ з другого та третього рiвнянь:

(β1λ + βλ1)1 = (δ2λ + δλ2)2.

Тодi випадок

β1 = γ2, δ2 = γ1

є аналогiчним до того, що був описаний вище для метрики (8) у
випадку кратного додаткового iнтеграла. У цьому випадку функцiя
λ задовольняє рiвняння λ1111 = λ2222 iз загальним розв’язком

λ = f1(z + z̄) + f2(θz + θ3z̄) + f3(θ2z + θ2z̄) + f4(θ3z + θz̄),

де θ – первiсний корiнь четвертого степеня з одиницi, а саме θ = i .
Пiдставляючи загальний вигляд функцiї λ в умову тотожньої рiв-
ностi нуль дужки Пуассона {F,H} = 0, одержимо функцiональне
рiвняння

(f4 − f2)(f̈3 − f̈1) + 2(f̈4 − f̈2)(f3 − f1) +

+ 3ḟ4(ḟ3 − ḟ1) + 3ḟ2(ḟ3 + ḟ1) = 0.

Це функцiональне рiвняння вперше виникло в роботi [6] при дослi-
дженнi iнтегровних натуральних динамiчних систем з додатковим
першим iнтегралом 4 степеня. Один iз частинних розв’язкiв (для
якого f4 = 0) генерує iнтегровну метрику на сферi, для якої у гло-
бальнiй координатi ω вiдповiдний полiном

Ã(ω) = (ω − ω1)2(ω − ω2)3/4.
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Вiдповiдний iнтегровний геодезiйний потiк на сферi породжується
натуральною динамiчною системою з двома ступенями вiльностi та
гамiльтонiаном

H = 1
2 (p2

1 + p2
2) + γ(exp(2x) + exp(−2y) + 2 exp(y − x))),

що описує окремий випадок системи чотирьох частинок на прямiй,
що рухається пiд дiєю експоненцiального потенцiалу взаємодiї, а са-
ме вiдповiдають розiрваному ланцюжку Тоди з симетричним роз-
ташуванням частинок та протилежними за значеннями величинами
iмпульсiв.
4. Заключнi зауваження. У дослiдженнях А.В. Болсiнова,

В.С. Матвєєва та А.Т. Фоменка (див. [3]) свого часу було вислов-
лено гiпотезу про наявнiсть для аналiтичних метрик на сферi S2 iн-
тегровних геодезiйних потокiв з додатковими полiномiальними пер-
шими iнтегралами вище четвертого степеня за iмпульсами. Останнiм
часом роботи Є.Н. Селiванової пiдтверджують можливiсть будува-
ти новi однопараметричнi метрики на сферi з додатковими першими
iнтегралами 3 та 4 степеня. Питання ж пiдтвердження або запере-
чення гiпотези про метрики з нетривiальними iнтегралами степеня
вище четвертого надалi залишається вiдкритим.
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Отримано вичерпний опис регулярних нормальних систем двох звичай-
них диференцiальних рiвнянь другого порядку, iнварiантних вiдносно
дiйсних алгебр Лi розмiрностей три та чотири.

Regular systems of two second-order ordinary differential equations invari-
ant with respect to real three- or four-dimensional Lie algebras are
exhaustively described.

1. Вступ. Груповий аналiз є ефективним iнструментом при дослiд-
женнi диференцiальних рiвнянь. Зокрема, вiн надає регулярну про-
цедуру опису класiв еквiвалентностi, для яких можуть бути спра-
ведливi тi чи iншi загальнi твердження теорiї диференцiальних рiв-
нянь. Найбiльш вражаючi досягнення групового аналiзу пов’язанi
зi звичайними диференцiальними рiвняннями. Майже усi спецiальнi
методи iнтегрування таких рiвнянь (замiна змiнних, метод iнтегру-
ючого множника тощо) насправдi є частковими випадками загальної
процедури, яка є складовою групового аналiзу.
Основнi iдеї групового аналiзу сформульовано Софусом Лi ще

у XIX столiттi [6], ним же введено поняття “диференцiального iн-
варiанта”, яке є важливим при вивченi диференцiальних рiвнянь
груповими методами. У роботi [5] Лi довiв, що кожну невиродже-
ну iнварiантну систему диференцiальних рiвнянь можна зобразити
у термiнах диференцiальних iнварiантiв вiдповiдної групи симетрiй.
Внаслiдок цього теорiя диференцiальних iнварiантiв стала важли-
вою складовою групового аналiзу диференцiальних рiвнянь. Пiзнi-
ше теорiя диференцiальних iнварiантiв та вiдповiдний понятiйний
апарат розвинуто у роботах Тресcа [11,12], Овсяннiкова [9] та Олве-
ра [2, 3, 8].
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У цiй статтi теорiю диференцiальних iнварiантiв застосовано для
вичерпного опису регулярних нормальних систем двох звичайних ди-
ференцiальних рiвнянь другого порядку, iнварiантних вiдносно дiй-
сних алгебр Лi розмiрностей три та чотири. Iншими словами, метою
є знаходження усiх систем вигляду

ẍ = F (t, x, y, ẋ, ẏ), ÿ = G(t, x, y, ẋ, ẏ), (1)

якi iнварiантнi вiдносно дiйсних три- та чотиривимiрних алгебр Лi.
Вивчення таких систем вмотивовано тим, що в багатьох випад-

ках вони є базовими у класичнiй i квантовiй механiцi, механiцi рi-
дини та у загальнiй теорiї вiдносностi. Зокрема, серед (1) мiстяться
усi ньютонiвськi i геодезичнi [4,7] системи. Дослiдження усiх можли-
вих симетрiй таких систем є надзвичайно складною задачею. Тому
у багатьох роботах виконано групову класифiкацiю лише часткових
випадкiв системи (1). Дамiану та Софоклеус в [1] знайшли групи то-
чкових перетворень автономних гамiльтонових систем з двома сте-
пенями вiльностi. Вафо Сох та Махмуд розглядали критерiй лiнеа-
ризацiї [14] та канонiчнi форми [13] систем вигляду (1), але, на жаль,
їх роботи базуються на помилковiй класифiкацiї векторних полiв i
внаслiдок цього мiстять ряд хибних тверджень.
Статтю органiзовано наступним чином. У параграфi 2 наведено

необхiднi поняття та твердження, а також розглянуто приклад по-
будови iнварiантної системи. Класифiкацiю реалiзацiй дiйсних низь-
корозмiрних алгебр Лi з [10] використано у параграфах 3 та 4 для
опису регулярних систем двох звичайних диференцiальних рiвнянь
другого порядку, що iнварiантнi вiдносно алгебр розмiрностей три та
чотири. Кожна з наведених систем записується у нормальнiй формi
та мiстить двi параметр-функцiї. У параграфi 5 пiдсумовано отрима-
нi результати, сформульовано ряд задач для подальших дослiджень
та наведено деякi фiзично важливi системи, що зводяться до описа-
них в статтi.
2. Диференцiальнi iнварiанти. Розглянемо r-вимiрну алгебру

Лi g векторних полiв з базисними iнфiнiтезимальними операторами

ei = ξi(t, x, y)∂t + ηi(t, x, y)∂x + ζi(t, x, y)∂y. (2)

Продовжену алгебру pr(n)g породжують диференцiальнi оператори

e
(n)
i = ξi(t, x, y)∂t + ηi(t, x, y)∂x + ζi(t, x, y)∂y +
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+
n∑

k=1

(
ηk

i (t, x(k), y(k))∂x(k) + ζk
i (t, x(k), y(k))∂y(k)

)
. (3)

Тут i надалi n ≥ 0, i = 1, . . . , r, символи x(k) та y(k) позначають
набори (x, x′, . . . , x(k)) та (y, y′, . . . , y(k)) iз залежних змiнних x, y та
їх похiдних по t порядкiв не вище k.
Означення 1. Гладку функцiю I = I(t, x(n), y(n)) : R

(2n+3) → R

називають диференцiальним iнварiантом порядку n алгебри Лi g,
якщо e

(n)
i I(t, x(n), y(n)) = 0 для продовженого базису {e(n)

i } алгебри
pr(n)g.
Розглянемо ранги

rk = rank{(ξi, ηi, η
1
i , . . . , ηk

i , ζi, ζ
1
i , . . . , ζk

i ), i = 1, . . . , r}.
Оскiльки послiдовнiсть {rk} не спадає, обмежена значенням r та до-
сягає його, то iснує число ν = min{k ∈ Z

+ | rk = r} та мають мiсце
спiввiдношення rν = rν+1 = · · · = r.
Важливiсть диференцiальних iнварiантiв пояснюється наступним

фактом. Нехай система ЗДР iнварiантна вiдносно алгебри g. Тодi ло-
кально її можна зобразити як об’єднання рiвнянь, записаних у термi-
нах диференцiальних iнварiантiв g (“регулярна” частина системи) та
умов виродження рангiв вiдповiдних продовжених генераторiв (“син-
гулярна” частина).
Природнiм є питання чи можна вибрати мiнiмальний набiр ди-

ференцiальних iнварiантiв, який дозволяє отримати усi диференцi-
альнi iнварiанти заданого порядку за допомогою скiнченої кiлькостi
визначених операцiй. Вiдповiдь на це питання позитивна.
Означення 2. Максимальний набiр In функцiонально незалежних
диференцiальних iнварiантiв порядку не вище n (тобто iнварiантiв
продовженої алгебри pr(n)g) називається унiверсальним диференцi-
альним iнварiантом порядку n алгебри g.
У випадку однiєї незалежної та двох залежних змiнних розмiр-

нiсть простору потокiв порядку n дорiвнює 2n + 3. Отже кiлькiсть
функцiонально незалежних диференцiальних iнварiантiв порядку n
алгебри g обчислюється за формулою

dn = 2n + 3 − rn.

Будь-який диференцiальний iнварiант I порядку n алгебри g з
необхiднiстю є диференцiальним оператором порядку n + l цiєї ж
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алгебри, l ≥ 0. Отже, унiверсальний диференцiальний iнварiант In+l

можна отримати доповненням унiверсального диференцiального iн-
варiанта In диференцiальними iнварiантами вищих порядкiв.
Необхiдним етапом вивчення регулярних нормальних систем двох

ЗДР другого порядку є побудова унiверсальних диференцiальних iн-
варiантiв другого порядку вiдповiдних алгебр. Наступна теорема дає
необхiдний i достатнiй критерiй iснування таких систем для заданої
алгебри Лi.
Теорема 1. Алгебра Лi векторних полiв допускається нормальною
регулярною системою типу (1) тодi i тiльки тодi, коли r1 = r2.
Для повного опису диференцiальних iнварiантiв фiксованої реа-

лiзацiї алгебри Лi досить побудувати функцiональний базис дифе-
ренцiальних iнварiантiв та оператори iнварiантного диференцiюван-
ня. Базиси диференцiальних iнварiантiв можна знайти як частину
унiверсального iнварiанта порядку (ν + 1). Конструктивна процеду-
ра побудови операторiв iнварiантного диференцiювання виводиться
безпосередньо з умови їх комутування з формально нескiнченно про-
довженими елементами алгебри (див. [9]).
Зауваження 1. Використання операторiв iнварiантного диференцi-
ювання є доцiльним i для пошуку диференцiальних iнварiантiв фiк-
сованого порядку у особливо складних випадках, коли метод рухо-
мих реперiв та метод, що базується на означеннi 1, призводять до
громiздких обчислень. Це iлюструється у прикладi 1.
Зауваження 2. У цiй роботi використано реалiзацiї низькорозмiр-
них алгебр Лi векторними полями у просторi не бiльше трьох змiнних
з класифiкацiї, отриманої у [10]. Залежнi та незалежну змiннi вибра-
но з мiркувань максимального спрощення обчисленнь та зовнiшнього
вигляду систем ЗДР. Системи, якi вiдповiдають рiзним виборам за-
лежних i незалежної змiнних у фiксованiй реалiзацiї, еквiвалентнi з
точнiстю до перетворень годографа та перепозначення змiнних.
Зауважимо також, що не всi iнварiантнi регулярнi системи ЗДР

другого порядку можна представити у нормальнiй формi. Для ви-
окремлення таких випадкiв використано теорему 1.
Приклад 1. Розглянемо детально дiйсну нерозв’язну алгебру Лi
sl(2, R) ⊕ A1, породжену базисними елементами [10]

e1 = ∂t, e2 = t∂t + x∂x, e3 = t2∂t + 2tx∂x + x∂y,

e4 = x∂t + 2xy∂x + (y2 + c)∂y, c ∈ {−1, 0, 1}.
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Для знаходження системи ЗДР другого порядку iнварiантної вiд-
носно цiєї реалiзацiї, знайдемо диференцiальнi iнварiанти до другого
порядку включно. Оскiльки r0 = 3, то iнварiантiв нульового порядку
у цьому випадку немає.
Розглянемо другi продовження базисних операторiв:

e
(2)
1 = ∂t, e

(2)
2 = t∂t + x∂x − ẏ∂ẏ − ẍ∂ẍ − 2ÿ∂ÿ,

e
(2)
3 = t2∂t + 2tx∂x + x∂y + 2x∂ẋ + (ẋ − 2tẏ)∂ẏ+

+ (2ẋ − 2tẍ)∂ẍ + (ẍ − 2ẏ − 4tÿ)∂ÿ,

e
(2)
4 = x∂t+2xy∂x+(y2+c)∂y + (2yẋ+2xẏ−ẋ2)∂ẋ + (2y−ẋ)ẏ∂ẏ+

+ (2ẍy + 4ẋẏ + 2xÿ − 3ẋẍ)∂ẍ + (2ẏ2 + 2yÿ − ẍẏ − 2ẋÿ)∂ÿ.

Очевидно, що r1 = r2 = 4 = rl, l ≥ 3. Крiм того, d1 = 5 − 4 = 1 i
d2 = 7 − 4 = 3. Отже, iснує один функцiонально незалежний iнва-
рiант першого порядку та три функцiонально незалежнi iнварiанти
другого порядку, причому серед останнiх мiститься рiвно один iн-
варiант першого порядку. Звiдси випливає, що критерiй теореми 1
виконується i для даної реалiзацiї iснує iнварiантна система вигля-
ду (1).
Унiверсальний диференцiальний iнварiант I1 породжується єди-

ною функцiєю I = I(t, x, y, ẋ, ẏ). Остання визначається умовами
e
(1)
i I = 0, i = 1, 2, 3, 4, якi еквiвалентнi перевизначенiй системi ДРЧП
першого порядку

It = 0, tIt + xIx − ẏIẏ = 0,

t2It + 2txIx + xIy + 2xIẋ + (ẋ − 2tẏ)Iẏ = 0,

xIt + 2xyIx + (y2 + c)Iy + (2yẋ + 2xẏ − ẋ2)Iẋ + (2y − ẋ)ẏIẏ = 0.

Набiр функцiонально незалежних iнтегралiв вiдповiдної характе-
ристичної системи складається з однiєї функцiї

I =
xẏ + y2 − ẋy + c√

4xẏ − ẋ2
.

Знайдемо розширення унiверсального iнварiанту I1 до унiверсально-
го iнварiанту другого порядку I2. Для цього досить знайти два будь-
якi функцiонально незалежнi диференцiальнi iнварiанти Ĩ(t, x, y, ẋ,
ẏ, ẍ, ÿ) та Î(t, x, y, ẋ, ẏ, ẍ, ÿ), що явно залежать вiд других похiдних.
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Слiд зазначити, що задача знаходження розв’язкiв системи

e
(2)
i Ĩ = 0, i = 1, 2, 3, 4 (4)

та застосування методу рухомого реперу є надзвичайно складними
i громiздкими, тому для знаходження одного з диференцiальних iн-
варiантiв другого порядку подiємо оператором iнварiантного дифе-
ренцiювання на iнварiант I.
Оператор iнварiантного диференцiювання знаходиться у виглядi

X = λ(t, x, y, ẋ, ẏ)Dt, де функцiя λ знаходиться у неявному виглядi
ϕ(λ, t, x, y, ẋ, ẏ) з системи (e(1)

i + λDt(ξi)∂λ)ϕ = 0, i = 1, 2, 3, 4.
Для даної реалiзацiї алгебри Лi оператор iнварiантного диферен-

цiювання має вигляд:

X =
x

xẏ + y2 − ẋy + c
Dt.

Подiявши цим оператором на знайдений вище iнварiант першого
порядку I, отримаємо один з шуканих iнварiантiв другого порядку

Î =
(ẍ−2ẏ)x(xẏ(ẋ−4y)+ẋ(y2+c))−ÿx2(ẋ2−2(xẏ+yẋ)+2(y2+c))

(4xẏ − ẋ2)2
,

який використовуємо для знаходження iншого iнварiанта Ĩ друго-
го порядку. З перших трьох рiвнянь системи (4) отримаємо Ĩ =
Ĩ(J1, J2, J3, J4), де

J1 = 2y − ẋ, J2 = 4xẏ − ẋ2,

J3 = x(ẍ − 2ẏ), J4 = x2ÿ − xy(ẍ − 2ẏ). (5)

Перепишемо четверте рiвняння системи (4) та iнварiанти I, Î в
термiнах J1, J2, J3, J4

2(J2
1 − J2 + 4c)ĨJ1 + 8J1J2ĨJ2 + 4(3J1J3 + 2J4)ĨJ3 +

+ (2J1J4 − J2
1J3 − J2J3 − 4cJ3)ĨJ4 = 0, (6)

I =
J2

1 + J2 + 4c√
J2

, Î =
2J4(J2

1 − J2 + 4c) + J1J3(J2
1 + J2 + 4c)

J2
2

.

Скориставшись тим, що I та Î є розв’язками рiвняння (6), зна-
ходимо третiй функцiонально незалежний з ними розв’язок цього
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рiвняння:

Ĩ=
2J1(2J4(J2

1−J2+4c)+J1J3(J2
1+J2+4c))−J3((J2

1+J2+4c)2−16cJ2)
(J2

1 −J2+4c)
√

J2((J2
1 +J2 + 4c)2−16cJ2)

.

Повернувшись до вихiдних змiнних, отримаємо другий шуканий
диференцiальний iнварiант реалiзацiї R(sl(2, R)⊕A1, 3), що мiстить
другi похiднi:

Ĩ =
ẍx(y2 − xẏ + c) + ÿx2(ẋ − 2y) + 2xẏ(xẏ − y2 − c)√

4xẏ − ẋ2((xẏ + y2 − yẋ + c)2 − c(4xẏ − ẋ2))
.

Отже, узагальнений диференцiальний iнварiант другого порядку мо-
жна записати у виглядi I2 =

{
I, Î, Ĩ

}
. Вiдповiдну iнварiантну систе-

му наведено у параграфi 4.
3. Системи з тривимiрною алгеброю iнварiантностi. В цьо-

му параграфi подано повний перелiк множин регулярних систем
двох диференцiальних рiвнянь другого порядку, iнварiантних вiд-
носно дiйсних тривимiрних алгебр Лi. Кожна iнварiантна система
записується у нормальнiй формi та мiстить двi параметр-функцiї
F (ω1, ω2) i G(ω1, ω2), де ω1, ω2 – диференцiальнi iнварiанти нульово-
го та першого порядкiв. Вiдповiдну реалiзацiю алгебри Лi з перелiку,
наведеного в роботi [10], вказано перед системою. Решта функцiй, що
зустрiчаються у цьому параграфi, є довiльними, диференцiйовними
потрiбну кiлькiсть разiв, якщо не зазначене iнше.

R(3A1, 1): ω1 = ẋ, ω2 = ẏ,

ẍ = F (ω1, ω2) , ÿ = G (ω1, ω2) .

R(3A1, 3): ω1 = y, ω2 = ẋ−ϕ̇(y)
ẏ ,

ẍ = ẏ2F (ω1, ω2) + ẋẏ2G (ω1, ω2) + ẏϕ̈(y), ÿ = ẏ3G (ω1, ω2) .

R(A2.1 ⊕ A1, 1): ω1 = ẋey, ω2 = ẏ
ẋ ,

ẍ = ẋ2F (ω1, ω2) , ÿ = ẏ2G (ω1, ω2) .

R(A2.1 ⊕ A1, 2): ω1 = y, ω2 = ẋ
ẏ + ln ẏ,

ẍ = ẏ2F (ω1, ω2) + ẋẏG (ω1, ω2) , ÿ = ẏ2G (ω1, ω2) .
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R(A2.1 ⊕ A1, 3): ω1 = y, ω2 = ẏ
ẋ ,

ẍ = ẋ2F (ω1, ω2) , ÿ = ẏ2G (ω1, ω2) .

R(A2.1 ⊕ A1, 4): ω1 = y, ω2 = ẏx
ẋ ,

ẍ = ẋ2ẏF (ω1, ω2) , ÿ = ẋẏ2F (ω1, ω2) + ẏ2G (ω1, ω2) .

R(A3.1, 1): ω1 = y − 1
ẋ , ω2 = ẏ

ẋ ,

ẍ = ẋ3F (ω1, ω2) , ÿ = ẋ2ẏF (ω1, ω2)+ẋ2G (ω1, ω2) .

R(A3.1, 2): ω1 = y, ω2 = ẋ2−2ẏ
ẏ2 ,

ẍ = ẏ
(
ẋ2 − ẏ

)
F (ω1, ω2) + ẋẏ2G (ω1, ω2) ,

ÿ = ẋẏ2F (ω1, ω2) + ẏ3G (ω1, ω2) .

R(A3.1, 3): ω1 = y, ω2 = ẏ
ẋ ,

ẍ = ẋ3F (ω1, ω2) , ÿ = ẋ2ẏF (ω1, ω2) + ẋ2G (ω1, ω2) .

R(A3.2, 1): ω1 = y − 1
ẋ , ω2 = ẏey

ẋ ,

ẍ = ẋ2ẏF (ω1, ω2) , ÿ = ẋẏ2F (ω1, ω2) + ẏ2G (ω1, ω2) .

R(A3.2, 2): ω1 = y, ω2 = ẏe
1
ẋ

ẋ ,

ẍ = ẋ2ẏF (ω1, ω2) , ÿ = ẋẏ2F (ω1, ω2) + ẏ2G (ω1, ω2) .

R(A3.2, 3): ω1 = y, ω2 = ẏ
ẋ ,

ẍ = ẋ3e−xF (ω1, ω2) , ÿ = ẋ2ẏe−xF (ω1, ω2) + ẋ2G (ω1, ω2) .

R(A3.3, 1): ω1 = ẋ, ω2 = ẏey,

ẍ = ẏF (ω1, ω2) , ÿ = ẏ2G (ω1, ω2) .

R(A3.3, 2): ω1 = y, ω2 = ẋ,

ẍ = ẏF (ω1, ω2) , ÿ = ẏ2G (ω1, ω2) .
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R(A3.3, 3): ω1 = x, ω2 = ẏ
ẋ ,

ẍ = ẋ3eyF (ω1, ω2) , ÿ = ẋ2ẏeyF (ω1, ω2) + ẋ2G (ω1, ω2) .

R(Aa
3.4, 1): ω1 = ẋe(1−a)y, ω2 = ẏey,

ẍ = ẋẏF (ω1, ω2) , ÿ = ẏ2G (ω1, ω2) .

R(Aa
3.4, 2): ω1 = y, ω2 = ẋẏa−1,

ẍ = ẋẏF (ω1, ω2) , ÿ = ẏ2G (ω1, ω2) .

R(Aa
3.4, 3): ω1 = y, ω2 = xẏ

ẋ ,

ẍ = ẋ3x
2a−1
1−a F (ω1, ω2) , ÿ = ẋ2ẏx

2a−1
1−a F (ω1, ω2) + ẏ2G (ω1, ω2) .

R(Ab
3.5, 1): ω1 = y + arctg ẋ, ω2 = ẏ2e2by

1+ẋ2 ,

ẍ = ẏ
(
1 + ẋ2

)
F (ω1, ω2) , ÿ = ẋẏ2F (ω1, ω2) + ẏ2G (ω1, ω2) .

R(Ab
3.5, 2): ω1 = y, ω2 = 1+ẋ2

ẏ2 e2b arctg ẋ,

ẍ = ẏ
(
1 + ẋ2

)
F (ω1, ω2) , ÿ = ẋẏ2F (ω1, ω2) + ẏ2G (ω1, ω2) .

R(Ab
3.5, 3): ω1 = y, ω2 =

ẏ(1+x2)
ẋ ,

ẍ = ẋ3
(
1 + x2

)− 3
2 e−b arctg xF (ω1, ω2) ,

ÿ =
ẋẏ2e−b arctg x

√
1 + x2

F (ω1, ω2) + ẏ2G (ω1, ω2) − 2xẋẏ

1 + x2
.

R(sl(2, R), 1): ω1 = 2y − ẋ, ω2 = 4xẏ − ẋ2,

ẍ =
1
x

F (ω1, ω2) + 2ẏ, ÿ =
y

x2
F (ω1, ω2) +

1
x2

G (ω1, ω2) .

R(sl(2, R), 2): ω1 = y, ω2 = x2ẏ2

ẋ2+1 ,

ẍ = x2ẏ3F (ω1, ω2)− 1+ẋ2

x
, ÿ = ẏ2(ẋF (ω1, ω2)+G(ω1, ω2))− 2ẋẏ

x
.
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R(sl(2, R), 3): ω1 = y, ω2 = x2ẏ2

ẋ2−1 ,

ẍ = x2ẏ3F (ω1, ω2)−ẋ2−1
x

, ÿ = ẏ2(ẋF (ω1, ω2)+G(ω1, ω2))− 2ẋẏ

x
.

R(sl(2, R), 4): ω1 = y, ω2 = xẏ,

ẍ =
1
2x

F (ω1, ω2) +
ẋ2

2x
, ÿ =

1
x2

G (ω1, ω2) − ẋẏ

x
.

R(so(3), 1): ω1 = y, ω2 = ẋ2+cos2 x
ẏ2 ,

ẍ =
ẏ3

cos x
F (ω1, ω2) − 2ẋ2 tg x − sinx cos x,

ÿ =
ẋẏ2

cos x
F (ω1, ω2) + ẏ2G (ω1, ω2) − 2ẋẏ tg x.

R(so(3), 2): ω1 = y − arctg ẋ
cos x , ω2 = ẋ2+cos2 x

(ẏ+sin x)2 ,

ẍ =
(ẋ2 + cos2 x)

cos x
((ẏ + sinx)F (ω1, ω2) + ẏ) − ẋ2 tg x,

ÿ =
ẋ(ẏ + sin x)2

cos x
F (ω1, ω2) +

ẋẏ(ẏ + sin x)
cos x

+

+ (ẏ + sin x)2G (ω1, ω2) − ẋ cos x − ẋ(ẏ + sin x) tg x.

4. Системи з алгеброю iнварiантностi розмiрностi чоти-
ри. Даний параграф присвячено системам двох диференцiальних
рiвнянь другого порядку, iнварiантним вiдносно дiйсних чотириви-
мiрних алгебр Лi. Як i у випадку тривимiрних алгебр, iнварiантнi
системи записуються у нормальнiй формi та мiстять двi параметр-
функцiї F (ω) i G(ω), де ω – диференцiальний iнварiант нульового або
першого порядку. Вiдповiдна реалiзацiя алгебри Лi зазначається пе-
ред системою, а її явний вигляд можна знайти у роботi [10]. Решта
функцiй, що позначенi грецькими лiтерами, є довiльними, диферен-
цiйовними потрiбну кiлькiсть разiв, якщо не зазначене iнше.

R(4A1, 8): ω = y,

ẍ =
ẏ (θ′ϕ′′−ψ′′+θ′′ẋ) (ẏG(ω)+θ′′(ẋ−ϕ′))

θ′′(ϕ′θ′ − ψ′)
+

ẏ2F (ω)
θ′′

+ẏϕ′′,
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ÿ =
ẏ3G(ω) + ẏ2θ′′(ẋ − ϕ′)

ϕ′θ′ − ψ′ ,

де вектор-функцiї (y, ϕ(y)) i (θ(y), ψ(y)) – лiнiйно незалежнi, а штри-
хами позначено похiднi за змiнною y.

R(A2.1 ⊕ 2A1, 4): ω = ẏ
ẋ ,

ẍ = ẋ2F (ω) , ÿ = ẏ2G (ω) .

R(A2.1 ⊕ 2A1, 6): ω = ẏ
yẋ ,

ẍ = ẋ2F (ω) + ẋ2ẏG (ω) , ÿ = ẋẏ2G (ω) .

R(A2.1 ⊕ 2A1, 9): ω = y,

ẍ = ẏ2F (ω) + ẋẏG(ω) − ẏ2ϕ′′ ln ẏ, ÿ = ẏ2G(ω),

де ϕ(y) – довiльна функцiя вiд y, а штрихами позначено її похiднi.

R(2A2.1, 3): ω = ẏẋ− C
1+C e

y
1+C ,

ẍ = ẋẏF (ω) , ÿ = ẏ2G (ω) .

R(2A2.1, 4): ω = ẏ
y e

ẋ
ẏ ,

ẍ =
ẏ2

y

(
F (ω) − G (ω) ln

ẏ

y

)
, ÿ =

ẏ2

y
G (ω) .

R(2A2.1, 5): ω = y,

ẍ = ẋẏF (ω), ÿ = ẏ2G(ω).

R(2A2.1, 6): ω = xẏ
ẋ ,

ẍ = ẋ2ẏeyF (ω) , ÿ = ẋẏ2eyF (ω) + ẏ2G (ω) .

R(A3.1 ⊕ A1, 5): ω = ẏ
ẋ ,

ẍ = ẏ2F (ω) + ẋẏ2G (ω) , ÿ = ẏ3G (ω) .

R(A3.1 ⊕ A1, 8): ω = x,

ẍ = ẋ3G(ω) − ẋ2ẏ

ϕ′ F (ω) − ẋẏ2ϕ′′

2ϕ′2 ,
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ÿ =
(

ẋ2 − ẋẏ2

ϕ′

)
F (ω) + ẋ2ẏG(ω) +

ẋẏϕ′′

ϕ′ − ẏ3ϕ′′

2ϕ′2 ,

де ϕ(x) – довiльна функцiя вiд x, а штрихами позначено її похiднi.

R(A3.2 ⊕ A1, 3): ω = ẏ
ẋe

1
ẋ ,

ẍ = ẋ2ẏF (ω) , ÿ = ẋẏ2F (ω) + ẏ2G (ω) .

R(A3.2 ⊕ A1, 5): ω = yẋ+ẋ−1
ẏ e−y,

ẍ = ẏ2ey(1 − yẋ)F (ω) + eyẋẏ2G (ω) − ẋ2ẏ,

ÿ = ẏ3eyG (ω) − yẏ3eyF (ω) − ẋẏ2 − ẏ2.

R(A3.2 ⊕ A1, 6): ω = ẏ
ẋey,

ẍ = ẋẏ(1 − yẋ)F (ω) + ẋ2ẏG (ω) − ẋẏ(1 − yẋ),

ÿ = ẋẏ2G (ω) − yẋẏ2F (ω) − ẏ2(1 − yẋ).

R(A3.2 ⊕ A1, 7): ω = ẏ
ẋ ,

ẍ = ẋ3e−xF (ω) , ÿ = ẋ2ẏe−xF (ω) + ẋ2G (ω) .

R(A3.3 ⊕ A1, 3): ω = ẋ,

ẍ = ẏF (ω), ÿ = ẏ2G(ω).

R(A3.3 ⊕ A1, 5): ω = ẏ
ẋey,

ẍ = ẋẏF (ω) + ẋ2ẏG (ω) − ẋẏ, ÿ = ẋẏ2G (ω) − ẏ2.

R(A3.3 ⊕ A1, 8): ω = x,

ẍ = ẋ3 exp
(

yϕ′ẋ − ϕẏ

ϕ′ẋ

)
F (ω),

ÿ = ẋ2ẏ exp
(

yϕ′ẋ − ϕẏ

ϕ′ẋ

)
F (ω) + ẋ2G(ω) +

ẋẏϕ′′

ϕ′ ,

де ϕ(x) – довiльна функцiя вiд x, а штрихами позначено її похiднi.

R(Aa
3.4 ⊕ A1, 3): ω = ẋẏa−1,

ẍ = ẋẏF (ω) , ÿ = ẏ2G (ω) .
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R(Aa
3.4 ⊕ A1, 5): ω = ẏeay+y

ẋey−aeay ,

ẍ = ẏ2eayF (ω) + ẋẏ2eyG (ω) + (a − 1)ẋẏ, ÿ = ẏ3eyG (ω) − ẏ2.

R(Aa
3.4 ⊕ A1, 6): ω = ẏeay

ẋ ,

ẍ = ẋẏF (ω) + ẋẏ2eyG (ω) − ẋẏ, ÿ = ẏ3eyG (ω) − ẏ2.

R(Aa
3.4 ⊕ A1, 7): ω = ẏx

ẋ ,

ẍ = ẋ3x
2a−1
1−a F (ω) , ÿ = ẋ2ẏx

2a−1
1−a F (ω) + ẏ2G (ω) .

R(Aa
3.4 ⊕ A1, 10): ω = ẏey,

ẍ = ẏ2eayF (ω) + ẋẏG (ω) + aẋẏ, ÿ = ẏ2G (ω) .

R(Ab
3.5 ⊕ A1, 3): ω = ẋ2+1

ẏ2 e2b arctg ẋ,

ẍ = (ẋ2 + 1)ẏF (ω) , ÿ = ẋẏ2F (ω) + ẏ2G (ω) .

R(Ab
3.5 ⊕ A1, 5): ω = ẋ(b cos y−sin y)+b sin y+cos y

ẏeby ,

ẍ= ẏ2eby (F(ω)(sin y+ẋ cos y)+G(ω)(ẋ sin y−cos y))−ẏ(1+ẋ2),

ÿ = ẏ3eby (F (ω) cos y + G (ω) sin y)−ẏ2(b + ẋ).

R(Ab
3.5 ⊕ A1, 6): ω = ẏ(x2+1)

ẋ ,

ẍ = ẋẏ2
√

x2 + 1 e−b arctg xF (ω) ,

ÿ = ẏ3
√

x2 + 1 e−b arctg xF (ω)+ẏ2G (ω) − 2xẋẏ

1 + x2
.

R(sl(2, R) ⊕ A1, 3): ω = xẏ+y2−ẋy+c√
4xẏ−ẋ2

,

ẍ =
4xẏ − ẋ2

x

(
1 − 4xẏ − ẋ2

2(xẏ + y2 − ẋy + c)

)
F (ω)+

+
(ẋ − 2y)(4xẏ − ẋ2)

2x(ω2 − c)
G(ω) + 2ẏ,

ÿ =
4xẏ−ẋ2

2x2(ẋ − 2y)

(
4xẏ−2yẋ +

(4xẏ−ẋ2)(y2−xẏ−c)
xẏ + y2 − ẋy + c

)
F (ω)−
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− (4xẏ − ẋ2)(y2 − xẏ + c)
2x2(ω2 − c)

G(ω).

R(sl(2, R) ⊕ A1, 4): ω = x2ẏ2

ẋ2−1 ,

ẍ = x2ẏ3F (ω) − ẋ2 − 1
x

, ÿ = ẏ2 (ẋF (ω) + G (ω)) − 2ẋẏ

x
.

R(sl(2, R) ⊕ A1, 5): ω = x2ẏ2

ẋ2+1 ,

ẍ = x2ẏ3F (ω) − ẋ2 + 1
x

, ÿ = ẏ2 (ẋF (ω) + G (ω)) − 2ẋẏ

x
.

R(sl(2, R) ⊕ A1, 6): ω = xẏ,

ẍ =
1
2x

F (ω) +
ẋ2

2x
, ÿ =

1
x2

G (ω) − ẋẏ

x
.

R(sl(2, R) ⊕ A1, 7): ω = y,

ẍ =
xẏ2

2y2

(
F (ω) + 2G (ω) ln(xẏ) + ln2(xẏ)

)
+

ẋ2

2x
,

ÿ =
ẏ2

y
(G (ω) + ln(xẏ)) − ẋẏ

x
.

R(sl(2, R) ⊕ A1, 8): ω = y,

ẍ =
xẏ2

2
F (ω) +

ẋ2

2x
, ÿ = ẏ2G (ω) − ẋẏ

x
.

R(so(3) ⊕ A1, 1): ω = ẋ2+cos2 x
ẏ2 ,

ẍ =
ẏ3

cos x
F (ω) − 2ẋ2 tg x − sin x cos x,

ÿ =
ẋẏ2

cos x
F (ω) + ẏ2G (ω) − 2ẋẏ tg x.

R(so(3) ⊕ A1, 2): ω = ẋ2+cos2 x
(ẏ+sin x)2 ,

ẍ =
(ẋ2 + cos2 x)3/2

cos x
F (ω) +

ẏ(ẋ2 + cos2 x)
cos x

− ẋ2 tg x,
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ÿ = (ẏ + sinx)2
(

ẋ

cos x
F (ω) + G (ω)

)
+

ẋ(ẏ2 − 1)
cos x

.

R(A4.1, 3): ω = ẏ2

2ẏ−ẋ2 ,

ẍ = ẏ(ẏ − ẋ2)F (ω) + ẋẏ2G (ω) , ÿ = ẏ3G (ω) − ẋẏ2F (ω) .

R(A4.1, 5): ω = yẋ+1
ẏ ,

ẍ = ẏ2(1 + ẋy)F (ω) + ẋẏ2G (ω) + ẋ2ẏ,

ÿ = ẏ3yF (ω) + ẏ3G (ω) + ẋẏ2.

R(A4.1, 6): ω = ẏ
ẋ ,

ẍ =
1
2
ẋ3x2F (ω) +

1
2
ẋ3G (ω) + 2xẋ2ẏ,

ÿ = ẋ2

(
1 +

1
2
x2ẏ

)
F (ω) +

1
2
ẋ2ẏG (ω) + 2xẋẏ2.

R(Ab
4.2, 2): ω = ẏe

(b−1)ẋ
ẏ ,

ẍ = ẏ
2b−1
b−1 F (ω) + ẋẏ

b
b−1 G (ω) , ÿ = ẏ

2b−1
b−1 G (ω) .

R(Ab
4.2, 4): ω = ẏe−by,

ẍ = ẏ2e−yF (ω) + ẋẏG (ω) , ÿ = ẏ2G (ω) .

R(Ab
4.2, 5): ω = ẏ

ẋx
b−2
b−1 ,

ẍ =
ẋ2ẏ

b − 1
(ln xF (ω) + (b − 1)G (ω) − 2 ln x) ,

ÿ = ẋẏ

(
ẏ ln x

b − 1
− 1

x

)
F (ω) + ẋẏ2G (ω) − 2ẋẏ2 ln x

b − 1
.

R(Ab
4.2, 7): ω = ey(b−1)ẋ+eby

ẏ ,

ẍ = ẏ2e−yF (ω) + ẋẏ2e−byG(ω) + (b − 1)ẋẏ,

ÿ = ẏ3e−byG(ω) + (b − 1)ẏ2.
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R(A4.3, 3): ω = ẋ
ẏ + ln ẏ,

ẍ = ẏ2F (ω) + ẋẏG (ω) , ÿ = ẏ2G (ω) .

R(A4.3, 5), ε ∈ {0, 1}: ω = εx+ey

ẏ ,

ẍ = ẏ2F (ω)+ẋẏ2e−yG (ω)+ẋẏ, ÿ = ẏ3e−yG (ω)+ẏ2.

R(A4.3, 6): ω = xẏ
ẋ ,

ẍ = xẋẏ2 (F (ω) − G (ω) ln x) − 2ẋ2ẏ ln x,

ÿ = xẏ3F (ω) + ẏ2(1 − xẏ ln x)G (ω) − 2ẋẏ2 ln x.

R(A4.4, 2): ω = ẋ2−2ẏ
ẏ2 ,

ẍ =
ẏ

e
ẋ
ẏ

((
ẏ − ẋ2

)
F (ω)+ẋẏG (ω)

)
, ÿ =

ẏ2

e
ẋ
ẏ

(ẏG (ω)−ẋF (ω)) .

R(A4.4, 4): ω = 1+yẋ
ẏ ey,

ẍ =
ẏ2

ey
((1+yẋ)F (ω)+ẋG(ω))+ẋ2ẏ, ÿ=

ẏ3

ey
(yF (ω)+G(ω))+ẋẏ2.

R(A4.4, 5): ω = ẋ
ẏ ex,

ẍ = ẋ2ẏF (ω) +
1
2
x2ẋ2ẏG (ω) + 2xẋ2ẏ,

ÿ = ẋẏ2F (ω) + ẋẏ

(
1 +

1
2
x2ẏ

)
G (ω) + 2xẋẏ2.

R(Aa,b,c
4.5 , 2): ω = ẏb−a

ẋc−a ,

ẍ = ẋ
b−2a
b−a F (ω) , ÿ = ẏ

c−2a
c−a G (ω) .

R(A1,1,1
4.5 , 7): ω = y,

ẍ = ẏ (ẋ−ϕ′) (F (ω)+ẋG(ω))+ẏϕ′′, ÿ = ẏ2 (ẋ−ϕ′) G(ω),

де ϕ(y) – довiльна функцiя вiд y, а штрихами позначено її похiднi.
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R(A1,1,c
4.5 , 6), c �= 1: ω = x,

ẍ = ẋ3

(
ẏ

ẋ

)1/c

F (ω), ÿ = ẋ2ẏ

(
ẏ

ẋ

)1/c

F (ω) + ẋẏG(ω).

R(A1,1,c
4.5 , 7), c �= 1: ω = ẏ

ẋey,

ẍ = ẋẏF (ω) + ẋ2ẏG (ω) + (c − 1)ẋẏ, ÿ = ẋẏ2G (ω) + (c − 1)ẏ2.

R(Aa,b,1
4.5 , 5), −1≤a<b<1; b>0 при a=−1; ε1, ε2∈{0, 1}, ε2

1 + ε2
2 �= 0:

ω = ẏ−1(ε1(a − 1)e−byẋ + ε2(b − 1)e−ay),

ẍ =
ẏeby

ε1(a − 1)
(
ẏF (ω) − ε2(b − 1)(a − b)e−ay

)
+ ẋẏ2eayG (ω) ,

ÿ = ẏ3eayG (ω) − (a − 1)ẏ2.

R(Aa,b,1
4.5 , 6),−1 ≤ a < b < 1; b > 0 при a = −1: ω = ẏ

ẋx
a−b−1

a−b ,

ẍ = ẋ2ẏx
b−1
a−b F (ω) , ÿ = ẋẏ2x

b−1
a−b F (ω) + ẏ2x

1
b−a G (ω) .

R(Aa,b
4.6, 2): ω =

(
ẋ2 + ẏ2

)
e2(a−b) arctg ẋ

ẏ ,

ẍ = e−a arctg ẋ
ẏ (ẏF (ω))+ẋG (ω)), ÿ = e−a arctg ẋ

ẏ (ẏG (ω)−ẋF (ω)).

R(Aa,b
4.6, 4): ω = ẋεeb arctg y(b−a+y)

√
1+y2−(1+y2)ea arctg y

ẏ ,

ẍ =
ẏ2e−b arctg y

(1+y2)3/2
F (ω)+

ẋẏ2e−a arctg y

(1 + y2)2
(G(ω)−εyF (ω))+

+
2yẋẏ

1 + y2
− ẋ2ẏεe(b−a) arctg y(y2 + 1 + (b − a + y)2)

(1 + y2)3/2
,

ÿ =
ẏ3e−a arctg y

(1 + y2)2
(G (ω) − εyF (ω)) +

2yẏ2

1 + y2
−

− ẋẏ2εe(b−a) arctg y
(
y2 + 1 + (b − a + y)2

)
(1 + y2)3/2

.

R(A4.7, 2): ω = ẏ
yẋ−1e

ẋ
ẏ ,

ẍ = ẋẏ2F (ω) + ẏ2(yẋ − 1)e−
ẋ
ẏ G (ω) − ẋ2ẏ,
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ÿ = ẏ3F (ω) + ẏ3ye−
ẋ
ẏ G (ω) − ẋẏ2.

R(A4.7, 3): ω = ẋ2−2ẏ
ẏ2 e2y,

ẍ= ẏe−y
(
ẏ−ẋ2

)
F (ω)+ẋẏ2e−2yG(ω) , ÿ= ẏ3e−2yG(ω)−ẋẏ2e−yF (ω).

R(A4.7, 4): ω = ẏ
ẋey,

ẍ = ẋ3F (ω) + yẋ3, ÿ = ẋ2ẏF (ω) + ẏ2G (ω) + yẋ2ẏ.

R(A4.7, 5): ω = y,

ẍ = ẋ3F (ω) − ẋ3 ln
ẏ

ẋ
, ÿ = ẋ2ẏF (ω) + ẏ2G(ω) − ẋ2ẏ ln

ẏ

ẋ
.

R(Ab
4.8, 2): ω =

(
y − 1

ẋ

) (
ẏ
ẋ

) b
1−b

,

ẍ = ẋ2ẏF (ω), ÿ = ẋẏ2F (ω) +
ẋẏ2

yẋ − 1
G(ω).

R(Ab
4.8, 3): ω = ẋ2−2ẏ

ẏ2 y
2b

b−1 ,

ẍ = ẏy
2b−1
1−b

(
ẏ − ẋ2

)
F (ω) + ẋẏ2y

3b−1
1−b G (ω) ,

ÿ = ẏ3y
3b−1
1−b G (ω) − ẋẏ2y

2b−1
1−b F (ω) .

R(Ab
4.8, 4): ω = ẏ

ẋey,

ẍ = ẋ2ẏebyF (ω) , ÿ = ẋẏ2ebyF (ω) + ẏ2G (ω) .

R(Ab
4.8, 5): ω = y,

ẍ = ẋb+2ẏ1−bF (ω), ÿ = ẋb+1ẏ2−bF (ω) + ẏ2G(ω).

R(A−1
4.8, 7): ω = y,

ẍ = ẋẏ2

(
F (ω)+G(ω) ln

ẏ

ẋ

)
, ÿ = ẏ3F (ω)+ẏ2

(
1+ẏ ln

ẏ

ẋ

)
G(ω).

R(Ab
4.8, 6), b �= ±1: ω = ẏ

ẋeby,

ẍ = ẋ2ẏeyF (ω) , ÿ = ẋẏ2eyF (ω) + ẏ2G (ω) .

Системи ЗДР другого порядку 89

R(Ab
4.8, 7), b �= ±1: ω = y,

ẍ = ẋ
2b+1

b ẏ
b−1

b F (ω) , ÿ = ẋ
b+1

b ẏ
2b−1

b F (ω) + ẏ2G (ω) .

R(A0
4.8, 9): ω = ẏ

ẋe
yẋ−1

Cẋ ,

ẍ = ẋ2ẏF (ω) , ÿ = ẋẏ2F (ω) + ẏ2G (ω) , C �= 0.

R(Aa
4.9, 2): ω = yẋ−1√

ẋ2+ẏ2
ea arctg ẏ

ẋ ,

ẍ = ẋ
(
ẋ2 + ẏ2

)
F (ω) + ẏ

(
ẋ2 + ẏ2

)
G(ω) − ẋ2ẏ,

ÿ = ẏ
(
ẋ2 + ẏ2

)
F (ω) +

(
ẋ2 + ẏ2

) (
ẋ + yẏ2

)
yẋ − 1

G(ω) − ẋẏ2.

R(Aa
4.9, 3): ω = 2ẏ−ẋ2

ẏ2 (1 + y2)e2a arctg y,

ẍ =
2ẏ − ẋ2

1 + y2

(
(ẏ − ẋ2)√
2ẏ − ẋ2

F (ω) + ẋG(ω) + yẋ

)
,

ÿ =
ẏ(2ẏ − ẋ2)

1 + y2

(
G(ω) − ẋ√

2ẏ − ẋ2
F (ω) + y

)
.

R(A4.10, 3): ω = ẏey+C arctg ẋ

√
1+ẋ2 ,

ẍ = ẏ
(
1 + ẋ2

)
F (ω) , ÿ = ẋẏ2F (ω) + ẏ2G (ω) .

R(A4.10, 4): ω = ẏ
ẋ

(
1 + x2

)
,

ẍ=
ẋ3ey

(1+x2)3/2
F (ω) , ÿ=

ẋẏ

1+x2

(
ẋey

(1+x2)1/2
F (ω)+G (ω)−2x

)
.

R(A4.10, 5): ω = y + arctg ẋ,

ẍ = ẏ
(
1 + ẋ2

)
F (ω) , ÿ = ẋẏ2F (ω) + ẏ2G (ω) .

R(A4.10, 6): ω = y,

ẍ = ẏ
(
1 + ẋ2

)
F (ω) , ÿ = ẋẏ2F (ω) + ẏ2G (ω) .
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5. Заключнi зауваження. У цiй роботi отримано вичерпний
опис регулярних нормальних систем двох звичайних диференцiаль-
них рiвнянь другого порядку, iнварiантних вiдносно дiйсних алгебр
Лi розмiрностей три та чотири. Решта iнварiантних систем або є
сингулярними, тобто включають умови виродження рангiв других
продовжень генераторiв алгебри Лi, або не можуть бути записанi у
нормальнiй формi. Опис таких систем, а також питання лiнеаризацiї
систем типу (1) теж є цiкавими з точки зору застосувань та стануть
предметом наших подальших дослiджень. Iншою важливою задачею
є знаходження геодезичних рiвнянь серед систем другого порядку,
а саме “докласифiкацiя” отриманих систем, iнварiантних вiдносно
чотиривимiрних алгебр Лi. Також потрiбно дослiдити, якi з отрима-
них iнварiантних систем є ньютонiвськими, а саме, якi з них можна
записати у виглядi

ẍ = −∂V

∂x
, ÿ = −∂V

∂y
(7)

з потенцiал-функцiєю V = V (x, y).
Як обгрунтування важливостi отриманих результатiв i доцiльно-

стi подальших дослiджень наведемо декiлька фiзично цiкавих си-
стем, що мiстяться серед побудованих у статтi.
Приклад 2. Класичну задачу Кеплера можна переписати через по-
лярнi координати у виглядi системи двох диференцiальних рiвнянь
другого порядку

r̈ − rθ̇2 +
μ

r2
= 0, rθ̈ + 2ṙθ̇ = 0.

Ця система як частковий випадок мiститься в найбiльш загальнiй
системi, що iнварiантна вiдносно реалiзацiї R(A2.1 ⊕ A1, 1).
Приклад 3. Узагальнена система Єрмакова

ẍ =
1
x3

F
(y

x

)
, ÿ =

1
y3

G
(y

x

)
iнварiантна вiдносно реалiзацiї алгебри Лi sl(2, R), еквiвалентної ре-
алiзацiї R(sl(2, R), 1).
Приклад 4. Двовимiрна задача з центральною силою

r̈ +
(

μ

(x2 + y2)2
− ε

)
r = 0, μ, ε > 0, r = (x, y)
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iнварiантна вiдносно реалiзацiї алгебри Лi sl(2, R)⊕A1, еквiвалентної
реалiзацiї R(sl(2, R) ⊕ A1, 3) та в полярних координатах може бути
переписана у виглядi

r̈ − rϕ̇2 +
μ

r3
− ϕr = 0, rϕ̈ + 2ṙϕ̇ = 0.
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[5] Lie S. Über Differentiation // Math. Ann. – 1884. – 24. – P. 537–578.
[6] Lie S. Theorie der Transformationsgruppen, Vol. 1–3. – Leipzig, 1888, 1890,

1893. – 645 s., 568 s., 830 s.
[7] Mahomed F.M., Qadir A. Invariant criteria for a system of geodesic equations

corresponding to spaces of constant nonzero curvature, to appear.
[8] Olver P. Equivalence, invariants, and symmetry. – Cambridge: Cambridge Uni-

versity Press, 1995. – 525 p.
[9] Овсянников Л.В. Групповой анализ дифференциальных уравнений. – Мо-

сква: Наука, 1978. – 400 с.
[10] Popovych R., Boyko V., Nesterenko M., Lutfullin M. Realizations of real low-

dimensional Lie algebras // J. Phys. A: Math. Gen. – 2003. – 36. – P. 7337–7360.
[11] Tresse A. Sur les invariants differentiels des groupes continus de transforma-

tions // Acta Math. – 1894. – 18. – P. 1–88.
[12] Tresse A. Determination des invariants ponctuels de l’equation differentielle du

second ordre y′′ = ω(x, y, y′). – Leiptzig: S. Hirzel, 1896.
[13] Wafo Soh C., Mahomed F.M. Canonical forms for systems of two second-order

ordinary differential equations // J. Phys. A: Math. Gen. – 2001. – 34. –
P. 2883–2911.

[14] Wafo Soh C., Mahomed F.M. Linearization criteria for a system of second-order
ordinary differential equations // Internat. J. Non-Linear Mech. – 2001. – 36. –
P. 671–677.



Збiрник праць Iнституту математики НАН України 2006, т.3, N 2, 92–97

УДК 517.912:512.816

Симетрiйнi властивостi
та деякi точнi розв’язки
узагальненого рiвняння Бюргерса
А.А. ГЕВЛЕНКО

Полтавський нац. технiчний унiверситет iм. Юрiя Кондратюка
E-mail: kaf26@pntu.poltava.ua

Проведено класифiкацiю симетрiйних властивостей одного з можливих
узагальнень рiвняння Бюргерса на випадок двох просторових змiнних
в залежностi вiд вигляду нелiнiйностi та знайдено деякi його точнi
розв’язки.

Depending on the type of nonlinearity we classify the symmetric proper-
ties of one of the possible generalizations of Burgers equation in two-di-
mensional space. Some exact solution of equations under consideration are
found.

1. Вступ. Як вiдомо, коло питань математичної фiзики тiсно пов’я-
зане з вивченням рiзних фiзичних процесiв. Сюди вiдносять явища,
що вивчають у гiдродинамiцi, теорiї пружностi, електродинамiцi, фi-
зицi елементарних частинок i т.д. Математичнi задачi, що виникають
при цьому, часто зводяться до розв’язування диференцiальних рiв-
нянь рiзних типiв, в тому числi диференцiальних рiвнянь з частин-
ними похiдними другого i вище порядкiв. Диференцiальнi рiвняння,
що описують конкретнi фiзичнi процеси, як правило, мають широ-
ку симетрiю. Наявнiсть симетрiї може бути одним з критерiїв вибо-
ру серед деякої множини рiвнянь оптимальної математичної моде-
лi, що максимально точно описує даний процес. Великi можливостi
класифiкацiї симетрiй та побудови точних розв’язкiв рiвнянь мате-
матичної фiзики вiдкривають започаткованi ще у XIX столiттi Со-
фусом Лi методи теоретико-групового аналiзу диференцiальних рiв-
нянь. Оператори алгебри iнварiантностi диференцiальних рiвнянь
застосовуються (див. [1]) для побудови пiдстановок спецiальної фор-
ми (анзацiв), якi зводять (редукують) дане рiвняння до диференцi-
альних рiвнянь з меншою кiлькiстю незалежних змiнних. Класичнi
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методи Лi, доповненi результатами теорiї представлень груп i алгебр
Лi, знаходять все ширше застосування в теоретичнiй та математич-
нiй фiзицi.
2. Cиметрiйна класифiкацiя. Розглянемо класичне рiвняння

Бюргерса

u0 = u11 + uu1, (1)

де u = u(x), x = (x0, x1), uμ = ∂u
∂xμ

, u11 = ∂2u
∂x2

1
, μ = 0, 1, та

узагальнимо його на випадок двох просторових змiнних наступним
чином

u0 = u11 + u22 + F (u)(u1 + u2), (2)

де u = u(x), x = (x0, x1, x2), F = F (u) – довiльна гладка функцiя.
Поставимо задачу дослiдити симетрiйнi властивостi рiвняння (2)

в залежностi вiд вигляду функцiї F (u).
Надалi будемо вважати F �= λ (λ = const) так як при F = λ

рiвняння

u0 = u11 + u22 + λ(u1 + u2)

замiною t = x0, y1 = x1 + λx0, y2 = x2 + λx0, w = u зводиться до
рiвняння

∂w

∂t
=

∂2w

∂y2
1

+
∂2w

∂y2
2

.

Справедливе наступне твердження.
Теорема 1. Максимальнi алгебри iнварiантностi (МАI) рiвнян-
ня (2) в залежностi вiд вигляду функцiї F (u) наведенi в таблицi 1.
Доведення теореми проводиться за допомогою стандартного мето-
ду Лi (див. [1, 2]).
3. Деякi точнi розв’язки. Проведемо процедуру симетрiйної

редукцiї та знаходження деяких точних розв’язкiв рiвняння (2) для
випадку функцiї F (u) = eu:

u0 = u11 + u22 + eu(u1 + u2). (3)

Оскiльки елементи МАI рiвняння (3) задовольняють наступним
комутацiйним спiввiдношенням

[P0, Pa] = 0, [P0,D1] = 2P0, [Pa,D1] = Pa,
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Таблиця 1. Результат симетрiйної класифiкацiї рiвняння (2).

№ Вигляд рiвняння МАI

1 u0 = u11 + u22 + f(u)(u1 + u2) P0 = ∂0, Pa = ∂a

2 u0 = u11 + u22 + eu(u1 + u2) P0, Pa

D1 = 2x0∂0 + xa∂a − ∂u

3 u0 = u11 + u22 + ln u(u1 + u2) P0, Pa,

G1 = x0(∂1 + ∂2) − u∂u

4 u0 = u11 + u22 + uk(u1 + u2) P0, Pa,

D2 = 2x0∂0 + xa∂a − 1
k
u∂u

5 u0 = u11 + u22 + u(u1 + u2) P0, Pa,

G2 = x0(∂1 + ∂2) − ∂u,

D3 = 2x0∂0 + xa∂a − u∂u

В таблицi 1 k – довiльна стала, k �= 0; 1, f = f(u) – довiльна гладка
функцiя, a = 1, 2.

де a = 1, 2, то з точнiстю до спряженостi вiдносно групи автоморфiз-
мiв видiлимо класи пiдалгебр розмiрностей 1 i 2 [3]. За кожною з пiд-
алгебр МАI здiйснимо процедуру симетрiйної редукцiї [1, 3]. Отри-
манi результати наведемо в таблицi 2.
Для пiдалгебри 〈P1 + α2P2〉 редуковане рiвняння при α2 = 1 зво-

диться до лiнiйного рiвняння теплопровiдностi

ϕ1 = 2ϕ22. (4)

Таким чином функцiя

u = ϕ(x0, x1 − x2)

є розв’язком рiвняння (3), якщо ϕ – довiльний розв’язок лiнiйного
рiвняння (4).
Розглянемо редуковане рiвняння

(1 + α2
2)ϕ̈ + (1 − α2)eϕϕ̇ − α1α2ϕ̇ = 0. (5)

Проiнтегрувавши дане рiвняння, одержимо

(1 + α2
2)ϕ̇ + (1 − α2)eϕ − α1α2ϕ − C1 = 0. (6)
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Таблиця 2. Симетрiйна редукцiя рiвняння (3).

Пiдалгебра МАI Анзац Редуковане рiвняння

〈P0 + α1P1 + α2P2〉 u = ϕ(ω1, ω2), ϕ11 + ϕ22 + eϕ(ϕ1 + ϕ2) +

ωa = xa − αax0 + α1ϕ1 + α2ϕ2 = 0

〈P1 + α2P2〉 u = ϕ(ω1, ω2), (1 + α2
2)ϕ22 +

ω1 = x0, + (1 − α2)e
ϕϕ2 − ϕ1 = 0

ω2 = x2 − α2x1

〈D1〉 u = ϕ(ω1, ω2) − 1
2

ln x0, ϕ11 + ϕ22 + 1
2
(ωaϕa + 1) +

ωa = xa√
x0

+ eϕ(ϕ1 + ϕ2) = 0

〈P0+ α1P1, P1+ α2P2〉 u = ϕ(ω), (1 + α2
2)ϕ̈ +

ω = α1α2x0 − α2x1 + x2 +(1 − α2)e
ϕϕ̇ − α1α2ϕ̇ = 0

〈P1, P2〉 u = ϕ(ω), ω = x0 ϕ̇ = 0

〈D1, P0〉 u = ϕ(ω) − ln x2, (1 + ω2)ϕ̈ +

ω = x1
x2

+ eϕ((1 − ω)ϕ̇ − 1) + 1 = 0

〈D1, P1 + α2P2〉 u = ϕ(ω) − 1
2

ln x0, (α2
2 + 1)ϕ̈ +

ω = α2x1−x2√
x0

+((α2− 1)eϕ+ 1
2
ω)ϕ̇+ 1

2
=0

Пiсля вiдокремлення змiнних рiвняння (6) перепишеться так

dϕ

(α2 − 1)eϕ + α1α2ϕ + C1
=

dω

α2
2 + 1

. (7)

Iнтеграл рiвняння (7)∫ u

0

dϕ

(α2 − 1)eϕ + α1α2ϕ + C1
=

α1α2x0 − α2x1 + x2

α2
2 + 1

залежить вiд значень α1, α2, C1. Можливi наступнi суттєво рiзнi
випадки:

1) α2 = 0 → dϕ

−eϕ + C1
= dω :

A) C1 = 0 → dϕ

−eϕ
= dω → e−ϕ = ω + C2 → ϕ = ln

1
ω + C2

→

→ u = ln
1

x2 + C2
;
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B) C1 �= 0 → dϕ

−eϕ + C1
= dω → dϕ

−eϕ(1 − C1e−ϕ)
= dω →

→ d(e−ϕ)
e−ϕ − 1

C1

= −C1dω → e−ϕ =
C2

C1
e−C1ω +

1
C1

→

→ ϕ = ln
C1

C2e−C1ω + 1
→ u = ln

C1

C2e−C1x2 + 1
;

2) α2 = 1 → 2dϕ

α1ϕ + C1
= dω :

A) α1 = 0 → 2dϕ

C1
= dω :

a) C1 = 0 → ϕ = const → u = const;

b) C1 �= 0 → ϕ =
C1

2
ω + C2 → u =

C1

2
(x2 − x1) + C2;

B) α1 �= 0 → 2dϕ

α1(ϕ + C1
α1

)
= dω → ϕ = C2e

α1
2 ω − C1

α1
→

→ u = C2e
α1
2 (α1x0−x1+x2) − C1

α1
;

3) α1 = 0 → dϕ

(α2 − 1)eϕ + C1
=

dω

α2
2 + 1

:

A) α2 = 1 → dϕ =
C1

2
dω → ϕ =

C1

2
ω + C2 →

→ u =
C1

2
(x2 − x1) + C2;

B) α2 �= 1 → dϕ

(α2 − 1)eϕ + C1
=

dω

α2
2 + 1

:

a) C1 = 0 → dϕ

eϕ
=

α2 − 1
α2

2 + 1
dω → ϕ = ln

1
1−α2
1+α2

2
ω + C

→

→ u = ln
1

1−α2
1+α2

2
(x2 − α2x1) + C

;

b) C1 �= 0 → dϕ

(α2 − 1)eϕ + C1
=

dω

α2
2 + 1

→

→ dϕ

eϕ + C3
=

α2 − 1
α2

2 + 1
dω → ϕ = ln

C3

Φ(ω) + 1
,
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де

Φ(ω) = C1 exp
(

α2 − 1
α2

2 + 1
C3ω

)
, C3 =

C1

1 − α2
.

Враховуючи вигляд анзацу, отримаємо:

u = ln
C3

C1 exp
(

C1
α2

2+1
(α2x1 − x2)

)
+ 1

.

Провiвши аналогiчнi мiркування можна знайти точнi розв’язки
рiвняння (2) для решти випадкiв функцiї F (u) з таблицi 1.
4. Висновки. В данiй роботi виконано симетрiйну класифiкацiю

нелiнiйного рiвняння (2). Симетрiйнi властивостi даного рiвняння
використанi для побудови iнварiантних анзацiв, якi редукують рiв-
няння (2) до диференцiальних рiвнянь вiдносно меншої кiлькостi не-
залежних змiнних. В результатi розв’язування редукованих рiвнянь
побудованi деякi точнi розв’язки рiвняння (2).

Автор виражає подяку своєму науковому керiвнику В.О. Мар-
ченку за постановку задачi та цiннi рекомендацiї.
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Редукцiя багатовимiрних нелiнiйних
рiвнянь Даламбера до двовимiрних
рiвнянь: анзаци, сумiснiсть умов
редукцiї, редукованi рiвняння
I.А. ЄГОРЧЕНКО

Iнститут математики НАН України, Київ
E-mail: iyegorch@imath.kiev.ua

Вивченi умови редукцiї багатовимiрних хвильових рiвнянь – системи з
рiвнянь Даламбера та Гамiльтона. Доведенi необхiднi умови сумiсно-
стi цих умов редукцiї. Описанi можливi типи редукованих рiвнянь та
анзацiв. Наведено короткий огляд лiтератури щодо сумiсностi системи
рiвнянь Даламбера та Гамiльтона та побудови розв’язкiв нелiнiйного
рiвняння Даламбера.

We study conditions of reduction of multidimensional wave equations –
of a system of d’Alembert and Hamilton equations. Necessary conditions
for compatibility of such reduction conditions are proved. Possible types
of the reduced equations and ansatzes are described. We also provide a
brief review of the literature with respect to compatibility of the system of
d’Alembert and Hamilton equations and construction of solutions for the
nonlinear d’Alembert equation.

1. Вступ. У цiй роботi продовжуються дослiдження, розпочатi у
1990 р. у спiльнiй роботi з В.I. Фущичем [1]. Ми дослiджуємо реду-
кцiю нелiнiйного рiвняння Даламбера

�u = F (u), (1)

� ≡ ∂2
x0

− ∂2
x1

− · · · − ∂2
xn

, u = u(x0, x1, . . . , xn)

за допомогою анзацу з двома новими незалежними змiнними [2,3]

u = ϕ(y, z), (2)

де y, z – новi змiннi. Тут i далi n – це кiлькiсть незалежних просто-
рових змiнних у вихiдному рiвняннi Даламбера.
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Широкi класи точних розв’язкiв нелiнiйних рiвнянь, що мають
вiдповiднi симетрiйнi властивостi, можуть бути побудованi шляхом
симетрiйної редукцiї цих рiвнянь до рiвнянь з меншою кiлькiстю не-
залежних змiнних або до звичайних диференцiальних рiвнянь (щодо
вiдповiдних алгоритмiв та прикладiв див. [4–7]).
Редукцiя та пошук розв’язкiв рiвняння (1) шляхом симетрiйної

редукцiї або застосування анзацiв розглядались, зокрема у роботах
М. Таджiрi [8], I. Патери, Р. Шарпа, П. Вiнтернiца та Г. Цесенхау-
са [9], В.I. Фущича та М.I. Сєрова [10], В.I. Фущича, Л.Ф. Баранни-
ка та А.Ф. Баранника [11] (у [12] розглядається симетрiйна редукцiя
пуанкаре-iнварiантних нелiнiйних рiвнянь до двовимiрних рiвнянь).
У роботi В.I. Фущича, А.Ф. Баранника та Ю.Д. Москаленка [13]

розглядається симетрiйна редукцiя рiвняння (1) з F = uk до двови-
мiрних рiвнянь, а також симетрiя вiдповiдних редукованих рiвнянь.
Очевидно, що метод симетрiйної редукцiї не дає вичерпного опису

всiх точних розв’язкiв рiвнянь, тому актуальним є пошук та розви-
ток iнших алгоритмiчних методiв пошуку розв’язкiв. Одним з таких
методiв є редукцiя рiвнянь за допомогою спецiальних пiдстановок –
анзацiв.
П. Кларксоном та М. Крускалом [14] був запропонований так зва-

ний “прямий метод” (“direct method”) пошуку точних розв’язкiв нелi-
нiйних рiвнянь у частинних похiдних, i було продемонстровано, що
цей метод дає бiльш широкi класи розв’язкiв, нiж метод симетрiй-
ної редукцiї за пiдалгебрами алгебр iнварiантностi рiвняння (див.
також [15, 16] та процитованi там роботи). Проте застосування цьо-
го методу для бiльшостi рiвнянь становить значнi труднощi, тому
що вимагає дослiдження сумiсностi та розв’язання складних пере-
визначених систем рiвнянь – умов редукцiї вихiдного рiвняння за
допомогою обраного анзацу.
Розв’язки, що одержуються прямим методом, також пов’язанi з

симетрiйними властивостями рiвняння – Q-умовною симетрiєю цього
рiвняння [6, 17, 18] (симетрiї такого типу також називаються некла-
сичною або нелiєвською симетрiєю [14,19,20]).
У роботi Р.З. Жданова, I.М. Цифри та Р.О. Поповича [21] вста-

новлена еквiвалентнiсть некласичної (умовної) симетрiї та прямого
пiдходу (застосування анзацу) до редукцiї диференцiальних рiвнянь
в частинних похiдних. У статтi В.I. Фущича “Анзац 95” [23] наве-
дено огляд результатiв з редукцiї для багатьох хвильових рiвнянь.
У роботi В.I. Фущича та А.Ф. Баранника [24] пропонується також
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варiант методу застосування анзацiв для рiвняння (1) з степеневою
нелiнiйнiстю.
У роботi Дж. Чiконьї [22] проведено аналiз застосування рiзних

типiв умовної та некласичної симетрiї для пошуку розв’язкiв нелi-
нiйних рiвнянь у частинних похiдних.
На вiдмiну вiд алгоритмiчного методу симетрiйної редукцiї, метод

прямої редукцiї з застосуванням анзацiв або повний опис умовної си-
метрiї (навiть Q-умовної симетрiї) не можна назвати алгоритмiчним
у такiй же мiрi. Бiльшiсть робiт з застосування “прямого методу” сто-
сується еволюцiйних рiвнянь та iнших рiвнянь, якi мiстять похiднi
не вище першого порядку для хоча б однiєї з незалежних змiнних, i
число незалежних змiнних у яких не бiльше трьох. У такому випадку
розв’язання умов редукцiї є вiдносно простим.
Умови редукцiї є набагато складнiшими для дослiдження та роз-

в’язання у випадку рiвнянь, що мiстять другi та/або вищi похiднi
для всiх незалежних змiнних, та багатовимiрних рiвнянь.
У цiй роботi ми розглядаємо загальнi умови редукцiї багатови-

мiрного рiвняння (1) за допомогою загального анзацу з двома но-
вими незалежними змiнними. Знайденi необхiднi умови сумiсностi
вiдповiдних умов редукцiї – посиленi умови, якi були знайденi у [1].
Ми також описуємо вiдповiднi можливi форми редукованих рiвнянь.
Таким чином, доведено, що редукованi рiвняння можуть мати лише
певний вигляд. Проте, одержанi в цiй роботi результати в загаль-
ному випадку не дозволяють провести повне застосування “прямого
методу”, для чого було б потрiбно знайти загальний розв’язок умов
редукцiї.
Аналогiчна задача ранiше розглядалась для анзаца з однiєю не-

залежною змiнною

u = ϕ(y), (3)

де y – нова незалежна змiнна.
Аналiз сумiсностi системи Даламбера–Гамiльтона

�u = F (u), uμuμ = f(u) (4)

в тривимiрному просторi був проведений Коллiнзом в [31].
Розв’язки системи (4) дослiджувались в роботах Г. Бейтмена [25],

В.I. Смiрнова та В.Л. Соболєва [26], М.П .Єругiна [27] (див. бiльш
детальний огляд у [29,30]).
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У роботi [32] була знайдена умова сумiсностi системи (4) для
f(u) = 0.
Для повного дослiдження сумiсностi перевизначених систем ди-

ференцiальних рiвнянь з визначеною кiлькiстю незалежних змiнних
може бути використаний алгоритм Картана [28], проте на практицi
його дуже складно застосовувати вже для випадку трьох незалежних
змiнних, i неможливо – для довiльної кiлькостi незалежних змiнних.
Тому для таких випадкiв доводиться застосовувати спецiальнi при-
йоми навiть для пошуку необхiдних умов сумiсностi.
Очевидно, що систему Даламбера–Гамiльтона (4) локальними пе-

ретвореннями можна привести до вигляду

�u = F (u), uμuμ = λ, λ = 0,±1. (5)

Необхiднi умови сумiсностi системи (5) для чотирьох незалежних
змiнних вивчались В.I. Фущичем та Р.З. Ждановим [33] (див. та-
кож [30]).
Пiзнiше В.I. Фущичем, Р.З. Ждановим та автором цiєї роботи

були знайденi необхiднi умови сумiсностi системи (5) для довiльної
кiлькостi незалежних змiнних [34]:
Твердження 1. Для того, щоб система (5) (n – довiльне) була
сумiсною, необхiдно, щоб функцiя F мала наступний вигляд:

F =
λ∂uΦ

Φ
, ∂n+1

u Φ = 0.

В.I. Фущичем, Р.З. Ждановим та I.В. Ревенком [29, 35, 36] був
знайдений загальний розв’язок системи (5) для трьох просторових
змiнних (тобто чотирьох незалежних змiнних), i необхiднi та достатнi
умови сумiсностi цiєї системи [35]:
Твердження 2. Для того, щоб система (5) (u = u(x0, x1, x2, x3))
була сумiсною, необхiдно та достатньо, щоб функцiя F мала на-
ступний вигляд:

F =
λ

N(u + C)
, N = 0, 1, 2, 3.

Редукцiя рiвняння (1) за допомогою анзаца (2) розглядалась
В.I. Фущичем, Р.З. Ждановим та I.В. Ревенком у [36] для спецiаль-
ного випадку (коли друга незалежна змiнна входить у редуковане
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рiвняння лише у якостi параметру), i були описанi всi вiдповiднi ан-
заци для випадку чотирьох незалежних змiнних, знайденi вiдповiднi
точнi розв’язки. Деякi розв’язки такого типу для довiльних n також
розглядались А.Ф. Баранником та I.I. Юриком у [37].
У роботi Р.З. Жданова та О.А. Панчак [38] розглядалась ре-

дукцiя нелiнiйного рiвняння Даламбера за допомогою анзаца u =
φ(ω1, ω2, ω3), для випадку �ω1 = 0, ω1μω1μ = 0 (тобто ω1 входило у
редуковане рiвняння лише у якостi параметру). Були дослiдженi вiд-
повiднi умови сумiсностi та знайденi новi (нелiївськi) точнi розв’язки.
Зазначимо, що цей випадок не включає повнiстю розглядуваний

нами випадок анзацу з двома новими довiльними незалежними змiн-
ними.
Рiвняння Гамiльтона може також розглядатись, безвiдносно до

задачi редукцiї, як додаткова умова до рiвняння Даламбера, що до-
зволяє розширити симетрiю цього рiвняння. Симетрiя системи

�u = F (u), uμuμ = 0

була описана у [39]. У [34] була знайдена конформна симетрiя для
системи (4), що є новою умовною симетрiєю для рiвняння Даламбе-
ра. Умовнi симетрiї для вiдповiдних розглянутих анзацiв були опи-
санi також у [36,38].
2. Необхiднi умови сумiсностi системи рiвнянь Даламбе-

ра–Гамiльтона для двох функцiй або для комплекснозначної
функцiї. Спецiальне дослiдження редукцiї багатовимiрних рiвнянь
до двовимiрних становить iнтерес, тому що розв’язки двовимiрних
рiвнянь в частинних похiдних, в тому числi i нелiнiйних, можуть бу-
ти дослiдженi бiльш повно, нiж розв’язки багатовимiрних рiвнянь,
проте такi рiвняння можуть мати бiльш цiкавi властивостi, нiж зви-
чайнi диференцiальнi рiвняння.
Наприклад, нехай yμyμ = −zμzμ = 1, zμyμ = �y = �z = 0. Тодi

рiвняння (6) має вигляд

ϕyy − ϕzz = F (ϕ).

Якщо F (ϕ) = sin ϕ, то редуковане рiвняння має солiтоннi розв’яз-
ки. Якщо F (ϕ) = expϕ, воно має загальний розв’язок. Двовимiрнi
редукованi рiвняння також можуть мати цiкавi властивостi з точки
зору умовної симетрiї.
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Пiдстановка анзацу (2) у рiвняння (1) приводить до наступного
рiвняння:

ϕyyyμyμ + 2ϕyzzμyμ + ϕzzzμzμ + ϕy�y + ϕz�z = F (ϕ) (6)(
yμ =

∂y

∂xμ
, ϕy =

∂ϕ

∂y

)
,

звiдки одержуємо систему рiвнянь:

yμyμ = r(y, z), yμzμ = q(y, z), zμzμ = s(y, z), (7)
�y = R(y, z), �z = S(y, z).

Система (7) є умовою редукцiї багатовимiрного хвильового рiв-
няння (1) до двовимiрного рiвняння (6) за допомогою анзаца (2).
Систему рiвнянь (7), в залежностi вiд знаку виразу rs − q2, ло-

кальними перетвореннями можна звести до одного з чотирьох типiв:
1) елiптичний випадок: rs−q2 > 0, v = v(y, z) – комплекснозначна

функцiя,

�v = V (v, v∗), �v∗ = V ∗(v, v∗),
v∗

μvμ = h(v, v∗), vμvμ = 0, v∗
μv∗

μ = 0 (8)

(редуковане рiвняння елiптичного типу);
2) гiперболiчний випадок: rs − q2 < 0, v = v(y, z), w = w(y, z) –

дiйснi функцiї,

�v = V (v, w), �w = W (v, w),
wμwμ = h(v, w), vμvμ = 0, wμwμ = 0 (9)

(редуковане рiвняння гiперболiчного типу);
3) параболiчний випадок: rs − q2 = 0, r2 + s2 + q2 �= 0, v(y, z),

w(y, z) – дiйснi функцiї,

�v = V (v, w), �w = W (v, w),
vμwμ = 0, vμvμ = λ (λ = ±1), wμwμ = 0 (10)

(якщо W �= 0, то редуковане рiвняння параболiчного типу);
4) рiвняння першого порядку r = s = q = 0, y → v, z → w

vμvμ = wμwμ = vμwμ = 0,
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�v = V (v, w), �w = W (v, w). (11)

Сформулюємо необхiднi умови сумiсностi систем (8)–(11).

Теорема 1. Система (8) сумiсна тiльки в тому випадку, коли

V =
h(v, v∗)∂v∗Φ

Φ
, ∂v∗ ≡ ∂

∂v∗ ,

де Φ – довiльна функцiя, для якої виконується умова

(h∂v∗)n+1Φ = 0.

Функцiю h можна представити у виглядi h = 1
Rvv∗ , де R – довiль-

на достатньо гладка функцiя, Rv, Rv∗ – частиннi похiднi по вiдпо-
вiдним змiнним.

Тодi функцiю Φ можна представити у виглядi Φ =
n+1∑
k=0

fk(v)Rk
v ,

де fk(v) – довiльнi функцiї, i

V =

n+1∑
k=1

kfk(v)Rk
v

n+1∑
k=0

fk(v)Rk
v

.

Вiдповiдне редуковане рiвняння матиме вигляд

h(v, v∗)
(

φvv∗ + φv
∂v∗Φ

Φ
+ φv∗

∂vΦ∗

Φ∗

)
= F (φ). (12)

Рiвняння (12) можна переписати також як рiвняння з двома дiй-
сними незалежними змiнними (v = ω + θ, v∗ = ω − θ):

2h̃(ω, θ)(φωω + φθθ) + Ω(ω, θ)φω + Θ(ω, θ)φθ = F (φ). (13)

Ми не будемо наводити складнi вирази для Ω, Θ, якi можуть бути
знайденi з (12).

Теорема 2. Система (9) сумiсна тiльки в тому випадку, коли

V =
h(v, w)∂wΦ

Φ
, W =

h(v, w)∂vΨ
Ψ

,
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де функцiї Φ, Ψ задовольняють умовам

(h∂v)n+1Ψ = 0, (h∂w)n+1Φ = 0.

Функцiю h можна представити у виглядi h = 1
Rvw

, де R – довiльна
достатньо гладка функцiя, Rv, Rw – частиннi похiднi по вiдповiдним
змiнним. Тодi функцiї Φ, Ψ можна представити у виглядi

Φ =
n+1∑
k=0

fk(v)Rk
v , Ψ =

n+1∑
k=0

gk(w)Rk
w,

де fk(v), gk(w) – довiльнi функцiї, i

V =

n+1∑
k=1

kfk(v)Rk
v

n+1∑
k=0

fk(v)Rk
v

, W =

n+1∑
k=1

kgk(w)Rk
w

n+1∑
k=0

gk(w)Rk
w

.

Вiдповiдне редуковане рiвняння матиме вигляд

h(v, w)
(

φvw + φv
∂wΦ
Φ

+ φw
∂vΨ
Ψ

)
= F (φ). (14)

Теорема 3. Система (10) сумiсна тiльки в тому випадку, коли

V =
λ∂vΦ

Φ
, ∂n+1

v Φ = 0, W ≡ 0.

Ми не можемо редукувати рiвняння (1) за допомогою анзаца (2)
до параболiчного рiвняння – у цьому випадку одна з змiнних буде
входити як параметр до редукованого звичайного диференцiального
рiвняння першого порядку.
Сумiснiсть та розв’язки таких системи для n = 3 були розглянутi

у [36]; для цього випадку були знайденi необхiднi та достатнi умови
сумiсностi та загальний розв’язок.
Система (11) сумiсна тiльки в тому випадку, коли V = W ≡ 0,

тобто редуковане рiвняння може бути лише алгебраїчним рiвнян-
ням F (u)=0. Таким чином, ми не можемо редукувати рiвняння (1)
за допомогою анзаца (2) до рiвняння першого порядку.
Доведення цих теорем проводиться iз застосуванням лем, ана-

логiчних наведеним у [33, 34], та вiдомої теореми Гамiльтона–Келi,
згiдно з якою матриця є коренем свого характеристичного полiнома.
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Ми наведемо короткий напис доведення для теореми 2 для гiпер-
болiчного випадку. Для iнших випадкiв доведення є аналогiчним.
Ми будемо оперувати з матрицями розмiрностi (n + 1) × (n + 1)

других похiдних функцiй v та w:

V̂ = {vμν}, Ŵ = {wμν}.
Щодо операцiй з цими матрицями ми використовуємо звичайнi для
простору Мiнковського позначення та домовленостi щодо пiдсумову-
вання: v0 = i∂x0 , va = −i∂xa

(a = 1, . . . , n), vμvμ = v2
0 − v2

1 − · · · − v2
n.

Лема 1. Якщо функцiї v та w є розв’язками системи (9), для будь-
якого k для них виконуються спiввiдношення

trV̂ =
(−1)k

(k − 1)!
(h(v, w)∂w)k+1V (v, w),

trŴ =
(−1)k

(k − 1)!
(h(v, w)∂v)k+1W (v, w).

Лема 2. Якщо функцiї v та w є розв’язками системи (9), det V̂ = 0,
det Ŵ = 0.
Лема 3. Нехай Mk(V̂ ) – сума головних мiнорiв порядку k для ма-
трицi V̂ . Якщо функцiї v та w є розв’язками системи (9), для будь-
якого k для них виконуються спiввiдношення

Mk(V̂ ) =
(h(v, w)∂w)kΦ

k!Φ
, Mk(Ŵ ) =

(h(v, w)∂v)kΨ
k!Ψ

,

де функцiї Φ, Ψ задовольняють умовам

(h∂v)n+1Ψ = 0, (h∂w)n+1Φ = 0.

Цi леми можуть бути доведенi методом математичної iндукцiї
аналогiчно [34] з використанням теореми Гамiльтона–Келi (E – оди-
нична матриця розмiрностi (n + 1) × (n + 1)).

n−1∑
k=0

(−1)kMkV̂ n−k + (−1)nE det V̂ = 0.

Очевидно, що твердження теореми 2 є прямим наслiдком леми 3
для k = 1.
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Зауваження 1. Рiвняння (8) можна переписати для пари дiйсних
функцiй ω = Re v, θ = Im v. Проте в цьому випадку необхiднi умови
сумiсностi мають дуже громiздкий вигляд.
Зауваження 2. Перехiд вiд (7) до (8)–(11) зручний тiльки з точки
зору дослiдження сумiсностi. Знак виразу rs− q2 може змiнюватись
для рiзних y, z i перехiд розглядається тiльки в областi, де цей знак
постiйний.
3. Приклади розв’язкiв системи рiвнянь Даламбера–Га-

мiльтона. Наведемо явнi розв’язки систем типу (7) i вiдповiднi ре-
дукованi рiвняння. Параметри aμ, bμ, cμ, dμ (μ = 0, 3) задовольняють
умовам:

−a2 = b2 = c2 = d2 = −1 (a2 ≡ a2
0 − a2

1 − · · · − a2
3),

ab = ac = ad = bc = bd = cd = 0;

y, z – функцiї вiд x0, x1, x2, x3.

1) y = ax, z = dx, ϕyy − ϕzz = F (ϕ);

2) y = ax, z =
(
(bx)2 + (cx)2 + (dx)2

)1/2
,

ϕyy − ϕzz − 2
z
ϕz = F (ϕ).

У цьому випадку редуковане рiвняння є так званим радiальним хви-
льовим рiвнянням, симетрiя та розв’язки якого дослiджуються у [44,
45].

3) y = bx + Φ(ax + dx), z = cx, −ϕzz − ϕyy = F (ϕ);

4) y =
(
(bx)2 + (cx2)

)1/2
, z = ax + dx, −ϕyy − 1

y
ϕy = F (ϕ).

Умовна симетрiя та розв’язки рiзних нелiнiйних двовимiрних хви-
льових рiвнянь, якi можуть виникати як редукованi рiвняння для
рiвняння (1), розглянутi у [42–46]. З цих робiт також можна бачити,
що симетрiя двовимiрних редукованих рiвнянь часто є ширшою, нiж
симетрiя вихiдного рiвняння, тобто редукцiя до двовимiрних рiвнянь
дає можливiсть знаходження нових нелiївських розв’язкiв.
4. Висновки. Результати з дослiдження сумiсностi та розв’язки

систем (8)–(11) можуть використовуватись для дослiдження та по-
шуку розв’язкiв також iнших пуанкаре-iнварiантних хвильових рiв-
нянь, крiм рiвняння Даламбера, наприклад, рiвняння Дiрака та рiв-
нянь Максвелла для векторного потенцiалу.
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Будь-яке багатовимiрне рiвняння, iнварiантне вiдносно алгебри
Пуанкаре (такi рiвняння для скалярних функцiй описанi в роботi
В.I. Фущича та автора [47]), може бути редуковане за допомогою
анзаца (2) до двовимiрного рiвняння за умови, якщо y та z задо-
вольняють умовам редукцiї (7).
Таким чином, у цiй роботi

1) знайдено необхiднi умови сумiсностi для системи рiвнянь Да-
ламбера–Гамiльтона для двох залежних функцiй, тобто умов
редукцiї нелiнiйного багатовимiрного рiвняння Даламбера за
допомогою анзаца (2) до двовимiрного рiвняння; такi умови
сумiсностi для рiвнянь довiльної розмiрностi не можуть бути
знайденi за рахунок стандартної процедури;

2) знайдено можливi типи двовимiрних редукованих рiвнянь, якi
можуть бути одержанi з рiвняння (1) за допомогою анзаца (2).

Знайденi умови редукцiї та типи анзацiв можуть бути викори-
станi також для довiльного пуанкаре-iнварiантного багатовимiрного
рiвняння.
Досить часто у своїх роботах, разом з новими результатами та

iдеями, В.I. Фущич наводив перелiки задач, якi можуть розвивати
одержанi результати. Пiдтримуючи цю традицiю, я також хочу на-
вести перелiк наступних задач, якi можуть розвивати представленi
в цiй роботi дослiдження.

1. Дослiдження лiївської та умовної симетрiї системи умов редук-
цiї (7) (симетрiя системи рiвнянь Даламбера для комплексної
функцiї дослiджувалась у [49]).

2. Дослiдження лiївської та умовної симетрiї редукованих рiвнянь
(12) та (14), а також можливих редукованих рiвнянь першого
порядку. Знаходження точних розв’язкiв редукованих рiвнянь.

3. Зв’язок групи еквiвалентностi класу редукованих рiвнянь з си-
метрiєю вихiдного рiвняння.

4. Групова класифiкацiя редукованих рiвнянь.
5. Знаходження достатнiх умов сумiсностi та загального розв’яз-
ку умов сумiсностi (7) для менших розмiрностей (n = 2, 3).

6. Знаходження та дослiдження умов сумiсностi та класiв редуко-
ваних рiвнянь для iнших типiв рiвнянь, зокрема, для пуанкаре-
iнварiантних скалярних рiвнянь.
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Я хочу подякувати Р.З. Жданову за кориснi коментарi та по-
силання.
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Про iнтегровнi тривимiрнi
квантово-механiчнi системи
в магнiтному полi
О.Ю. ЖАЛIЙ

Iнститут математики НАН України, Київ
E-mail: zhaliy@imath.kiev.ua

Робота присвячена побудовi iнтегровних тривимiрних квантово-меха-
нiчних систем з ненульовими магнiтними полями. Розглядається iсну-
вання пари взаємокомутуючих iнтегралiв руху не вище другого поряд-
ку за похiдними. Бiльшiсть отриманих систем є новими i не спiввiднося-
ться з вiдокремленням змiнних у вiдповiдному рiвняннi Шрьодiнгера.

This paper is devoted to the construction of integrable three-dimensional
quantum mechanical systems with magnetic fields. The existence of pairs of
commuting integrals of motion not higher than second order in derivatives
is considered. Most of the systems obtained are new and not related to the
separation of variables in the corresponding Schrödinger equation.

Розглянемо стацiонарне рiвняння Шрьодiнгера для частинки, що ру-
хається в зовнiшньому електромагнiтному полi в тривимiрному ев-
клiдовому просторi

Hψ = Eψ, H = 1
2�p 2 +V (x, y, z)+Ai(x, y, z)pi +piAi(x, y, z), (1)

де V (x, y, z) та (A1(x, y, z), A2(x, y, z), A3(x, y, z)) – скалярний та ве-
кторний потенцiали електромагнiтного поля. Тут i надалi викори-
стовується позначення �p = −ih�∇, та за iндексами, що повторюються
йде пiдсумовування вiд 1 до 3.
За аналогiєю з класичною гамiльтоновою механiкою будемо вва-

жати таку систему iнтегровною, якщо iснує пара квантово-механiч-
них операторiв P i Q, якi комутують мiж собою, а також з гамiль-
тонiаном H, тобто виконуються такi умови

[H,Q] = [H,P ] = [P,Q] = 0.
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Окрiм цього, всi три оператори H,Q,P мають бути алгебраїчно неза-
лежними, тобто жоден з них не може бути представлений полiномом
вiд двох iнших [1,2].
В нашому дослiдженнi обмежимося випадком, коли оператори Q,

P є квадратичними полiномами по �p

Q = αik(x, y, z)pipk + fi(x, y, z)pi + u1(x, y, z),
P = βik(x, y, z)pipk + gi(x, y, z)pi + u2(x, y, z). (2)

В класичнiй механiцi iнтегровнi системи є цiкавими, оскiльки їх
рух у фазовому просторi є бiльш впорядкованим, а саме обмежує-
ться тором. В квантовiй механiцi iнтегровнiсть n-вимiрної квантово-
механiчної системи, тобто iснування n iнтегралiв руху (операторiв,
що комутують мiж собою, та з оператором рiвняння (1)), полегшує
задачу визначення енергетичного спектру та хвильових функцiй на-
вiть тодi, коли з iнтегровностi не випливає вiдокремлення змiнних,
а лише так зване “квазi-вiдокремлення змiнних” [3].
Отже задача опису всiх тих потенцiалiв електромагнiтного по-

ля V та A1, A2, A3, для яких квантово-механiчна задача є iнтегров-
ною в означенному вище сенсi, є важливою i актуальною.
У випадку чисто скалярного потенцiалу, тобто коли магнiтне по-

ле вiдсутнє, для тривимiрного випадку цю задачу було розв’язано в
1967-му роцi Я.А. Смородiнським та його учнями [4, 5]. Вони дове-
ли, що з факту iснування пари iнтегралiв руху першого або другого
порядку по �p (в означеному вище сенсi) випливає можливiсть вiд-
окремлення змiнних у вiдповiдному рiвняннi Шрьодiнгера [5] та нав-
паки [4]. А отже, отриманi ними 11 класiв iнтегровних потенцiалiв V
повнiстю спiвпали з результатами класичної роботи Ейзенхарта [6],
де вiн ще у 1948-му роцi описав всi скалярнi потенцiали, при яких
вiдповiдне рiвняння Шрьодiнгера (або ж рiвняння Гамiльтона-Якобi
у випадку класичної механiки) допускає вiдокремлення змiнних хоча
б в однiй iз 11 систем координат.
Наступний крок зробив у 1972-му роцi В.Н. Шаповалов зi спiвав-

торами [7], якi отримали повний опис вектор-потенцiалiв з ненульо-
вим магнiтним полем, при яких вiдповiдне рiвнянняШрьодiнгера (1)
допускає вiдокремлення змiнних хоча б в однiй iз 11 вищезгаданих
систем координат, та виписали вiдповiднi пари операторiв першого
та другого порядкiв, якi комутують мiж собою та з оператором рiв-
няння.
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Подальшi результати в цьому напрямi пов’язанi з роботами групи
П. Вiнтернiца [8–10]. Для двовимiрного випадку було встановлено,
що в магнiтному полi з iснування iнтегралiв руху другого порядку не
обов’язково слiдує вiдокремлення змiнних. Хоча при цьому iнтеграли
руху все ще класифiкуються на класи еквiвалентностi пiд дiєю групи
Евклiда, причому члени другого порядку по pi в них мають таку ж
саму форму, як i у випадку чисто скалярного потенцiалу. Також
було показано, що в магнiтному полi квантовий випадок [10] вже не
обов’язково збiгається з класичним [8,9]: отриманi вектор-потенцiали
можуть залежати вiд сталої Планка � нетривiальним чином.
В данiй роботi робиться наступний крок в класифiкацiї потен-

цiалiв електромагнiтного поля V та �A в тривимiрному евклiдовому
просторi, при яких вiдповiдна квантово-механiчна система, що опи-
сується рiвнянням (1), є iнтегровною в означеному вище сенсi, тобто
для яких iснує пара операторiв (2), що комутують мiж собою, а та-
кож з оператором рiвняння. Як результат, ми отримаємо цiлу низку
вектор-потенцiалiв, для яких вiдповiдне рiвняння Шрьодiнгера (1)
є iнтегровним в означеному вище сенсi, але при цьому не допускає
вiдокремлення змiнних, а отже цi потенцiали не мiстяться в класи-
фiкацiї Шаповалова [7] i тому є новими.
Спочатку ми розглянемо один оператор Q вигляду (2), який ко-

мутує з оператором рiвняння Шрьодiнгера H вигляду (1). Комута-
тор [Q,H] буде мiстити в собi члени третього, другого, першого, та
нульового порядкiв по pi, коефiцiєнти при яких ми маємо покласти
рiвними нулевi. Коефiцiєнти при третiй степенi pi дають таку систе-
му рiвнянь:

∂αik

∂xm
pmpipk = 0.

Пiсля розв’язання цiєї системи ми маємо наступний результат: роз-
глядуваний оператор Q може бути представлений як симетричний
бiлiнiйний полiном по генераторам групи рухiв тривимiрного евклi-
дового простору E3, тобто групи симетрiй тривимiрного рiвняння
Шрьодiнгера для вiльної частинки (рiвняння Гельмгольца):

Q = aikMiMk + bik(piMk + Mkpi) + cijpipk +
+ fi(x, y, z)pi + u1(x, y, z), (3)

де aik, bik та cij є константами, а Mi – оператор повороту, а саме
Mi = εiklxkpl, де εikl – повнiстю антисиметричний тензор.
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Порiвнюючи отриманий вигляд оператора (3) з аналогiчним ви-
глядом для випадку чисто скалярного потенцiалу [5] робимо висно-
вок, що члени другого порядку по pi в операторах залишаються не-
змiнними i пiсля появи ненульового магнiтного поля (як i в двови-
мiрному випадку [10]).
А тому, за повною аналогiєю з роботою [5], пара комутуючих опе-

раторiв P , Q вигляду (3) може бути зведена поворотами та зсувами
системи координат, а також перетвореннями виду

Q′ = μP + νQ + λH

до одного з 11 класiв, що вiдповiдають класичним 11 ортогональ-
ним системам координат, якi дозволяють вiдокремлення змiнних у
тривимiрному рiвняннi Шрьодiнгера для вiльної частинки.
Тому в нашому випадку ненульового магнiтного поля ми отрима-

ємо члени другого порядку по pi в цих комутуючих 11 парах опера-
торiв P , Q такi ж самi, як i в роботi [5]. Але, на вiдмiну вiд чисто
скалярного випадку, в наших операторах залишаються також нену-
льовi коефiцiєнти при членах pi першого порядку, якi є довiльними
функцiями, вiд вигляду яких в рештi решт i залежить вигляд магнi-
тного поля (у скалярному випадку вони дорiвнюють нулевi), як це
буде показано далi.
В цiй статтi нам вдалося повнiстю розв’язати найпростiший “де-

картовий” випадок, тобто коли пара P , Q має вигляд:

Q = p2
1 + �f(x, y, z)�p + u1(x, y, z),

P = p2
2 + �g(x, y, z)�p + u2(x, y, z).

Прирiвнюючи в рiвностi [H,Q] = [H,P ] = [P,Q] = 0 коефiцiєнти
при незалежних степенях pi до нуля, ми отримаємо перевизначену
систему нелiнiйних диференцiальних рiвнянь с частинними похiдни-
ми для невiдомих функцiй f1, f2, f3, g1, g2, g3, u1, u2 i V , A1, A2, A3.
Коефiцiєнти при вищих степенях pi дають таку систему:

f2 = f2(x), f3 = f3(x), g1 = g1(y), g3 = g3(y), f1y = g2x,

f ′
2(x) + f1y = 4A2x, g′3(y) + g2z = 4A3y, 4A1x = f1x,

f ′
3(x) + f1z = 4A3x, g′1(y) + g2x = 4A1y, 4A2y = g2y.

Її загальним розв’язком для �A буде

4A1 = sx + k1x + g1(y) + r1(z), 4A2 = sy + k2y + f2(x) + r2(z),
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4A3 = sz + k1z + k2z + f3(x) + g3(y) + r′3(z),

де s = s(x, y, z), k1 = k1(x, z), k2 = k2(y, z).
Калiбровне перетворення

�A → �A + �∇F, F = s(x, y, z) + k1(x, z) + k2(y, z) + r3(z).

спрощує вираз для �A до такого

A1 = 1
4 (g1(y) + r1(z)),

A2 = 1
4 (f2(x) + r2(z)),

A3 = 1
4 (f3(x) + g3(y)).

Маючи цей вираз для �A, ми отримаємо з коефiцiєнтiв при нижчих
степенях pi наступну систему для функцiй g1(y), r1(z), f2(x), r2(z),
f3(x), g3(y):

f2(x)g′3(y) = g1(y)f ′
3(x),

r1(z)f ′
2(x) = f3(x)r′2(z), (4)

r2(z)g′1(y) = g3(y)r′1(z).

Очевидно, що рiвняння Шрьодiнгера з вектор-потенцiалом (1) є
iнварiантним вiдносно перестановок A1, A2, A3, що вiдбуваються
одночасно з x1, x2, x3. При цьому рiвняння (4) є iнварiантними вiд-
носно перестановок функцiй g1(y), r1(z), f2(x), r2(z), f3(x), g3(y). Цi
перетворення еквiвалентностi можна зобразити таким чином:⎛⎜⎜⎝

f2 g3 r1

f3 g1 r2

A1 A2 A3

x y z

⎞⎟⎟⎠ ∼

⎛⎜⎜⎝
r1 f2 g3

r2 f3 g1

A3 A1 A2

z x y

⎞⎟⎟⎠ ∼

⎛⎜⎜⎝
g3 r1 f2

g1 r2 f3

A2 A3 A1

y z x

⎞⎟⎟⎠ ∼

⎛⎜⎜⎝
f3 r2 g1

f2 r1 g3

A1 A3 A2

x z y

⎞⎟⎟⎠ ∼

⎛⎜⎜⎝
g1 f3 r2

g3 f2 r1

A2 A1 A3

y x z

⎞⎟⎟⎠ ∼

⎛⎜⎜⎝
r2 g1 f3

r1 g3 f2

A3 A2 A1

z y x

⎞⎟⎟⎠ .
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Використовуючи це вiдношення еквiвалентностi, нам вдалося повнi-
стю описати всi розв’язки системи (4). Це, в свою чергу дало нам
опис всiх можливих форм вектор-потенцiалiв �A. Коефiцiєнти при
степенях pi, що залишилися, служать для визначення форми ска-
лярної компоненти вектор-потенцiалу V i накладають деякi дода-
тковi обмеження на g1(y), r1(z), f2(x), r2(z), f3(x), g3(y).
Внизу ми наводимо остаточнi результати наших обчислень. Тут i

надалi �Ω позначає магнiтне поле, а саме �Ω = rot �A.
Випадок 1.

�A = 0, �Ω = 0, Q = p2
1 + 2u1(x),

V = u1(x) + u2(y) + u3(z), P = p2
2 + 2u2(y).

Цей випадок вiдповiдає нульовому магнiтному полю i мiститься в
класифiкацiї Ейзенхарта [6]. Згiдно його результатiв такий вигляд
для скалярного потенцiалу V = u1(x) + u2(y) + u3(z) вичерпує всi
скалярнi потенцiали, при яких вiдповiдне рiвняння Шрьодiнгера до-
пускає вiдокремлення змiнних в декартовiй системi координат.
Випадок 2.

�A =

⎛⎝ v1(z)
v2(z)

0

⎞⎠ , �Ω =

⎛⎝ −v′
2(z)

v′
1(z)
0

⎞⎠ , V = v3(z),
Q = p2

1,

P = p2
2.

Випадок 3.

�A =

⎛⎝ 0
0

f(x) + g(y)

⎞⎠ , �Ω =

⎛⎝ g′(y)
−f ′(x)

0

⎞⎠ ,

V = u1(x) + u2(y),
Q = p2

1 + 4f(x)p3 + 2u1(x),
P = p2

2 + 4g(y)p3 + 2u2(y).

Випадки 2–3 були отриманi в класифiкацiї Шаповалова та спiвавто-
рiв [7]. Згiдно їх результатiв цi два випадки вичерпують всi вектор-
потенцiали з ненульовим магнiтним полем, при яких вiдповiдне рiв-
няння Шрьодiнгера допускає вiдокремлення змiнних в декартовiй
системi координат.
Наступнi випадки не пов’язанi з вiдокремленням змiнних, а отже

цi потенцiали не мiстилися в класифiкацiї Шаповалова [7] i тому є
новими.
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Випадок 4.

�A =

⎛⎝ g′(y)
f ′(x)

0

⎞⎠ , �Ω =

⎛⎝ 0
0

f ′′(x) − g′′(y)

⎞⎠ ,

V = −(C3f(x) + C3g(y) +

+ 2C2f
2(x) + 2C1g

2(y) + r(z) + 4g(y)f ′′(x) + 4f(x)g′′(y)),

Q = p2
1 + 4f ′(x)p2 − 2(4g(y)f ′′(x) + 2C2f(x)2 + C3f(x)),

P = p2
2 + 4g′(y)p1 − 2(4f(x)g′′(y) + 2C1g(y)2 + C3g(y)),

де функцiї f(x) та g(y) є розв’язками рiвнянь

f ′′(x) = Cf2(x) + C1f(x) + C4, g′′(y) = Cg2(y) + C2g(y) + C5.

При C = 0 це є лiнiйнi рiвняння другого порядку. Випадок C �=
0 бiльш цiкавий: коли ще при цьому i C1 �= 0 (або ж, вiдповiдно,
C2 �= 0), то їх розв’язками будуть першi трансцеденти Пенлеве, а
якщо ж C1 = 0 (або ж, вiдповiдно, C2 = 0), то маємо справу с
рiвнянням Вейерштраса, розв’язки якого виражаються або ж через
функцiї Вейерштраса, або ж через елементарнi функцiї, в залежностi
вiд параметру C4 (або ж, вiдповiдно, C5) та констант iнтегрування.
Деталi можна знайти, наприклад, в довiднику Камке [11].
Випадок 5.

�A =

⎛⎝ g′(y)
f ′(x)

Cf(x) + Cg(y)

⎞⎠ , �Ω =

⎛⎝ Cg′(y)
−Cf ′(x)

f ′′(x) − g′′(y)

⎞⎠ ,

V = −(r + C3f(x) + C3g(y) +

+ 2C2f
2(x) + 2C1g

2(y) + 4g(y)f ′′(x) + 4f(x)g′′(y)),

Q = p2
1 + 4(f ′(x)p2 + Cf(x)p3) −

− 2(4g(y)f ′′(x) + 2C2f(x)2 + C3f(x)),

P = p2
2 + 4(g′(y)p1 + Cg(y)p3) −

− 2(4f(x)g′′(y) + 2C1g(y)2 + C3g(y)),

де функцiї f(x) та g(y) є розв’язками рiвнянь

f ′′(x) = C6f
2(x) + C1f(x) + C4,
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g′′(y) = C6g
2(y) + C2g(y) + C5,

якi розв’язуються аналогiчно до попереднього випадку.
Випадок 6.

�A = 1
4

⎛⎝ w′
1(y) + v′

1(z)
u′

2(x) + v′
2(z)

u′
3(x) + w′

3(y)

⎞⎠ , �Ω = 1
4

⎛⎝ w′′
3 (y) − v′′

2 (z)
v′′
1 (z) − u′′

3(x)
u′′

2(x) − w′′
1 (y)

⎞⎠ ,

V = − 1
4 (r + u1(x) + w2(y) + v3(z) + w1(y)u′′

2(x) + v1(z)u′′
3(x) +

+ u2(x)w′′
1 (y) + v2(z)w′′

3 (y) + u3(x)v′′
1 (z) + w3(y)v′′

2 (z)),

Q = p2
1 + u′

2(x)p2 + u′
3(x)p3 −

− 1
2 (w1(y)u′′

2(x) + v1(z)u′′
3(x) + u1(x)),

P = p2
2 + w′

1(y)p1 + w′
3(y)p3 −

− 1
2 (u2(x)w′′

1 (y) + v2(z)w′′
3 (y) + w2(y)),

де функцiї u2(x), u3(x), w1(y), w3(y), v1(z), v2(z), u1(x), w2(y), v3(z)
визначенi конкретним чином, та розбиваються в свою чергу на чо-
тири випадки:
Випадок 6.1.

u2(x) = a3(r1 cosh(a1x) + k1 sinh(a1x)),
u3(x) = a2(r1 sinh(a1x) + k1 cosh(a1x)),
w1(y) = a3(r2 cosh(a2y) + k2 sinh(a2y)),
w3(y) = a1(r2 sinh(a2y) + k2 cosh(a2y)),
v1(z) = a2(r3 cosh(a3z) + k3 sinh(a3z)),
v2(z) = a1(r3 sinh(a3z) + k3 cosh(a3z)),

u1(x) = 1
4a2

2a
2
3((r

2
1 + k2

1) cosh(2a1x) + 2r1k1 sinh(2a1x)) +
+ C(r1 cosh(a1x) + k1 sinh(a1x)),

w2(y) = 1
4a2

1a
2
3((r

2
2 + k2

2) cosh(2a2y) + 2r2k2 sinh(2a2y)) +
+ C(r2 cosh(a2y) + k2 sinh(a2y)),

v3(z) = 1
4a2

1a
2
2((r

2
3 + k2

3) cosh(2a3z) + 2r3k3 sinh(2a3z)) +
+ C1(r3 cosh(a3z) + k3 sinh(a3z))

з 5 можливими пiдвипадками:

a) C = 0, C1 = 0;
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b) r1 = k1, r2 = k2, r3 = k3, C1 = C;
c) r1 = k1, r2 = −k2, r3 = −k3, C1 = C;
d) r1 = −k1, r2 = k2, r3 = −k3, C1 = −C;
e) r1 = −k1, r2 = −k2, r3 = k3, C1 = −C.

Випадок 6.2.

u2(x) = a3(r1 sin(a1x) − k1 cos(a1x)),
u3(x) = a2(r1 cos(a1x) + k1 sin(a1x)),
w1(y) = a3(r2 sin(a2y) − k2 cos(a2y)),
w3(y) = a1(r2 cos(a2y) + k2 sin(a2y)),
v1(z) = a2(r3 cosh(a3z) + k3 sinh(a3z)),
v2(z) = a1(r3 sinh(a3z) + k3 cosh(a3z)),

u1(x) = 1
4a2

2a
2
3((r

2
1 − k2

1) cos(2a1x) + 2r1k1 sin(2a1x)) +
+ C(r1 sin(a1x) − k1 cos(a1x)),

w2(y) = 1
4a2

1a
2
3((r

2
2 − k2

2) cos(2a2y) + 2r2k2 sin(2a2y)) +
+ C(r2 sin(a2y) − k2 cos(a2y)),

v3(z) = − 1
4a2

1a
2
2((r

2
3 + k2

3) cosh(2a3z) + 2r3k3 sinh(2a3z)) +
+ C1(r3 cosh(a3z) + k3 sinh(a3z))

з 5 можливими пiдвипадками:

a) C = 0, C1 = 0;
b) r1 = ik1, r2 = −ik2, r3 = −k3, C1 = iC;
c) r1 = ik1, r2 = ik2, r3 = k3, C1 = iC;
d) r1 = −ik1, r2 = −ik2, r3 = k3, C1 = −iC;
e) r1 = −ik1, r2 = ik2, r3 = −k3, C1 = −iC.

Випадок 6.3.

u2(x) = a3(r1 cos(a1x) + k1 sin(a1x)),
u3(x) = ia2(r1 sin(a1x) − k1 cos(a1x)),
w1(y) = a3(r2 cos(a2y) + k2 sin(a2y)),
w3(y) = ia1(r2 sin(a2y) − k2 cos(a2y)),
v1(z) = a2(r3 cos(a3z) + k3 sin(a3z)),
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v2(z) = ia1(r3 sin(a3z) − k3 cos(a3z)),

u1(x) = − 1
4a2

2a
2
3((r

2
1 − k2

1) cos(2a1x) + 2r1k1 sin(2a1x)) +
+ C(r1 cos(a1x) + k1 sin(a1x)),

w2(y) = − 1
4a2

1a
2
3((r

2
2 − k2

2) cos(2a2y) + 2r2k2 sin(2a2y)) +
+ C(r2 cos(a2y) + k2 sin(a2y)),

v3(z) = − 1
4a2

1a
2
2((r

2
3 − k2

3) cos(2a3z) + 2r3k3 sin(2a3z)) +
+ C1(r3 sin(a3z) − k3 cos(a3z))

з 5 можливими пiдвипадками:

a) C = 0, C1 = 0;
b) r1 = ik1, r2 = −ik2, r3 = ik3, C1 = iC;
c) r1 = −ik1, r2 = −ik2, r3 = −ik3, C1 = iC;
d) r1 = −ik1, r2 = ik2, r3 = ik3, C1 = −iC;
e) r1 = ik1, r2 = ik2, r3 = −ik3, C1 = −iC.

Випадок 6.4.

u2(x) = a3(r1 cosh(a1x) + k1 sinh(a1x)),
u3(x) = −ia2(r1 sinh(a1x) + k1 cosh(a1x)),
w1(y) = a3(r2 cosh(a2y) + k2 sinh(a2y)),
w3(y) = −ia1(r2 sinh(a2y) + k2 cosh(a2y)),
v1(z) = a2(r3 cos(a3z) + k3 sin(a3z)),
v2(z) = ia1(r3 sin(a3z) − k3 cos(a3z)),

u1(x) = 1
4a2

2a
2
3((r

2
1 + k2

1) cosh(2a1x) + 2r1k1 sinh(2a1x)) +
+ C(r1 cosh(a1x) + k1 sinh(a1x)),

w2(y) = 1
4a2

1a
2
3((r

2
2 + k2

2) cosh(2a2y) + 2r2k2 sinh(2a2y)) +
+ C(r2 cosh(a2y) + k2 sinh(a2y)),

v3(z) = 1
4a2

1a
2
2((r

2
3 − k2

3) cos(2a3z) + 2r3k3 sin(2a3z)) +
+ C1(r3 sin(a3z) − k3 cos(a3z))

з 5 можливими пiдвипадками:

a) C = 0, C1 = 0;
b) r1 = −k1, r2 = −k2, r3 = −ik3, C1 = C;
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c) r1 = k1, r2 = −k2, r3 = ik3, C1 = C;
d) r1 = k1, r2 = k2, r3 = −ik3, C1 = −C;
e) r1 = −k1, r2 = k2, r3 = ik3, C1 = −C.

Таким чином, ми отримали цiлу низку нових вектор-потенцiалiв,
для яких вiдповiдне рiвняння Шрьодiнгера (1) є iнтегровним в озна-
ченому вище сенсi, але при цьому не допускає вiдокремлення змiн-
них, i для яких вiдповiдну квантово-механiчну задачу визначення
енергетичного спектру та хвильових функцiй можна спробувати роз-
в’язати за допомогою, наприклад, квазi-вiдокремлення змiнних [3].

Автор вдячний Павловi Вiнтернiцу за кориснi дискусiї. Робота
була пiдтримана NATO Reintegration Grant NUKR.RIG 982038 та
грантом Президента України для пiдтримки наукових дослiджень
молодих вчених GP/F11/0061.
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В статтi розглядається задача групової класифiкацiї загального рiв-
няння еволюцiйного типу другого порядку. Отримано повний перелiк
рiвнянь цього типу, групи локальних перетворень яких мають нетри-
вiальний розклад Левi.

In this article we consider the problem of group classification of general
second-order evolution equation. We find the complete list of such equati-
ons whose groups of local transformations have nontrivial Levi decomposi-
tion.

1. Вступ. Об’єктом наших дослiджень є рiвняння, що належать до
класу рiвнянь еволюцiйного типу

ut = F (t, x, u, ux, uxx). (1)

В (1) i далi u = u(t, x), ut = ∂u
∂t , ux = ∂u

∂x , uxx = ∂2u
∂x2 , функцiя F –

довiльна гладка функцiя.
Слiд вiдзначити, що рiвняння вигляду (1) займають одне з чiль-

них мiсць серед фундаментальних рiвнянь сучасного природознав-
ства. До рiвнянь цього типу приводять задачi опису процесiв тепло–
i масообмiну, механiки суцiльного середовища, росту популяцiй, фi-
зики моря (для опису розподiлу коливань температури i солоностi
моря вiдносно глибини) i т.п.

Груповий аналiз загального еволюцiйного рiвняння 125

Одним iз унiверсальних методiв дослiдження диференцiальних
рiвнянь сучасної математичної фiзики є їх груповий аналiз, основ-
нi поняття i факти якого можна знайти, наприклад, в [1–4]. Але,
ефективнiсть застосування цього методу безпосередньо пов’язана iз
наявнiстю у дослiджуваного рiвняння нетривiальних групових вла-
стивостей. У зв’язку iз цим важливою постає задача групової кла-
сифiкацiї диференцiальних рiвнянь, яка для рiвняння (1) звучить
так: описати всi рiвняння даного вигляду, що мають нетривiальнi
симетрiйнi властивостi.
Першим систематично дослiджував симетрiйнi властивостi рiв-

нянь вигляду (1) ще Софус Лi [5]. Сучасну постановку задачi гру-
пової класифiкацiї диференцiальних рiвнянь здiйснив Л.В. Овсяннi-
ков у вiдомiй статтi [6], де вiн запропонував метод (Лi–Овсяннiкова)
розв’язування задачi групової класифiкацiї i здiйснив групову кла-
сифiкацiю нелiнiйного рiвняння теплопровiдностi. Ця стаття покла-
ла початок численним циклам робiт з групової класифiкацiї дифе-
ренцiальних рiвнянь взагалi i диференцiальних рiвнянь вигляду (1),
зокрема. Досить повний аналiз результатiв робiт, присвячених групо-
вiй класифiкацiї диференцiальних рiвнянь, станом на початок 90-х
рокiв минулого столiття можна знайти в [7]. Видiлимо лише робо-
ти [8–20], в яких було здiйснено групову класифiкацiю рiвнянь ви-
гляду (1). Слiд вiдзначити, що в цих роботах для групової класифiка-
цiї дослiджуваних рiвнянь було використано метод Лi–Овсяннiкова,
оскiльки всi вони мiстили довiльнi функцiї однiєї змiнної.
Подальшого прогресу у розв’язуваннi задачi групової класифiка-

цiї нелiнiйних диференцiальних рiвнянь вигляду (1) було досягнуто
в роботах [21,22], де запропоновано новий пiдхiд до групової класи-
фiкацiї диференцiальних рiвнянь i проведено групову класифiкацiю
рiвнянь

ut = uxx + f(t, x, u, ux),
ut = f(t, x, u, ux)uxx + g(t, x, u, ux),

та в роботах [23–25], де, вiдповiдно, проведено груповий аналiз рiв-
няння Шрьодiнгера, еволюцiйного рiвняння третього порядку й хви-
льового рiвняння.
Ми, слiдуючи роботам [21, 22], розв’язуємо задачу групової кла-

сифiкацiї найбiльш загального еволюцiйного рiвняння другого по-
рядку в двовимiрному просторi-часi. Оскiльки групова класифiкацiя
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лiнiйних рiвнянь вигляду (1) є добре вивченою, розглядається зада-
ча групової класифiкацiї нелiнiйних рiвнянь вигляду (1), а саме, тут
ми здiйснюємо опис тих рiвнянь, якi допускають групи локальних
перетворень з нетривiальним розкладом Левi та є нееквiвалентними
лiнiйним рiвнянням.
2. Попереднiй симетрiйний аналiз нелiнiйного еволюцiй-

ного рiвняння. Згiдно з вiдомим алгоритмом Лi [1–4], група ло-
кальних перетворень, яку може допускати рiвняння вигляду (1), ге-
нерується iнфiнiтезимальними операторами вигляду

v = τ∂t + ξ∂x + η∂u, (2)

де τ = τ(t, x, u), ξ = ξ(t, x, u), η = η(t, x, u) – довiльнi дiйснi гладкi
функцiї, визначенi в просторi V = R

2 × R
1 незалежних R

2 = 〈t, x〉
та залежної R

1 = 〈u〉 змiнних. Умова iнварiантностi рiвняння (1)
вiдносно оператора (2) має вигляд

ϕt − τFt − ξFx − ηFu − ϕxFux
− ϕxxFuxx

∣∣
(1) = 0, (3)

де

ϕt = Dt(η) − utDt(τ) − uxDt(ξ),
ϕx = Dx(η) − utDx(τ) − uxDx(ξ),
ϕxx = Dx(ϕx) − utxDx(τ) − uxxDx(ξ),
Dt = ∂t + ut∂u + utt∂ut

+ utx∂ux
+ · · · ,

Dx = ∂x + ux∂u + utx∂ut
+ uxx∂ux

+ · · · ,

умова
∣∣
(1) в (3) означає замiну ut у виразах для ϕt, ϕx, ϕxx на F .

Провiвши стандартний аналiз спiввiдношення (3), переконуємося
у справедливостi такого твердження.
Твердження 1. Група iнварiантностi рiвняння (1) генерується
iнфiнiтезимальними операторами вигляду

v = τ(t)∂t + ξ(t, x, u)∂x + η(t, x, u)∂u, (4)

де функцiї τ , ξ, η та функцiя F в рiвняннi (1) задовольняють таку
рiвнiсть:

ηt − uxξt + (ηu − τt − uxξu)F =

= [ηx + ux(ηu − ξx) − u2
xξu]Fux

+
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+ [ηxx + ux(2ηxu − ξxx) + u2
x(ηuu − 2ξxu) − u3

xξuu +
+ uxx(ηu − 2ξx) − 3uxuxxξu]Fuxx

+ τFt + ξFx + ηFu. (5)

Рiвнiсть (5) називатимемо класифiкуючим рiвнянням.
Оскiльки прямий повний аналiз класифiкуючого рiвняння (5) є

неможливим, ми для групової класифiкацiї рiвняння (1) будемо ви-
користовувати метод, запропонований в роботах [21, 22]. Для цього,
перш за все, вияснимо, якi iз перетворень простору V складають гру-
пу еквiвалентностi рiвняння (1) (надалi ми позначаємо її E ). Взага-
лi кажучи, групу E складають тi iз взаємооднозначних перетворень
простору V

t̄ = α(t, x, u), x̄ = β(t, x, u), v = γ(t, x, u),
D(α, β, γ)
D(t, x, u)

�= 0, (6)

якi залишають диференцiальну структуру (вигляд) рiвняння (1) не-
змiнною. Виконавши замiну змiнних (6) в рiвняннi (1) i вимагаючи,
щоб трансформоване рiвняння мало вигляд

vt̄ = Φ(t̄, x̄, v, vx̄, vx̄x̄),

де Φ – довiльна гладка функцiя своїх аргументiв, приходимо до та-
кого результату.
Твердження 2. Групу E рiвняння (1) становлять такi перетво-
рення:

t̄ = T (t), x̄ = X(t, x, u), v = U(t, x, u),

T ′ =
dT

dt
�= 0,

D(X,U)
D(x, u)

�= 0. (7)

Метод групової класифiкацiї, який ми використовуємо, передба-
чає, перш за все, використання перетворень (7) для спрощення ви-
гляду iнфiнiтезимальних операторiв, якi можуть складати базис ал-
гебр iнварiантностi рiвнянь вигляду (1). Замiна змiнних (7) транс-
формує оператор (4) в оператор

ṽ = τT ′∂t̄ + (τXt + ξXx + ηXu)∂x̄ + (τUt + ξUx + ηUu)∂v. (8)

Якщо в операторi (4) τ �= 0, то, поклавши функцiю T рiвною розв’яз-
ковi рiвняння τT ′ = 1, а функцiї X, U – рiвними фундаментальним
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розв’язкам системи рiвнянь

τXt + ξXx + ηXu = 0, τUt + ξUx + ηUu = 0,
D(X,U)
D(x, u)

�= 0,

бачимо, що оператор (8) зводиться до оператора ṽ = ∂t̄. Якщо ж в
операторi (4) τ = 0, то обов’язково або ξ �= 0, або η �= 0. Якщо в (4)
ξ �= 0, η = 0, то замiна змiнних t̄ = t, x̄ = u, v = x, перетворення якої
належать до групи E , зводять оператор (4) в оператор ṽ = ξ(t̄, x̄, v)∂v.
Отже, з точнiстю до еквiвалентностi, яку визначає дiя перетворень з
групи E , можемо вважати, що коли τ = 0, то в (4) обов’язково η �= 0.
Але тодi, поклавши в перетвореннях (7) функцiї X та U рiвними
ненульовим розв’язкам рiвнянь ξXx+ηXu = 0, ξUx+ηUu = 1, бачимо,
що у цьому випадковi оператор (8) зводиться до оператора ṽ = ∂v.
Отже, має мiсце така лема.
Лема 1. Оператор (4) є еквiвалентним одному з таких двох опе-
раторiв: v = ∂t, v = ∂u.

Результати леми 1 дозволяють отримати i перший класифiкацiй-
ний результат для рiвняння (1).
Теорема 1. З точнiстю до еквiвалентностi iснують два класи не-
лiнiйних рiвнянь вигляду (1), якi допускають максимальнi однопа-
раметричнi групи iнварiантностi. Нижче наведено представники
(їх канонiчний вигляд) цих класiв рiвнянь та вiдповiднi одновимiрнi
алгебри Лi A1 операторiв симетрiї, якi генерують їх групи iнварi-
антностi:

ut = F (x, u, ux, uxx) : A1
1 = 〈∂t〉;

ux = F (t, x, ux, uxx) : A2
1 = 〈∂u〉.

Доведення. Якщо рiвняння (1) допускає однопараметричну групу
iнварiантностi, то вона генерується iнфiнiтезимальним оператором
вигляду (4), який, згiдно з результатами леми 1, є еквiвалентним
одному з операторiв ∂t або ∂u.
Для оператора ∂t класифiкуюче рiвняння (5) набуває вигляду

Ft = 0, звiдки випливає, що F = F (x, u, ux, uxx). Аналогiчно пе-
реконуємося, що у рiвняннi, iнварiантному вiдносно оператора ∂u,
F = F (t, x, ux, uxx).
Подальша пряма перевiрка показує, що у випадку довiльних зна-

чень отриманих функцiй цi оператори генерують максимальнi групи
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iнварiантностi вiдповiдних рiвнянь, тобто їх максимальнi алгебри iн-
варiантностi збiгаються з A1

1 та A2
1. Теорема доведена.

У подальшiй груповiй класифiкацiї ми розбиваємо множину рiв-
нянь вигляду (1) з нетривiальними симетрiйними властивостями на
два класи. Припустимо, що рiвняння вигляду (1) допускає k-вимiрну
(k ≥ 1) максимальну алгебру iнварiантностi Ak = 〈v1, v2, . . . , vk〉 з
базисними операторами

vi = τ i∂t + ξi∂x + ηi∂u, i = 1, 2, . . . , k. (9)

Якщо в операторах (9) τ i �= 0 (i = 1, 2, . . . , k), то вiдповiдне iнварiан-
тне рiвняння ми вiдносимо до рiвнянь першого класу. Якщо ж хоча
б в одному з операторiв τ i ≡ 0, то вiдповiдне iнварiантне рiвняння
ми вiдносимо до рiвнянь другого класу. Як випливає з результатiв
леми 1 з точнiстю до еквiвалентностi ми завжди можемо один iз ба-
зисних операторiв алгебри iнварiантностi рiвняння першого класу
покласти рiвним ∂t, а для рiвняння другого класу – ∂u. Провiвши
групову класифiкацiю рiвнянь кожного класу, ми отримаємо повний
перелiк рiвнянь вигляду (1) з нетривiальними симетрiйними власти-
востями.
3. Групова класифiкацiя рiвнянь першого класу. Згiдно

з результатами теореми 1, серед рiвнянь першого класу найнижчi
симетрiйнi властивостi має рiвняння

ut = F (x, u, ux, uxx), (10)

максимальною алгеброю iнварiантностi якого є одновимiрна алгебра
Лi A1

1 = 〈∂t〉.
Лема 2. Серед рiвнянь першого класу не iснують такi, максималь-
нi алгебри iнварiантностi яких мiстили б як пiдалгебру двовимiрну
абелеву алгебру Лi операторiв симетрiї.

Доведення. Для доведення леми нам достатньо показати, що серед
рiвнянь першого класу не iснують такi, якi б допускали двовимiрнi
абелевi алгебри Лi операторiв симетрiї.
Припустимо, що таке рiвняння iснує. Тодi один з базисних опе-

раторiв, наприклад, v1 = ∂t, а другий (v2) має вигляд (4). Пере-
вiрка комутацiйного спiввiдношення [v1, v2] = 0 показує, що в опе-
раторi v2 τt = 0, ξt = 0, ηt = 0, тобто можемо покласти v2 =
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ξ(x, u)∂x+η(x, u)∂u. Але тодi неважко показати, що iснують перетво-
рення (8), якi залишають вигляд оператора v1 незмiнним, а опера-
тор v2 зводять в оператор ṽ2 = ∂v. Отже дане рiвняння еквiвалентне
такому, алгебра iнварiантностi якого збiгається з двовимiрною алге-
брою Лi операторiв симетрiї 〈∂t, ∂u〉, тобто дане рiвняння є рiвнянням
другого класу. Отримана суперечнiсть i доводить лему.
З вiдомої теореми Левi–Мальцева (див., наприклад, [26]) випли-

ває, що множина скiнченновимiрних дiйсних алгебр Лi вичерпується
розв’язними алгебрами Лi та алгебрами Лi з нетривiальним факто-
ром Левi. Оскiльки фактор Левi є деякою напiвпростою алгеброю
Лi, то для повного опису рiвнянь першого класу з нетривiальними
симетрiйними властивостями нам, перш за все, потрiбно отримати
рiвняння, якi iнварiантнi вiдносно розв’язних та напiвпростих ал-
гебр Лi операторiв симетрiї.
3.1. Iнварiантнiсть вiдносно розв’язних алгебр Лi. Серед

дiйсних двовимiрних розв’язних алгебр Лi з точнiстю до iзоморфiзму
розрiзняють двi алгебри:

A2.1 = 〈e1, e2〉 : [e1, e2] = 0;
A2.2 = 〈e1, e2〉 : [e1, e2] = e2. (11)

Оскiльки алгебра A2.1 є абелевою то дослiдженню пiдлягають ли-
ше тi рiвняння, якi можуть допускати алгебри Лi операторiв симе-
трiї, що є iзоморфними алгебрi A2.2 При цьому побудову реалiзацiй
алгебри A2.2 можна проводити поклавши один з базисних операто-
рiв, наприклад, e2, рiвним оператору ∂t.
Отже, нехай e2 = ∂t, а оператор e1 має вигляд (4), де τ �= 0. Тодi з

виконання другого комутацiйного спiввiдношення(11) випливає, що
τt = −1, ξt = ηt = 0. Тому в реалiзацiї алгебри A2.2 можна покласти,
що

e1 = −t∂t + ξ(x, u)∂x + η(x, u)∂u. (12)

Якщо в операторi (12) ξ = η = 0, то має мiсце реалiзацiя 〈−t∂t, ∂t〉.
Якщо ж в (12) |ξ|+ |η| �= 0, то неважко переконатися у тому, що iсну-
ють такi перетворення з групи E , якi залишають вигляд оператора
e2 незмiнним, а оператор e1 (12) зводять в оператор ẽ1 = −t̄∂t̄ − v∂v.
Отже, можна стверджувати, що з точнiстю до еквiвалентностi

iснують двi реалiзацiї алгебри A2.2 〈−t∂t, ∂t〉, 〈−t∂t − u∂u, ∂t〉, якi
можуть бути алгебрами iнварiантностi рiвнянь першого класу.
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Перевiрка класифiкуючого рiвняння (5) для першої з реалiзацiй
приводить до умови F = 0, звiдки випливає, що ця реалiзацiя не
може бути алгеброю iнварiантностi дослiджуваних рiвнянь.
Для другої реалiзацiї вiдповiдна процедура показала, що A2.2-

iнварiантне рiвняння має вигляд

ut = F (x, ω,w), ω = u−1ux, w = u−1uxx.

Подальшому дослiдженню пiдлягають тi iз рiвнянь першого кла-
су, якi допускають тривимiрнi розв’язнi алгебри Лi операторiв симе-
трiї. Добре вiдомо (див., наприклад, [27]), що тривимiрнi розв’язнi
дiйснi алгебри Лi A3 = 〈e1, e2, e3〉 з точнiстю до iзоморфiзму вичер-
пуються двома розкладними

A3.1 = A2.1 ⊕ A1 : [ei, ej ] = 0, i, j = 1, 2, 3;
A3.2 = A2.2 ⊕ A1 : [e1, e2] = e2, [e1, e3] = [e2, e3] = 0

та сiмома нерозкладними алгебрами Лi:

A3.3 : [e2, e3] = e1, [e1, e2] = [e1, e3] = 0;
A3.4 : [e1, e3] = e1, [e2, e3] = e1 + e2, [e1, e2] = 0;
A3.5 : [e1, e3] = e1, [e2, e3] = e2, [e1, e2] = 0;
A3.6 : [e1, e3] = e1, [e2, e3] = −e2, [e1, e2] = 0;
A3.7 : [e1, e3] = e1, [e2, e3] = qe2, [e1, e2] = 0 (0 < |q| < 1);
A3.8 : [e1, e3] = −e2, [e2, e3] = e1, [e1, e2] = 0;
A3.9 : [e1, e3] = qe1 − e2, [e2, e3] = e1 + qe2, [e1, e2] = 0 (q>0).

Неважко побачити, що усi цi алгебри мiстять як пiдалгебру ал-
гебру A2.1, а тому можна стверджувати, що серед рiвнянь першо-
го класу не iснують такi, максимальними алгебрами iнварiантностi
яких є тривимiрнi розв’язнi алгебри Лi операторiв симетрiї. Бiльше
цього, наявнiсть композицiйного ряду в скiнченновимiрної розв’язної
алгери Лi [27], дозволяє зробити такий висновок.
Лема 3. З точнiстю до еквiвалентностi рiвнянням

ut = F (x, ω,w), ω = u−1ux, w = u−1uxx,

максимальною алгеброю iнварiантностi якого є двовимiрна алгебра
Лi операторiв симетрiї 〈−t∂t−u∂u, ∂t〉, вичерпуються рiвняння пер-
шого класу, якi iнварiантнi вiдносно розв’язних алгебр Лi.
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3.2. Iнварiантнiсть вiдносно напiвпростих алгебр Лi. З то-
чнiстю до iзоморфiзму розрiзняють [26] двi найнижчi напiвпростi
алгебри Лi, що мають розмiрнiсть рiвну трьом:

so(3) : [e1, e2] = e3, [e1, e3] = −e2, [e2, e3] = e1;
sl(2, R) : [e1, e2] = 2e2, [e1, e3] = −2e3, [e2, e3] = e1.

Цi алгебри не мiстять [28] як пiдалгебру двовимiрну абелеву алге-
бру A2.1. Аналiз структури напiвпростих алгебр Лi розмiрностей ви-
щих за три (див., наприклад, [26]) показує, що всi цi алгебри мi-
стять як пiдалгебри двовимiрнi абелевi алгебри. Отже, в даному ви-
падковi дослiдженню пiдлягаює iснування лише SO(3)- та SL(2, R)-
iнварiантних рiвнянь першого класу.
Зупинимося спочатку на питаннi iснування реалiзацiй алгебри

so(3). Нехай оператор e1 = ∂t, а оператори e2 та e3 мають вигляд (4).
Тодi з виконання перших двох комутацiйних спiввiдношень, що ви-
значають алгебру so(3), випливає, що

e2 = C cos t∂t + (α cos t + β sin t)∂x + (γ cos t + θ sin t)∂u,

e3 = [∂t, e2],

де C – довiльна дiйсна стала, C �= 0, α = α(x, u), β = β(x, u),
γ = γ(x, u), θ = θ(x, u) – довiльнi дiйснi функцiї своїх аргументiв.
Але виконання третього комутацiйнoго спiввiдношення приводить
до рiвностi C2 = −1, яка не має сенсу в дiйснiй областi. Отже, не
iснують SO(3)-iнварiантнi рiвняння першого класу.
Тепер розглянемо питання про iснування реалiзацiй алгебри

sl(2, R). Нехай тут e3 = ∂t, а оператори e1, e2 мають вигляд (4).
Перевiривши виконання комутацiйних спiввiдношень, що визна-

чають алгебру sl(2, R), та використавши тi iз перетворень з групи E ,
що не змiнюють вигляд оператора e3, переконуємося, що iснують
такi нееквiвалентнi реалiзацiї алгебри sl(2, R):

〈2t∂t,−t2∂t, ∂t〉; 〈2t∂t + x∂x,−t2∂t − tx∂x, ∂t〉;
〈2t∂t + x∂x,−t2∂t − tx∂x + x2∂u, ∂t〉;
〈2t∂t + x∂x,−t2∂t + x(x2 − t)∂x, ∂t〉.

Перша реалiзацiя не може бути алгеброю iнварiантностi рiвнянь ви-
гляду (1). Для другої реалiзацiї iз класифiкуючого рiвняння (5) ви-
пливає умова xux = 0. Отже, й друга реалiзацiя не може бути алге-
брою iнварiантностi дослiджуваних рiвнянь. Для третьої реалiзацiї,
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проiнтегрувавши визначальнi рiвняння, знаходимо, що

F = x−1uux − x−2u2 + x−2F̃ (ω,w),

ω = x2uxx − 2u, w = 2u − xux.

Нарештi, для останньої реалiзацiї

F = − 1
4x−1ux + x−3u−1

x F̃ (u, ω), ω = u−2
x uxx + 3x−1u−1

x .

Отже, можемо пiдвести пiдсумок: серед рiвнянь першого класу
iснують лише два рiвняння, якi iнварiантнi вiдносно напiвпростих
алгебр Лi операторiв симетрiї, iзоморфних алгебрi sl(2, R).
3.3. Завершення групової класифiкацiї рiвнянь першого

класу. Для завершення групової класифiкацiї рiвнянь першого кла-
су залишається вивчити питання про наявнiсть рiвнянь, якi допу-
скають алгебри Лi операторiв симетрiї з нетривiальним фактором
Левi i ненульовим радикалом. Очевидно, що такими алгебрами iн-
варiантностi можуть бути лише алгебри Лi операторiв симетрiї, якi
розкладаються в напiвпрямi суми напiвпростої та розв’язної алгебр
Лi. При цьому, як показано вище, розв’язна алгебра може бути або
одновимiрною, або iзоморфною алгебрi A2.2. Структура таких алгебр
з фактором Левi sl(2, R) вивчена в [29]. Згiдно з результатами цiєї
роботи, не iснують алгебри Лi з вказаною вище властивiстю, а тому
не iснують i рiвняння першого класу з нетривiальними симетрiйни-
ми властивостями, окрiм рiвнянь, якi були отриманi вище. З iншого
боку очевидним є те, що отриманi рiвняння мiстять довiльнi функцiї
трьох i двох змiнних, а тому для деяких значень цих функцiй симе-
трiйнi властивостi рiвнянь будуть розширюватися. Але такi рiвняння
вже належатимуть до рiвнянь другого класу.
Пiдведемо пiдсумок дослiдженням у виглядi теореми.

Теорема 2. З точнiстю до еквiвалентностi серед рiвнянь першого
класу лише три мають нетривiальнi симетрiйнi властивостi. Це
рiвняння отримане в лемi 3, максимальна алгебра iнварiантностi
якого iзоморфна алгебрi A2.2, та ще два SL(2, R)-iнварiантнi рiв-
няння. Нижче наведено вигляд цих рiвнянь та реалiзацiї алгебри
sl(2, R), якi є їх максимальними алгебрами iнварiантностi:

ut = x−1uux − x−2u2 + x−2F̃ (ω,w),

ω = x2uxx − 2u, w = 2u − xux :
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sl1(2, R) = 〈2t∂t + x∂x,−t2∂t − tx∂x + x2∂u, ∂t〉;
ut = − 1

4x−1ux + x−3u−1
x F̃ (u, ω),

ω = u−2
x uxx + 3x−1u−1

x :

sl2(2, R) = 〈2t∂t + x∂x,−t2∂t + x(x2 − t)∂x, ∂t〉.
4. Iнварiантнiсть рiвнянь другого класу вiдносно алгебр

Лi з нетривiальним розкладом Левi. Як було вiдзначено вище,
опис рiвнянь, iнварiантних вiдносно алгебр Лi операторiв симетрiї
даного типу, передбачає, перш за все, опис рiвнянь вигляду

ut = F (t, x, ux, uxx), Fuxx
�= 0, (13)

iнварiантних вiдносно напiвпростих алгебр Лi операторiв симетрiї.
Саме з опису таких рiвнянь ми i продовжуємо групову класифiкацiю
рiвняння (1).
4.1. Iнварiантнiсть вiдносно напiвпростих алгебр Лi. Ос-

кiльки рiвняння (13) допускає одновимiрну алгебру iнварiантностi
A2

1 = 〈∂u〉, то один з базисних операторiв в напiвпростiй алгебрi Лi,
якi будуть дослiдженi нижче, ми вiдразу можемо покласти рiвним
∂u. Знову стартуємо з розгляду найнижчих напiвпростих алгебр Лi.

Випадок алгебри so(3). Нехай e1 = ∂u, а оператори e2 i e3 мають
вигляд (4). З виконання перших двох комутацiйних спiввiдношень,
що визначають алгебру so(3), випливає, що з точнiстю до еквiвален-
тностi можемо покласти e3 = [∂te3],

e2 = α(t, x) cos u∂x + [β(t, x) cos u + γ(t, x) sin u]∂u.

Перевiрка третього комутацiйного спiввiдношення приводить до
умов:

αβ = 0, αγx − β2 − γ2 = 1. (14)

Якщо α = 0, то друга рiвнiсть (14) набуває вигляду β2 + γ2 = −1
i не має сенсу в дiйснiй областi. Якщо ж α �= 0, β = 0, то замiна
змiнних t̄ = t, x̄ = X(t, x) (αXx = 1), v = u, дозволяє покласти

e2 = cos u∂x + γ(t, x) sin u∂u, e3 = [∂t, e2],

де функцiя γ = γ(t, x) є розв’язком рiвняння γx = 1 + γ2, тобто
γ = tan(x + ϕ(t)).
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Тому з точнiстю до еквiвалентностi, яку визначають перетворе-
ння t̄ = t, x̄ = x + ϕ(t), v = u, γ = tan x. Отже, в заданому класi
операторiв iснує одна реалiзацiя алгебри so(3),

so1(3) = 〈∂u, cos u∂x + tan x sin u∂u,− sin u∂x + tan x cos u∂u〉,
для якої розв’язок системи (5) має вигляд

F =
√

sec2 x + u2
xF̃ (t, ω), (15)

ω = [uxx cos x − (2 + u2
x cos2 x)ux sin x](1 + u2

x cos2 x)−
3
2 .

Подальша пiдстановка функцiї F (15) у класифiкуюче рiвняння по-
казала, що реалiзацiя so1(3) є максимальною алгеброю iнварiантно-
стi отриманого рiвняння. Отже, має мiсце таке твердження.
Лема 4. З точнiстю до еквiвалентностi iснує одне рiвняння ви-
гляду (13) максимальна алгебра iнварiантностi якого iзоморфна ал-
гебрi so(3). Нижче наведено канонiчний вигляд цього рiвняння та
вiдповiдна максимальна алгебра iнварiантностi:

ut =
√

sec2 x + u2
xF̃ (t, ω), F̃ω �= 0,

ω = [uxx cos x − (2 + u2
x cos2 x)ux sin x](1 + u2

x cos2 x)−
3
2 :

so1(3) = 〈∂u, cos u∂x + tan x sin u∂u,− sin u∂x + tan x cos u∂u〉.
Випадок алгебри sl(2, R). Нехай e3 = ∂u, а оператори e1, e2 мають

вигляд (4).
Тодi iз виконання комутацiйних спiввiдношень, якi визначають

алгебру sl(2, R), випливає, що

e2 = (αu + β)∂x + (−u2 + γu + θ)∂u, e1 = [∂u, e2], e3 = ∂u,

де функцiї α = α(t, x), β = β(t, x), γ = γ(t, x), θ = θ(t, x) задовольня-
ють спiввiдношення

2β = −αβx − αγ + βαx, 4θ = −αθx − γ2 + βγx. (16)

Якщо в операторi e2 α �= 0, то з точнiстю до еквiвалентностi,
яку визначають перетворення t̄ = t, x̄ = X(t, x), v = u + U(t, x),
де функцiї X (Xx �= 0) та U задовольняють рiвняння αXx = X,
XU = βXx, можемо покласти (в початкових позначеннях змiнних)

e2 = xu∂x + (−u2 + γu + θ)∂u, e1 = [∂u, e2], e3 = ∂u.
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Тодi система рiвнянь (16) набуде вигляду xγ = 0, 4θ = −xθx − γ2,
звiдки випливає, що γ = 0, θ = μ(t)x−4. Якщо μ = 0, то має мi-
сце така реалiзацiя алгебри sl(2, R): 〈2u∂u − x∂x,−u2∂u + xu∂x, ∂u〉.
Якщо ж μ �= 0, то з точнiстю до еквiвалентностi, яку визначають пе-
ретворення t̄ = t, x̄ = |μ|− 1

4 x, v = u, приходимо до таких реалiзацiй
алгебри sl(2, R):

〈2u∂u − x∂x, (x−4 − u2)∂u + xu∂x, ∂u〉,
〈2u∂u − x∂x,−(x−4 + u2) + xu∂x, ∂u〉.

Якщо в операторi e2, α = 0, то, врахувавши спiввiдношення (16),
неважко переконатися, що з точнiстю до еквiвалентностi має мiсце
така реалiзацiя алгебри sl(2, R): 〈2u∂u,−u2∂u, ∂u〉.
Подальша перевiрка показала, що остання реалiзацiя не може бу-

ти алгеброю iнварiантностi рiвнянь вигляду (13). Першi три реалiза-
цiї задовольняють умови сформульованої задачi i є максимальними
алгебрами iнварiантностi рiвнянь дослiджуваного типу. Загальний
результат дослiджень подано у наступному твердженнi.
Лема 5. З точнiстю до еквiвалентностi iснують три рiвняння
другого класу, максимальними алгебрами iнварiантностi яких є ал-
гебри Лi операторiв симетрiї iзоморфнi алгебрi sl(2, R). Канонiчний
вигляд цих рiвнянь та вiдповiднi максимальнi алгебри iнварiант-
ностi подано нижче:

ut = xuxF̃ (t, ω), ω = x−5u−3
x uxx + 2x−6u−2

x :

sl3(2, R) = 〈2u∂u − x∂x,−u2∂u + xu∂x, ∂u〉;
ut = x−2

√
4 + x6u2

xF̃ (t, ω),

ω = (4 + x6u2
x)−

3
2
(
x4uxx + 5x3ux + 1

2x9u3
x

)
:

sl4(2, R) = 〈2u∂u − x∂x, (x−4 − u2)∂u + xu∂x, ∂u〉;
ut = x−2

√
|x6u2

x − 4|F̃ (t, ω),

ω = |x6u2
x − 4|− 3

2
(
x4uxx + 5x3ux − 1

2x9u3
x

)
:

sl5(2, R) = 〈2u∂u − x∂x,−(x−4 + u2)∂u + xu∂x, ∂u〉.

У всiх отриманих рiвняннях F̃ω �= 0.

Нарештi, провiвши мiркування аналогiчнi тим, якi були зробленi
в [22], неважко переконатися у справедливостi такої теореми.
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Теорема 4. З точнiстю до еквiвалентностi рiвняннями, отрима-
ними в лемах 4, 5, вичерпуються рiвняння другого класу, якi iнва-
рiантнi вiдносно напiвпростих алгебр Лi операторiв симетрiї.
4.2. Iнварiантнiсть вiдносно алгебр Лi з з нетривiальним

розкладом Левi. Наявнiсть перелiку нееквiвалентних рiвнянь ви-
гляду (1), якi iнварiантнi вiдносно напiвпростих алгебр Лi операторiв
симетрiї, дозволяє провести опис тих рiвнянь, алгебри iнварiантностi
яких мають нетривiальний розклад Левi. Серед алгебр Лi з такою
властивiстю розрiзняють алгебри Лi, якi розкладаються в пряму су-
му напiвпростої та розв’язної алгебр Лi, та алгебри Лi, якi є напiв-
прямими сумами фактора Левi та ненульового розв’язного радикалу.
4.2.1. Iнварiантнiсть вiдносно прямої суми напiвпростої

та розв’язної алгебр Лi. Для опису таких рiвнянь нам достатньо
провести розширення вiдомих реалiзацiй напiвпростих алгебр Лi в
класi операторiв (4) до реалiзацiй алгебр Лi вказаного типу, а потiм
перевiрити отриманi реалiзацiї на предмет того, чи можуть вони бу-
ти алгебрами iнварiантностi рiвнянь дослiджуваного вигляду. При
цьому подальшому розгляду пiдлягають як отриманi в лемах 4 та 5
рiвняння другого класу, так i рiвняння першого класу, максималь-
ними алгебрами iнварiантностi яких є реалiзацiї sl1(2, R) та sl2(2, R).
Зупинимося детально на випадковi sl1(2, R)-iнварiантного рiвнян-

ня. Розширення реалiзацiї sl1(2, R) ми можемо проводити тими опе-
раторами вигляду (4), якi комутують з базисними операторами алге-
бри sl1(2, R) на нуль. Безпосередня перевiрка показує, що таку умову
задовольняють оператори вигляду

v = C1x∂x + (C2 + 2C1u)∂u, (17)

де C1, C2 – довiльнi сталi. Далi неважко переконатися, що в класi
операторiв (17) iснують реалiзацiї двох одновимiрних алгебр Лi L1:
〈∂u〉, 〈x∂x + 2u∂u〉; та однiєї двовимiрної алгебри Лi L2 = 〈∂u, x∂x +
2u∂u〉, яка iзоморфна алгебрi A2.2.
Подальша перевiрка отриманих алгебр Лi операторiв симетрiї по-

казала, що вони можуть бути алгебрами iнварiантностi рiвнянь ви-
гляду (1). При цьому, в sl1(2, R) ⊕ 〈∂u〉-iнварiантному рiвняннi

F = 1
4u2

x + x−2F̃ (ω), ω = x2uxx − xux;

в sl1(2, R) ⊕ 〈x∂x + 2u∂u〉-iнварiантному рiвняннi
F = x−1uux − x−2u2 + x−2(2u − xux)2F̃ (ω),
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ω = (x2uxx − 2u)(2u − xux)−1;

а в sl12, (R) ⊕ 〈∂u, x∂x + 2u∂u〉-iнварiантному рiвняннi

F = mx2u2
xx − 2mxuxuxx +

(
m + 1

4

)
u2

x, m �= 0.

Також, безпосереднi обчислення показують, що знайденi реалiзацiї є
максимальними алгебрами iнварiантностi вiдповiдних рiвнянь.
Для реалiзацiї sl2(2, R) розширення можливi в класi операторiв

v = η(u)∂u. (18)

З точнiстю до еквiвалентностi в класi операторiв (18) iснує одна
реалiзацiя одновимiрної алгебри Лi L1 = 〈∂u〉 та одна реалiзацiя дво-
хвимiрної алгебри Лi L2 = 〈−u∂u, ∂u〉, при цьому L2 ∼ A2.2. А оскiль-
ки в класi операторiв (18) не iснують реалiзацiї алгебри A2.1, то в цьо-
му класi операторiв не iснуватимуть i реалiзацiї розв’язних алгебр
Лi розмiрностей вищих за два. Отже, ми отримали два розширення
реалiзацiї sl2(2, R), якi є максимальними алгебрами iнварiантностi
рiвнянь вигляду (1). При цьому в sl2(2, R) ⊕ 〈∂u〉-iнварiантному рiв-
няннi

F = − 1
4x−1ux + x−3u−1

x F̃ (ω), ω = u−2
x uxx + 3x−1u−1

x ;

в sl2(2, R) ⊕ 〈−u∂u, ∂u〉-iнварiантному рiвняннi

F = − 1
4x−1ux + mx−3u−1

x (u−2
x uxx + 3x−1u−1

x )−2, m �= 0.

Аналогiчний розгляд реалiзацiї sl3(2, R) показав, що дослiджен-
ню пiдлягають алгебри Лi в класi операторiв

v = τ(t)∂t + ξ(t)x∂x. (19)

Використавши тi iз перетворень з групи E , якi залишають вигляд
базисних операторiв реалiзацiї sl3(2, R) незмiнним, неважко переко-
натися, що з точнiстю до еквiвалентностi в класi операторiв (19)
iснують три реалiзацiї одновимiрної алгебри Лi: 〈∂t〉, 〈x∂x〉, 〈tx∂x〉.
Але, як показала безпосередня перевiрка, умовам сформульованої
задачi задовольняють лише перша i третя реалiзацiї. Подальше пiд-
вищення розмiрностi на одиницю привело до однiєї реалiзацiї алге-
бри A2.1: 〈f(t)x∂x, tx∂x〉

(
d2f
dt2 �= 0

)
, та двох реалiзацiй алгебри A2.2:
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〈−t∂t − mx∂x, ∂t〉(m ∈ R), 〈t∂t, tx∂x〉. А оскiльки реалiзацiя алгебри
A2.1 не задовольняє умовам сформульованої задачi, то отримани-
ми вище чотирма реалiзацiями вичерпуються тi, якi задовольняють
умовам сформульованої задачi. Цi реалiзацiї є максимальними алгеб-
рами iнварiантностi вiдповiдних рiвнянь i при цьому в sl3(2, R)⊕〈∂t〉-
iнварiантному рiвняннi

F = xuxF̃ (ω), ω = x−5u−3
x uxx + 2x−6u−2

x ;

в sl3(2, R) ⊕ 〈tx∂x〉-iнварiантному рiвняннi

F =
xux

4t
ln
∣∣x−5u−3

x uxx + 2x−6u−2
x

∣∣+ xuxF̃ (t);

в sl3(2, R) ⊕ 〈−t∂t − mx∂x, ∂t〉-iнварiантному рiвняннi

F = λxux|x−5u−3
x uxx + 2x−6u−2

x | 1
4m , λ �= 0, m �= 0,± 3

4 ;

в sl3(2, R) ⊕ 〈t∂t, tx∂x〉-iнварiантному рiвняннi

F =
xux

4t
ln |x−5u−3

x uxx + 2x−6u−2
x | + λxux

t
, λ ∈ R.

Провiвши аналогiчний розгляд реалiзацiй sl4(2, R), sl5(2, R) та so1(3),
ми отримали ще три рiвняння, максимальними алгебрами iнварiан-
тностi яких є алгебри Лi операторiв симетрiї, що розкладаються в
пряму суму напiвпростого фактора Левi та розв’язної алгебри Лi.
Нижче наведено реалiзацiї цих алгебр та значення функцiї F в iнва-
рiантних рiвняннях:

sl4(2, R) ⊕ 〈∂t〉 : F = x−2
√

4 + x6u2
xF̃ (ω),

ω = (4 + x6u2
x)−

3
2
(
x4uxx + 5x3ux + 1

2x9u3
x

)
;

sl5(2, R) ⊕ 〈∂t〉 : F = x−2
√

|x6u2
x − 4|F̃ (ω),

ω = |x6u2
x − 4|− 3

2
(
x4uxx + 5x3ux − 1

2x9u3
x

)
;

so1(3) ⊕ 〈∂t〉 : F =
√

sec2 x + u2
xF̃ (ω),

ω = [uxx cos x − (2 + u2
x cos2 x)ux sin x](1 + u2

x cos2 x)−
3
2 .

4.2.2. Iнварiантнiсть вiдносно напiвпрямої суми напiвпро-
стої та розв’язної алгебр Лi. Для опису рiвнянь цього типу буде-
мо використовувати вiдому класифiкацiю [29] неiзоморфних алгебр,
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якi розкладаються в напiвпряму суму фактора Левi i розв’язного
радикала.
Згiдно з результатами роботи [30], без втрати загальностi, ми мо-

жемо обмежитися дослiдженням iснування рiвнянь, якi допускають
алгебри iнварiантностi, що є напiвпрямими сумами напiвпростої та
розв’язної алгебр Лi i мають розмiрнiсть не вищу за 6 (якщо фа-
ктор Левi є iзоморфним so(3)), та не вищу за 5 (якщо фактор Левi
є iзоморфним sl(2, R)).
Також, використовуючи метод Лi–Овсяннiкова, ми здiйснили гру-

пову класифiкацiю рiвнянь, iнварiантних вiдносно прямої суми на-
пiвпростої та розв’язної алгебр Лi операторiв симетрiї, якi були отри-
манi в попереднiх пунктах роздiлу.
У подальшому ми будемо використовувати вiдомий (див., напри-

клад, [22, 27]) перелiк неiзоморфних чотиривимiрних розв’язних ал-
гебр Лi, згiдно з яким такi алгебри вичерпуються 10 розкладними
алгебрами Лi A3.i ⊕ A1 (i = 1, 2, . . . , 9), 2A2.2 = A2.2 ⊕ A2.2 та 10 не-
розкладними алгебрами Лi A4.i = 〈e1, e2, e3, e4〉 (i = 1, 2, . . . , 10) алге-
брами Лi. В рамках сказаного вище, дослiдженню пiдлягає iснування
рiвнянь, якi iнварiантнi вiдносно алгебр Лi sl(2, R)⊂+A2.1, so(3)⊂+A3.1.
Оскiльки розгляд усiх випадкiв про водився аналогiчно, зупинимося
детально на дослiдженнi iснування sl1(2, R)⊂+A2.1-iнварiантних рiв-
нянь.
Нехай sl(2, R) = 〈e1, e2, e3〉, A2.1 = 〈e4, e5〉. Тодi для sl1(2, R)

e1 = 2t∂t + x∂x, e2 = −t2∂t − tx∂x + x2∂u, e3 = ∂t. Базиснi елемен-
ти напiвпростої та розв’язної алгебр Лi зв’язанi такими ненульовими
комутацiйними спiввiдношеннями:

[e1, e4] = e4, [e1, e5] = −e5, [e2, e5] = e4, [e3, e4] = e5. (20)

Поклавши оператори e4, e5 рiвними операторам вигляду (4) i пере-
вiривши виконання комутацiйних спiввiдношень (20), приходимо до
такого результату: в класi операторiв (4) з точнiстю до еквiвален-
тностi iснують чотири реалiзацiї алгебри sl1(2, R)⊂+A2.1, де базиснi
оператори алгебри A2.1 мають такий вигляд:

1) e4 = t∂x + 2tx−1u∂u, e5 = ∂x + 2x−1u∂u;

2) e4 = t∂x + (tx−1u − x)∂u, e5 = ∂x + x−1u∂u;

3) e4 = tx−1∂u, e5 = x−1∂u;

4) e4 = (tu + x2)∂x+ (2ux + 2tx−1u2)∂u, e5 = u∂x+ 2x−1u2∂u.
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Подальша перевiрка отриманих реалiзацiй на предмет того, чи
можуть вони бути алгебрами iнварiантностi рiвнянь вигляду (1), по-
казала, що умовам сформульованої задачi задовольняють лише дру-
га i четверта реалiзацiї. При цьому вiдповiднi iнварiантнi рiвняння
мають такий вигляд:

sl1(2, R)⊂+〈t∂x + (tx−1u − x)∂u, ∂x + x−1u∂u〉 :

ut = λuxx + 2λx−2u − 2λx−1ux + x−1uux − x−2u2, λ �= 0;

sl1(2, R)⊂+〈(tu + x2)∂x + 2(xu + tx−1u2)∂u, u∂x + 2x−1u2∂u〉 :

ut = x−1uux − x−2u2 + λx−2(2u − xux) ×
× (x2uxx + 2u − 2xux)−1, λ �= 0.

Вiдзначимо, що пряма перевiрка показала, що вiдповiднi реалiзацiї
є максимальними алгебрами iнварiантностi отриманих рiвнянь.
Далi ми прийшли до такого результату: для реалiзацiй sl2(2, R),

sl4(2, R), sl5(2, R) в класi операторiв (4) не iснують розширення до
реалiзацiй алгебри sl(2, R)⊂+A2.1, як i розширення реалiзацiї so1(3)
до реалiзацiй алгебри so1(3)⊂+A3.1.
До нових sl(2, R)⊂+A2.1-iнварiантних рiвнянь привiв розгляд реа-

лiзацiї sl3(2, R) :

sl3(2, R)⊂+〈−∂x + x−1u∂u, x−1∂u〉 :

ut = x−1[xuxx + 2ux]
1
3 F (t); (21)

sl3(2, R)⊂+〈x2u∂x, x2∂x〉 : ut = x3u2
x[xuxx + 2ux]−

1
3 F (t). (22)

Безпосередня перевiрка показала, що для отриманих рiвнянь вiдпо-
вiднi алгебри iнварiантностi не є максимальними алгебрами iнварi-
антностi. Але, перш за все, зауважимо, що оскiльки в отриманих
рiвняннях F (t) �= 0, то замiна змiнних t̄ =

∫
F (t)dt, x̄ = x, v = u,

дозволяє покласти F ≡ 1. Далi, скориставшись алгоритмом Лi, ми
отримали, що максимальна алгебра iнварiантностi рiвняння (21), в
якому F = 1, збiгається з алгеброю

sl3(2, R)⊂+〈∂t, x∂x + 4
3 t∂t, x

−1∂u,−∂x + x−1u∂u〉,
яка iзоморфна алгебрi Лi sl(2, R)⊂+ + A4.5

(
q = 1, p = 4

3

)
, а рiвняння

(22), в якому F = 1 – з алгеброю

sl3(2, R)⊂+〈∂t,
4
3 t∂t − x∂x, x2u∂x, x2∂x〉,

яка iзоморфна алгебрi Лi sl(2, R)⊂+A4.5

(
q = 1, p = 4

3

)
.
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Групова класифiкацiя рiвнянь, якi були отриманi в попередньо-
му пунктi, показала таке. У випадковi sl1(2, R) ⊕ 〈∂u〉-iнварiантного
рiвняння пiдстановка функцiї

F = 1
4u2

x + x−2F̃ (ω), ω = x2uxx − xux,

в класифiкуюче рiвняння (5) та подальше “розщеплення” отриманої
рiвностi за степенями вiльної диференцiальної змiнної ux, приводить
до такої системи диференцiальних рiвнянь для визначення значень
функцiй τ , ξ, η та F̃ :

[x−2(2x−1ξ + ηu − 2ξx)ω − x−1ηx + ηxx]F̃ω =

= x−2(ηu − τt + 2x−1ξ)F̃ ,

(3x−2ξuω + ξxx + x−1ξx − x−2ξ − 2ηxu)F̃ω =

= x−2ξuF̃ + 1
2ηx + ξt, (23)

(2ξxu − ηuu + 2x−1ξu)F̃ω = 1
4ηu + 1

4τt − 1
2ξx, ξuuF̃ω = − 1

4ξu.

Iз системи (23) неважко отримати вже вiдомий результат: якщо
функцiя F̃ є довiльною функцiєю змiнної ω, то реалiзацiя sl1(2, R)⊕
〈∂u〉 є максимальною алгеброю iнварiантностi вiдповiдного рiвняння.
Структура двох останнiх рiвнянь системи (23) показує, що або

функцiя F̃ є лiнiйною функцiєю змiнної ω, або ж

ξu = ηuu = 0, 2ξx − ηu − τt = 0. (24)

Якщо F̃ = λω + C, λ �= 0, C ∈ R, то максимальною групою iнва-
рiантностi дослiджуваного рiвняння буде нескiнченнопараметрична
група локальних перетворень. А саме, якщо C �= 3λ, то ця група бу-
де генеруватися базисними операторами реалiзацiї. sl1(2, R)⊕〈∂u〉 та
оператором v∞ = α(t, x) exp

(
u
4λ

)
∂u, де функцiя α = α(t, x) є розв’яз-

ком рiвняння αt = λαxx − λx−1αx − C
4λx−2α; якщо ж C = 3λ, то

з’являються два додатковi оператори симетрiї t∂x + 2(λx−1t − x)∂u,
∂x + 2λx−1∂u.
Але локальна замiна змiнних t̄ = t, x̄ = x, u = 4λ ln |v|, v = v(t̄, x̄),

зводить отримане рiвняння до лiнiйного рiвняння теплопровiдностi
vt̄ = λvx̄x̄ − λx−1vx̄ + C

4λ x̄−2v. Звiдси випливає, що отримане нелiнiй-
не рiвняння є еквiвалентним при C = 3λ класичному рiвнянню те-
плопровiдностi, при C �= 3λ – лiнiйному рiвнянню теплопровiдностi,

Груповий аналiз загального еволюцiйного рiвняння 143

а тому не задовольняє умовам сформульованої задачi i з подальшого
розгляду вилучається.
Якщо функцiя F̃ не є лiнiйною функцiєю змiнної ω, то, врахував-

ши рiвностi (24), iз (23) отримуємо таку систему двох рiвнянь для
визначення функцiй, τ , ξ = ξ(t, x), η = (2ξx − τx)u + θ(t, x) i F̃ :

[x−2(2x−1ξ + ηu − 2ξx)ω − x−1ηx + ηxx]F̃ω =

= x−2(ηu − τt + 2x−1ξ)F̃ + ηt,

(2ηxu − ξxx − x−1ξx + x−2ξ)F̃ω = − 1
2ηx − ξt. (25)

Оскiльки випадок, коли F̃ є лiнiйною функцiєю змiнної ω ми вже
дослiдили, класифiкуючим є перше з рiвнянь (25). Розглядаючи його
як звичайне диференцiальне рiвняння вiдносно функцiї F̃ , неважко
отримати, що вивченню пiдлягають такi її значення:

F̃ = λ exp(pω) + m, λp �= 0, m ∈ R;

F̃ = λ ln |ω + b| + m, λ �= 0, b,m ∈ R;

F̃ = λ|ω + b|p + m, λp �= 0, p �= 1, b,m ∈ R.

Безпосередня пiдстановка цих значень функцiї F̃ в рiвняння (25) по-
казала, що розширення симетрiї вiдбувається лише тодi, коли
F̃ = λω2, що вiдповiдає вже вiдомому sl1(2, R) ⊕ 〈∂u, x∂x + 2u∂u〉-
iнварiантному рiвнянню.
До цього ж рiвняння привело дослiдження i sl1(2, R) ⊕ 〈x∂x +

2u∂u〉-iнварiантного рiвняння.
Аналогiчний розгляд решти отриманих в пунктi 4.2.1 рiвнянь

привiв до таких результатiв:

• sl2(2, R) ⊕ 〈∂u〉-iнварiантне рiвняння допускає розширення си-
метрiї тодi, коли воно збiгається з рiвнянням, яке еквiвалентне
sl2(2, R) ⊕ 〈−u∂u, ∂u〉-iнварiантному рiвнянню;

• sl3(2, R)⊕〈tx∂x〉-iнварiантне рiвняння допускає розширення си-
метрiї, коли воно збiгається з рiвнянням, яке еквiвалентне
sl3(2, R) ⊕ 〈t∂t, tx∂x〉-iнварiантному рiвнянню;

• sl3(2, R) ⊕ 〈∂t〉-iнварiантне рiвняння допускає розширення си-
метрiї, коли воно збiгається з рiвнянням, яке еквiвалентне
sl3(2, R)⊕〈−t∂t−mx∂x, ∂t〉-, sl3(2, R)⊕〈t∂t, tx∂x〉-, sl3(2, R)⊂+〈∂t,
x∂x + 4

3 t∂t, x
−1∂u,−∂x + x−1u∂u〉- або sl3(2, R)⊂+〈∂t,

4
3 t∂t − x∂x,

x2u∂x, x2∂x〉-iнварiантному рiвнянню;
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• в рамках сформульованої задачi sl4(2, R)⊕〈∂t〉– sl5(2, R)⊕〈∂t〉-
та so1(3) ⊕ 〈∂t〉-iнварiантнi рiвняння розширення симетрiї не
допускають.

4.2.3. Рiвняння, iнварiантнi вiдносно алгебр Лi з нетривi-
альним розкладом Левi. Тут ми пiдводимо пiдсумок дослiджень,
якi проведенi в пiдроздiлi 4.2.2, i наводимо повний перелiк рiвнянь
другого класу, максимальнi алгебри iнварiантностi яких мають не-
тривiальний розклад Левi.

sl1(2, R) ⊕ 〈∂u〉 : ut = 1
4u2

x + x−2F (ω), ω = x2uxx − xux;

sl1(2, R) ⊕ 〈x∂x + 2u∂u〉 :

ut = x−1uux − x−2u2 + x−2(2u − xux)2F (ω),

ω = (x2uxx − 2u)(2u − xux)−1;

sl2(2, R) ⊕ 〈∂u〉 : ut = − 1
4x−1ux + x−3u−1

x F (ω),

ω = u−2
x uxx + 3x−1u−1

x ;

sl3(2, R) ⊕ 〈∂t〉 : ut = xuxF (ω),

ω = x−5u−3
x uxx + 2x−6u−2

x ;

sl3(2, R) ⊕ 〈tx∂x〉 :

ut = xux

4t ln
∣∣x−5u−3

x uxx + 2x−6u−2
x

∣∣+ xuxF (t),

sl4(2, R) ⊕ 〈∂t〉 : ut = x−2
√

4 + x6u2
xF (ω),

ω = (4 + x6u2
x)−

3
2 (x4uxx + 5x3ux + 1

2x9u3
x);

sl5(2, R) ⊕ 〈∂t〉 : ut = x−2
√

|x6u2
x − 4|F (ω),

ω = |x6u2
x − 4|− 3

2 (x4uxx + 5x3ux − 1
2x9u3

x);

so1(3) ⊕ 〈∂t〉 : ut =
√

sec2 x + u2
xF (ω),

ω = (1 + u2
x cos2 x)−

3
2 [uxx cos x − (2 + u2

x cos2 x)ux sin x];

sl1(2, R) ⊕ 〈∂u, x∂x + 2u∂u〉 :

ut = λx2u2
xx − 2λxuxuxx +

(
λ + 1

4

)
u2

x, λ �= 0;

sl2(2, R) ⊕ 〈−u∂u, ∂u〉 :

ut = − 1
4x−1ux + λx−3u−1

x (u−2
x uxx + 3x−1u−1

x )−2, λ �= 0;

sl3(2, R) ⊕ 〈−t∂t − mx∂x, ∂t〉 :

ut = λxux|x−5u−3
x uxx + 2x−6u−2

x | 1
4m , λ �= 0, m �= 0,± 3

4 ;
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sl3(2, R) ⊕ 〈t∂t, tx∂x〉 :

ut = xux

4t ln
∣∣x−5u−3

x uxx + 2x−6u−2
x

∣∣+ λxux

t , λ ∈ R;

sl1(2, R)⊂+〈t∂x + (tx−1 − x)∂u, ∂x + x−1u∂u〉 :

ut = λuxx + 2λx−2u − 2λx−1ux + x−1uux − x−2u2, λ �= 0;

sl1(2, R)⊂+〈(tu + x2)∂x + 2(xu + tx−1u2)∂u, u∂x + 2x−1u2∂u〉 :

ut = x−1uux − x−2u2 + λx−2(2u − xux) ×
× (x2uxx + 2u − 2xux)−1, λ �= 0;

sl3(2, R)⊂+〈∂t, x∂x + 4
3 t∂t, x

−1∂u,−∂x + x−1u∂u〉 :

ut = x−1(xuxx + 2ux)
1
3 ;

sl3(2, R)⊂+〈∂t,
4
3
t∂t − x∂x, x2u∂x, x2∂x〉 :

ut = x3u2
x(xuxx + 2ux)−

1
3 .

Висновки. Отже, для проведення повної групової класифiкацiї
залишається здiйснити повний опис рiвнянь другого класу, якi допу-
скають розв’язнi групи локальних перетворень. Також слiд вiдзначи-
ти, що подiл рiвнянь вигляду (1) на два класи є природним, оскiльки,
як було вiдзначено в [31], рiвняння другого класу можуть бути зве-
деними до квазiлiнiйних рiвнянь нелокальними замiнами змiнних,
а рiвняння першого класу – нi.
Нарештi, хотiлося б вiдзначити, що значний вклад в розв’язуван-

ня задачi групової класифiкацiї рiвнянь математичної фiзики, як це
зокрема, випливає з робiт [13, 14, 17, 21–25, 31–39], внесли українськi
математики з школи групового аналiзу диференцiальних рiвнянь,
яку в 70-х роках двадцятого столiття започаткував Вiльгельм Фу-
щич, котрому у цьому роцi виповнюється 70 рокiв зi дня народження.
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[24] Güngor F., Lagno V.I., Zhdanov R.Z. Symmetry classification of KdV-type
nonlinear evolution equations // J. Math. Phys. – 2004. – 45. – P. 2280–2313.

[25] Lahno V., Zhdanov R. Group classification of nonlinear wave equations //
J. Math. Phys. – 2005. – 46, 053301. – 37 p.

[26] Barut A.O., Raczka R. Theory of group representations and applications. –
Warszawa: PWN–Polish Scientific Publishers, 1977.

[27] Мубаракзянов Г.М. О разрешимых алгебрах Ли // Изв. высш. учебн. завед.
Математика. — 1963. – № 1(32). — С. 114–123.

[28] Patera J., Winternitz P. Subalgebras of real three- and four-dimensional Lie
algebras // J. Math. Phys. – 1977. – 18. – P. 1449–1455.

[29] Turkowski P. Low-dimensional real Lie algebras // J. Math. Phys. – 1988. –
29. – P. 2139–2144.

[30] Магадеев Б.А. О групповой классификации нелинейных эволюционных
уравнений // Алгебра и анализ. – 1993. – 5. – C. 141–156.

[31] Zhdanov R.Z., Lahno V.I. Group classification of the general evolution equation:
local and quasilocal symmetries // SIGMA. – 2005. – 1, Paper 009. – 7 p.

[32] Nikitin A.G., Popovych R.O. Group classification of nonlinear Schrödinger
equations // Ukr. Math. J. – 2001. – 53. – P. 1255–1265.

[33] Nikitin A.G., Wiltshire R.J. Systems of reaction diffusion equations and their
symmetry properties // J. Math. Phys. – 2001. – 42. – P. 1667–1668.

[34] Nikitin A.G. Group classification of systems of non-linear reaction-diffusion
equations // Ukr. Math. Bull. – 2005. – 2. – P. 153–204.

[35] Nikitin A.G. Group classification of systems of non-linear reaction-diffusion
equations with general diffusion matrix. I. Generalized Landau–Ginzburg
equations // J. Math. Anal. Appl. – 2006. – 324. – P. 615–628.

[36] Boyko V., Popovych V. Group classification Galilei invariant equations of higher
order / Group analytic methods in mathematical physics // Proceedings of
Institute of Mathematics, Kyiv. – 2001. – 36. – P. 45–50.

[37] Popovych R.O., Ivanova N.M., Eshraghi H. Group classification of (1 + 1)-
dimensional Schrödinger equations with potentials and power nonlinearlities //
J. Math. Phys. – 2004. – 45. – P. 3045–3057.

[38] Cherniha R., King J.R. Lie symmetries of nonlinear multidimensional reaction-
diffusion systems. I // J. Phys. A: Math. Gen. – 2000.– 33. – P. 267–282.

[39] Cherniha R., King J.R. Lie symmetries of nonlinear multidimensional reaction-
diffusion systems. II // J. Phys. A: Math. Gen. – 2003. – 36. – P. 405–425.



Збiрник праць Iнституту математики НАН України 2006, т.3, N 2, 148–158

УДК 517.958
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За допомогою композицiйного варiацiйного принципа знайдено локаль-
нi та нелокальнi закони збереження (1+1)-вимiрних рiвнянь конвекцiї-
дифузiї iз сталими коефiцiєнтами.

Local and nonlocal conservation laws of (1+1)-dimensional constant coeffi-
cient diffusion-convection equations are found with application of composi-
te variational principle.

1. Вступ. У представленiй роботi вивчається клас рiвнянь конвек-
цiї-дифузiї вигляду

ut = (a(u)ux)x + b(u)ux, (1)

де a = a(u) та b = b(u) – довiльнi гладкi функцiї змiнної u, b(u) �=0.
Рiвняння (1), що називається також рiвнянням Рiчардса, природ-

но виникає у фiзичних застосуваннях. Наприклад, супердифузивнос-
тi такого типу були запропонованi для моделювання Ван-дер-Вааль-
совської взаємодiї у тонких плiвках палива на поверхнi рiдини [7]. Це
рiвняння також застосовується при вивченнi клiтинних автоматiв та
взаємодiї систем частинок iз самоорганiзацiєю (див. [4] та посилання
в цiй роботi). Воно описує модель потоку рiдини у ненасиченому
грунтi [22].
Симетрiї Лi рiвнянь вигляду (1) дослiджувалися у багатьох робо-

тах (див., наприклад, [6, 18, 24]). Проте, повну та вичерпну групову
класифiкацiю класу (1) отримано лише нещодавно у роботi [19]. Лi-
ївськi симетрiї вiдповiдної системи (2) рiвнянь Ейлера–Лагранжа з
нефiксованим значенням функцiї a, b = 0 та для a = 1, b ∈ {0, u}
розглянуто у [10]. Симетрiї багатовимiрних рiвнянь дифузiї та вiд-
повiдних рiвнянь Ейлера–Лагранжа дослiджуються в [12].
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Вперше закони збереження лiнiйного рiвняння теплопровiдностi
та рiвняння Бюргерса побудовано за допомогою композицiйного ва-
рiацiйного принципу [1]. Цi результати перевiдкрито та доповнено за-
конами збереження нелiнiйного рiвняння дифузiї (b = 0, a – довiльна,
нефiксована функцiя) в роботi [10]. Закони збереження n-вимiрних
(n ≥ 1) рiвнянь дифузiї ut = (a(u)ui)i прокласифiковано у [12] за до-
помогою прямого методу та композицiйного варiацiйного принципу.
У [5] (див. також [9, роздiл 10]) повнiстю вивчено локальнi закони
збереження рiвнянь реакцiї-дифузiї ut = (A(u))xx + C(u), що мають
непорожнiй перетин з класом (1). В [11, 21] представлено вичерпну
класифiкацiю локальних та потенцiальних законiв збереження рiв-
нянь (1). Локальнi закони збереження рiвнянь конвекцiї-дифузiї iз
змiнними коефiцiєнтами знайдено в [13,15].
2. Симетрiї рiвнянь конвекцiї-дифузiї. Один з можливих

шляхiв знаходження законiв збереження рiвнянь (1) полягає у роз-
повсюдженнi лагранжевого пiдходу на нелагранжевi рiвняння за до-
помогою введення допомiжних рiвнянь таким чином, щоб отрима-
на система була системою рiвнянь Ейлера–Лагранжа для деякого
варiацiйного функцiоналу. У якостi таких допомiжних рiвнянь ви-
явилося надзвичайно зручним брати рiвняння для приєднаної симе-
трiї [1, 17, 23]. Тодi закони збереження отриманої системи (якi, зви-
чайно, є законами збереження вихiдного рiвняння) можна легко по-
будувати за допомогою теореми Ньотер [17]. Цей метод називається
композицiйним варiацiйним принципом. Проiлюструємо його засто-
сування на прикладi рiвнянь конвекцiї-дифузiї.
Розглянемо систему рiвнянь Ейлера–Лагранжа

ut = (a(u)ux)x + b(u)ux, vt = −a(u)vxx + b(u)vx (2)

для варiацiйного функцiоналу

L =
∫ (

1
2 (utv − uvt) + auxvx − 1

2buxv + 1
2vx

∫
b
)
dx,

що вiдповiдає рiвнянню (1). (Тут i надалi
∫

b =
∫

bdu,
∫

a =
∫

adu.)
Система (2) складається з вихiдного рiвняння (1) та рiвняння

vt = −a(u)vxx + b(u)vx на приєднану до (1) симетрiю.
Теорема 1. Будь-яке перетворення з групи еквiвалентностi G∼

класу (2) має вигляд

t̃ = ε4t + ε1, x̃ = ε5x + ε7t + ε2, ũ = ε6u + ε3,
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ṽ = ε8v − ε7t + ε9, ã = ε−1
4 ε2

5a, b̃ = ε−1
4 ε5b − ε7,

де ε1, . . . , ε9 – довiльнi сталi, ε4ε5ε6ε8 �= 0. Група еквiвалентностi
класу рiвнянь (1) спiвпадає з проекцiєю групи еквiвалентностi G∼

класу систем (2) на простiр змiнних t, x, u.
Зауважимо, що група G∼ є природним продовженням перетво-

рень еквiвалентностi класу рiвнянь (1) на змiнну v.
Теорема 2. Алгеброю Лi ядра основних груп систем (2) є A∩ =
〈∂t, ∂x, ∂v, v∂v〉.
Теорема 3. Повна множина G∼-нееквiвалентних систем (2), що
допускають розширення A∩, вичерпуються випадками, наведеними
у таблицi 1.

Таблиця 1. Результати групової класифiкацiї класу систем (2)
(рiвнянь (1)).

N a(u) b(u) Базис ALie

0 ∀ ∀ ∂t, ∂x, ∂v , v∂v

1 ∀ a(u) ∂t, ∂x, ∂v , v∂v , ex∂v

2 ∀ 0 ∂t, ∂x, ∂v , v∂v , 2t∂t + x∂x, x∂v

3 eμu eu ∂t, ∂x, ∂v , v∂v , (μ − 2)t∂t + (μ − 1)x∂x + ∂u

4 eu eu ∂t, ∂x, ∂v , v∂v , t∂t − ∂u, ex∂v

5 eu u ∂t, ∂x, ∂v , v∂v , t∂t + (x − t)∂x + ∂u

6 eu 0 ∂t, ∂x, ∂v , v∂v , 2t∂t + x∂x, x∂v, t∂t − ∂u

7 uμ uν ∂t, ∂x, ∂v , v∂v , (μ − 2ν)t∂t + (μ − ν)x∂x + u∂u

8 uμ uμ ∂t, ∂x, ∂v , v∂v , μt∂t − u∂u, ex∂v

9 uμ ln u ∂t, ∂x, ∂v , v∂v , μt∂t + (μx − t)∂x + u∂u

10a uμ 0 ∂t, ∂x, ∂v , v∂v , 2t∂t + x∂x, x∂v, μt∂t − u∂u

10b u−2 u−2 ∂t, ∂x, ∂v , v∂v , 2t∂t + u∂u, e−x(∂x + u∂u), ex∂v

11 u−4/3 0 ∂t, ∂x, ∂v , v∂v , 2t∂t + x∂x, x∂v, 4t∂t + 3u∂u,

x2∂x − 3xu∂u + xv∂v

12 1 u ∂t, ∂x, ∂v , v∂v , t∂x − ∂u, 2t∂t + x∂x − u∂u,

t2∂t + tx∂x − (tu + x)∂u

13 1 0 ∂t, ∂x, v∂v , 2t∂t + x∂x, 2t∂x − xu∂u + xv∂v ,

u∂u, α∂u, β∂v ,

4t2∂t + 4tx∂x − (x2 + 2t)u∂u + (x2 − 2t)v∂v

Зауваження 1. У табл. 1–4 μ, ν = const. (μ, ν) �= (−2,−2), (0, 1) та
ν �= 0, μ у випадку 7. μ �= −4/3, 0 для випадку 10a. Функцiї α = α(t, x)
i β = β(t, x) – довiльнi розв’язки рiвнянь теплопровiдностi αt = αxx
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та βt + βxx = 0 вiдповiдно. Випадок 10b зводиться до 10a (μ = −2)
додатковим перетворенням еквiвалентностi

t̃ = t, x̃ = ex, ũ = e−xu, ṽ = v.

Зауваження 2. Надалi для зручностi використовується подвiйна
нумерацiя T.N випадкiв класифiкацiї, де T – номер таблицi i N –
номер вiдповiдного випадку у таблицi T. Позначення “рiвняння 1.N”
(“система 1.N”, тощо) використовується для рiвнянь з класу (1) (си-
стем вигляду (2), тощо), у яких параметр-функцiї набувають значе-
ння з вiдповiдних випадкiв.
Зауваження 3. Експоненцiальнi випадки 1.3–1.6 можна отримати
як границi степеневих випадкiв 1.7–1.10a [14,20]. Бiльш точно,

ũ = 1 + ν−1u, μ = μ′ν : 1.7μ,ν → 1.3μ′ , ν → +∞,

ũ = 1 + μ−1u, t̃ = μ2t, x̃ = μx : 1.9μ → 1.5, μ → +∞,

ũ = 1 + μ−1u : 1.10aμ → 1.6, μ → +∞.

Наведенi граничнi переходи зберiгають структуру алгебри Лi iнва-
рiантностi i можуть бути використанi для побудови точних розв’яз-
кiв для експоненцiальних класiв з розв’язкiв рiвнянь iз степеневими
нелiнiйностями. Деякi частковi випадки наведених граничних пере-
ходiв для рiвнянь дифузiї (b = 0) отримано у [2, 3].
Легко бачити, що випадок 1.1 розширення симетрiй виникає ли-

ше для класу систем (2) i не мiстить додаткових локальних симетрiй
рiвнянь (1). Дiйсно, проекцiя вiдповiдної алгебри Лi симетрiй на про-
стiр змiнних t, x та u спiвпадає з алгеброю Лi 〈∂t, ∂x〉 ядра основних
груп класу рiвнянь (1). Проте, як показано нижче, ця симетрiя є ва-
рiацiйною i, бiльш того, iндукує локальнi закони збереження рiвнянь
вигляду (1).
Застосування iнфiнiтезiмального критерiю варiацiйної iнварiант-

ностi до симетрiй Лi, представлених у таблицi 1 приводить до на-
ступного твердження.
Теорема 4. Повна множина G∼-нееквiвалентних систем (2), що
мають нетривiальнi варiацiйнi симетрiї нульового порядку, вичер-
пується випадками, наведеними у таблицi 2.
Випадки 2.4 та 2.8 є перетинами 2.1∩ 2.3 та 2.1∩ 2.7 вiдповiдно.

Вiдповiднi алгебри варiацiйних симетрiй є об’єднаннями алгебр си-
метрiй випадкiв 2.1 та 2.3 (2.1 та 2.7).
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Таблиця 2. Класифiкацiя варiацiйних симетрiй класу систем (2).

N a(u) b(u) Базис Avar

0 ∀ ∀ ∂t, ∂x, ∂v

1 ∀ a(u) ∂t, ∂x, ∂v , ex∂v

2 ∀ 0 ∂t, ∂x, ∂v , x∂v, 2t∂t + x∂x − v∂v

3 eμu eu ∂t, ∂x, ∂v , (μ − 2)t∂t + (μ − 1)x∂x + ∂u − (μ − 1)v∂v

4 eu eu ∂t, ∂x, ∂v , ex∂v , t∂t − ∂u

5 eu u ∂t, ∂x, ∂v , t∂t + (x − t)∂x + ∂u − v∂v

6 eu 0 ∂t, ∂x, ∂v , x∂v, 2t∂t + x∂x − v∂v , t∂t − ∂u

7 uμ uν ∂t, ∂x, ∂v , (μ − 2ν)t∂t + (μ − ν)x∂x+

+u∂u + (ν − μ − 1)v∂v

8 uμ uμ ∂t, ∂x, ∂v , μt∂t − u∂u + v∂v, ex∂v

9 uμ ln u ∂t, ∂x, ∂v , μt∂t + (μx − t)∂x + u∂u − (μ + 1)v∂v

10a uμ 0 ∂t, ∂x, ∂v , 2t∂t + x∂x − v∂v , x∂v , μt∂t − u∂u + v∂v

10b u−2 u−2 ∂t, ∂x, ∂v , 2t∂t + u∂u − v∂v , e−x(∂x + u∂u), ex∂v

11 u−4/3 0 ∂t, ∂x, ∂v , 2t∂t + x∂x − v∂v , x∂v , 4t∂t + 3u∂u − v∂v ,

x2∂x − 3xu∂u + xv∂v

12 1 u ∂t, ∂x, ∂v , t∂x − ∂u, 2t∂t + x∂x − u∂u,

t2∂t + tx∂x − (tu + x)∂u

13 1 0 ∂t, ∂x, 2t∂t + x∂x − u∂u, 2t∂x − xu∂u + xv∂v ,

u∂u − v∂v , α∂u, β∂v ,

4t2∂t + 4tx∂x − (x2 + 2t)u∂u + (x2 − 2t)v∂v

3. Закони збереження. У цьому роздiлi знайденi варiацiйнi си-
метрiї використовуються для знаходження законiв збереження рiв-
нянь з класу (1). Законом збереження системи з класу (2) називає-
ться дивергентний вираз

DtT (t, x, u(r), v(r)) + DxX(t, x, u(r), v(r)) = 0, (3)

який тотожно дорiвнює нулевi на многовидi вихiдної системи. Ди-
ференцiальнi функцiї T та X називаються густиною та потоком
закону збереження вiдповiдно.
Закон збереження називається тривiальним, якщо компоненти

вектора густини задовольняють умову

T = T̂ + Ť , X = X̂ + X̌,

де T̂ , Ť , X̂, X̌ є функцiями t, x та похiдних u i v, T̂ , X̂ – тотожнi
нулi на многовидi системи (2), DtT + DxX ≡ 0.
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Два закони збереження з векторами густини (T, X) та (T ′, X ′)
називаються еквiвалентними, якщо вектор-функцiя (T ′−T,X ′−X)
є вектором густини тривiального закону збереження.
Застосовуючи теорему Ньотер [8,17] до варiацiйних симетрiй, зна-

йдених у попередньому роздiлi, отримаємо множини нееквiвалент-
них законiв збереження систем (2) (рiвнянь (1)), наведенi у таблицi 3.

Таблиця 3. Класифiкацiя законiв збереження систем (2) (рiвнянь (1)).

N a(u) b(u) Закони збереження

0 ∀ ∀ CL1, CL2, CL3

1 ∀ a(u) CL1, CL2, CL3, CL4

2 ∀ 0 CL1, CL2, CL3, CL5, CL6

3 eμu eu CL1, CL2, CL3, CL7

4 eu eu CL1, CL2, CL3, CL4, CL7(μ = 1)

5 eu u CL1, CL2, CL3, CL8

6 eu 0 CL1, CL2, CL3, CL5, CL6, CL9

7 uμ uν CL1, CL2, CL3, CL10

8 uμ uμ CL1, CL2, CL3, CL4, CL10(μ = ν)

9 uμ ln u CL1, CL2, CL3, CL11

10a uμ 0 CL1, CL2, CL3, CL5, CL6, CL12

10b u−2 u−2 CL1, CL2, CL3, CL4, CL10(μ = ν = −2), CL13

11 u−4/3 0 CL1, CL2, CL3, CL5, CL6, CL12(μ = −4/3), CL14

12 1 u CL1, CL2, CL3, CL10(μ = 0, ν = 1), CL15, CL16

13 1 0 CL1, CL2, CL6, CL12(μ = 0), CL17, CL18, CL19, CL20

Густини T та потоки X наведених законiв збереження мають на-
ступний вигляд:

CL1: auxvx − 1
2buxv + 1

2v
∫

b, −a(utvx + uxvt) − 1
2utvb − 1

2vt

∫
b;

CL2: 1
2 (uvx − uxv), 1

2 (utv − uvt) − auxvx;
CL3: u, −au − ∫ b;
CL4: exu, −exaux;
CL5: xu,

∫
a − xaux;

CL6: tauxvx + xvux, −xvut + a(xuxvx − uxv − t(utvx + uxvt));

CL7:
(μ − 2)teμuuxvx − 1

2 (μ − 2)teu(uxv − vx) + v

+ 1
2 (μ − 1)(x(uvx − uxv) + uv),

−eμu((μ − 2)t(utvx + uxvt) + (μ − 1)(xuxvx − uxv) − vx)
+eu( 1

2 (μ − 2)t(utv − vt) − 1
2μv) + 1

2 (μ − 1)(utv − uvt);
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CL8: 1
4 tu2vx − 1

2 tuuxv + (x − t)(uvx − uxv) + 1
2uv + v,

eu(vx − uxv − xuxvx − t(utvx + uxvt)) + 1
2 (x − t)(utv − uvt)

− 1
2uv + t

4 (2uutv − u2vt);
CL9: teuuxvx − v, −eu(vx + tutvx + tvtux);

CL10:
1
2 (μ − 2ν)t(2auxvx − buxv − vx

∫
b) + 1

2 (2 − ν + μ)uv

+(μ − ν)x(uvx − uxv),
1
2 (μ − ν)x(utv − uvt) + a(uvx + (ν − μ − 1)uxv)
+ 1

2 (μ − 2ν)t(utbv − vt

∫
b) + 1

2 (ν − μ − 1)v
∫

b

−(μ − ν)xauxvx − (μ − 2ν)ta(utvx + uxvt);
CL11: μtuμuxvx + 1

2 (μt ln u+μx−t)(uvx−uxv)+ 1
2μuv+uv− 1

2μtuvx,
1
2 (μt ln u + μx − t)(utv − uvt) − (μx − t)uxvx

−μtuμ(utvx + uxvt) + uμ+1vx

−(μ + 1)uμuxv − uv ln u + 1
2μuvt + 1

2 (μ + 1)uv;
CL12: μtuμuxvx − uv, −uμ+1vx + uμuxv − μtuμ(utvx + uxvt);
CL13: e−x(uv − uxv + uvx), e−x(utv − uvt + 2u−2uxvx − 2u−1vx;

CL14: −2xuv +
1
2
x2(uvx − uxv),

1
2
x2(uvt − utv) + x2u−4/3uxvx − 3u−1/3v

+x(3u−1/3vx − u−4/3uxv);
CL15: tuxv + v, tuxvx + vx − tutv − uv;
CL16: t2(uxvx − uuxv) + txuvx − xv,

t2(uutv−utvx −uxvt)− tx(uvt +uxvx)+ t(u2v−uvx)−xvx + v;
CL17: αu, αxu − αux;
CL18: βv, βvx − βxv;
CL19: t(uvx − uxv) − xuv, t(utv − uvt − 2uxvx) + x(uxv − uvx);
CL20: t2uxvx + 1

2 tx(uvx − uxv) − 1
4x2uv,

1
4x2(uxv − uvx) − t2(uxvt + utvx) + 1

2 tx(utv − uvt − 2uxvx)
− 1

2 t(uxv + uvx).

Зауваження 4. Вектори густини законiв збереження CL3, CL4, CL5

та CL17 не мiстять у явному виглядi розв’язкiв приєднаного рiвня-
ння i визначають локальнi закони збереження рiвнянь конвекцiї-ди-
фузiї (1). Це є у точностi всi лiнiйно незалежнi закони збереження
рiвнянь (1), отриманi ранiше у [21] за допомогою прямого методу.
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Решта векторiв густини визначають нелокальнi закони збереження
рiвнянь конвекцiї-дифузiї, де нелокальна змiнна v задається приєд-
наним рiвнянням vt = −a(u)vxx + b(u)vx.
Простори законiв збереження перетинiв 3.4 = 3.1 ∩ 3.3 та 3.8 =

3.1∩3.7 є об’єднаннями вiдповiдних просторiв випадкiв 3.1 та 3.3 (3.1
та 3.7) за додаткової умови μ = 1 (ν = μ). Закони збереження CL3

та CL5 для лiнiйного рiвняння теплопровiдностi (що виникають як
пiдвипадки випадку a = uμ, b = 0) є частковими випадками множини
законiв збереження CL18.
Розглянемо зараз бiльш детально лiнiйний випадок

ut − uxx = 0, vt + vxx = 0 (4)

Пiдкреслимо, що вектори густини законiв збереження, наведенi у
таблицi 3 є нееквiвалентними вiдносно звичайного означення еквiва-
лентностi, i вiдповiднi закони збереження є лiнiйно незалежними. У
той же час, дiючи перетвореннями з групи Лi Gmax симетрiй систе-
ми (4), можна встановити Gmax-вiдношення еквiвалентностi на прос-
торi законiв збереження. Так, наприклад, CL18 еквiвалентний CL17

вiдносно дискретного перетворення симетрiї t̃ = −t, x̃ = x, ũ = −v,
ṽ = −u.
Розглянемо тепер множину законiв збереження, породжених CL17

та CL12(μ = 0). Очевидно, що вони утворюють лiнiйний пiдпростiр
простору законiв збереження системи (4), визначений системою твiр-
них {(αu, αxu − αux), (uv, uvx − uxv)}. Замiнимо систему твiрних
на {((v + αu), (vx + αx)u − (v + α)ux), (uv, uvx − uxv)}. Пiд дiєю
точкового перетворення v → v − α (iншi змiннi не перетворюються)
з групи симетрiй Gmax вектор густини ((v + αu), (vx + αx)u − (v +
α)ux) переходить у (uv, uvx−uxv). Таким чином, з точнiстю до групи
симетрiй системи (4) розглянутий пiдпростiр генерується законом
збереження з вектором густини (uv, uvx − uxv).
У [8, 16] показано, що для систем рiвнянь Ейлера–Лагранжа ге-

неруюча множина нееквiвалентних законiв збереження визначається
векторами густини, що вiдповiдають операторам симетрiї, якi утво-
рюють алгебри Лi, нееквiвалентнi вiдносно дiї приєднаного зобра-
ження. Ця властивiсть дозволяє завершити дослiдження еквiвалент-
ностей мiж законами збереження системи (4).
Теорема 5. Генеруюча множина законiв збереження системи (4)
складається з CL19 та CL20, що вiдповiдають операторам варiа-
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цiйної симетрiї 2t∂t + x∂x − u∂u та 4t2∂t + 4tx∂x − (x2 + 2t)u∂u +
(x2 − 2t)v∂v.
Детальне та строге доведення теореми 5 наведено у [12]. Аналогiч-

но можна знайти генеруючi множини законiв збереження нелiнiйних
систем (2), якi наведенi у таблицi 4.

Таблиця 4. Генеруючi множини законiв збереження систем (2)
(рiвнянь (1)).

N a(u) b(u) Закони збереження
0 ∀ ∀ CL1, CL2, CL3

1 ∀ a(u) CL1, CL2, CL3

2 ∀ 0 CL6

3 eμu eu CL7 if μ �= −2 and CL1, CL7 if μ = −2

4 eu eu CL2, CL3, CL7(μ = 1)

5 eu u CL8

6 eu 0 CL6, CL9

7 uμ uν CL10 if μ �= −2ν and CL1, CL10 if μ = −2ν

8 uμ uμ CL2, CL10(μ = ν)

9 uμ ln u CL11 if μ �= 0,−1;
CL1, CL11 if μ = 0 and CL3, CL11 if μ = −1

10a uμ 0 CL6, CL12

10b u−2 u−2 CL10(μ = ν = −2)

11 u−4/3 0 CL6

12 1 u CL3, CL16

13 1 0 CL19, CL20

4. Висновки. Загальновiдомо, що еволюцiйне рiвняння другого
порядку не допускає лагранжевого формулювання. У той же час,
система, що складається з диференцiального рiвняння та рiвняння
на приєднану симетрiю завжди є системою рiвнянь Ейлера–Лагран-
жа для деякого функцiоналу [1, 23]. Тому, для знаходження її за-
конiв збереження, якi, очевидно, є законами збереження вихiдного
рiвняння, доцiльно використовувати теорему Ньотер. Цей метод дi-
став назви композицiйного варiацiйного принципу.
Закони збереження системи рiвнянь Ейлера–Лагранжа, що не

залежать явно вiд розв’язкiв приєднаного рiвняння, є локальними
для вихiдного рiвняння. Якщо ж вектори густини мiстять у явному
виглядi розв’язки приєднаного рiвняння, вiдповiднi локальнi зако-
ни збереження системи рiвнянь Ейлера–Лагранжа є нелокальними
законами збереження вихiдного рiвняння. Отримана нелокальнiсть
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має iстотно iнший характер, нiж найбiльш дослiдженнi потенцiальнi
та псевдопотенцiальнi закони збереження.
У представленiй роботi розглядається застосування композицiй-

ного варiацiйного принципа до знаходження законiв збереження (1+
1)-вимiрних рiвнянь конвекцiї-дифузiї. Знайдено локальнi та нело-
кальнi закони збереження рiвнянь вигляду (1), що вiдповiдають ва-
рiацiйним симетрiям нульового порядку системи рiвнянь Ейлера–
Лагранжа. Порiвнюючи отриманi закони збереження з результатами
роботи [21] показано, що таким чином побудовано всi можливi ло-
кальнi закони збереження рiвнянь (1). Питання про повноту прос-
торiв нелокальних законiв збереження iз вказаним характером не-
локальностi залишається вiдкритим: необхiдно додатково дослiдити
питання про (не)iснування узагальнених варiацiйних симетрiй вищо-
го порядку та/або про (не)iснування локальних законiв збереження
вищих порядкiв для отриманої системи рiвнянь Ейлера–Лагранжа.

Дослiдження пiдтримано грантом Президента України для пiд-
тримки наукових дослiджень молодих вчених GP/F11/0061.

[1] Atherton R.W., Homsy G.M. On the existence and formulation of variational
principles for nonlinear differential equations // Stud. App. Math. – 1975. –
54. – P. 31–60.

[2] Bluman G.W., Kumei S. Symmetries and differential equations. – Springer: New
York, 1989. – 412 p.

[3] Bluman G.W., Reid G.J., Kumei S. New classes of symmetries for partial di-
fferential equations // J. Math. Phys. – 1988. – 29. – P. 806–811.

[4] Chayes J.T., Osher S.J., Ralston J.V. On singular diffusion equations with appli-
cations to self-organized criticality // Comm. Pure Appl. Math. – 1993. – 46. –
P. 1363–1377.

[5] Dorodnitsyn V.A., Svirshchevskii S.R. On Lie–Bäcklund groups admitted by the
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Еволюцiйнi рiвняння та системи,
iнварiантнi вiдносно конформної
алгебри
Н.В. IЧАНСЬКА

Полтавський нац. технiчний унiверситет iм. Юрiя Кондратюка
E-mail: k26@pntu.poltava.ua

Для класiв нелiнiйних еволюцiйних рiвнянь та систем таких рiвнянь,
що є iнварiантними вiдносно деяких реалiзацiй конформної алгебри,
розв’язано низку обернених та прямих задач групової класифiкацiї.

Inverse and direct group classification problems are solved for classes of
nonlinear evolutionary equations and systems of such equations, which are
invariant with respect to realizations of conformal algebras.

1. Вступ. Унаслiдок широкого застосування нелiнiйнi еволюцiйнi
рiвняння є цiкавим об’єктом дослiдження. Найбiльш вiдомими серед
них є нелiнiйнi рiвняння теплопровiдностi (дифузiї)

ut = ∂x(f(u)ux). (1)

Повний опис симетрiй Лi рiвнянь класу (1) зроблено Л. Овсяннi-
ковим у статтi [1]. Ця робота стала класичною, оскiльки в нiй на
прикладi класу рiвнянь (1), вперше було розв’язано задачу групової
класифiкацiї для нелiнiйних диференцiальних рiвнянь з частинними
похiдними. В [1] показано, що найбiльш широку симетрiю це рiвнян-
ня має у випадку, коли f(u) = λu− 4

3 , λ = const �= 0, його максималь-
на алгебра iнварiантностi породжується базисними генераторами

∂t, ∂x, D = 2t∂t + x∂x,

D1 = 2x∂x − 3u∂u, K = x2∂x − 3xu∂u. (2)

Об’єктом наших дослiджень є еволюцiйнi рiвняння та системи
вигляду

ut = F (t, x, u(n)), (3)



160 Н.В. Iчанська

Ut = G(t, x, U(n)), (4)

Тут i скрiзь нижче u = u(t, x), n ≥ 2. ut та u(n) вiдповiдно познача-
ють похiдну ∂u/∂t та сукупнiсть всiх похiдних функцiї u за змiнною x
до порядку n включно, причому u вважаємо похiдною нульового по-
рядку, U = (u1, . . . , ur), F – довiльна достатньо гладка функцiя свої
аргументiв, G = (g1, . . . , gr) – набiр таких функцiй.
Рiвняння вигляду (3) займають важливе мiсце серед диференцi-

альних рiвнянь з частинними похiдними. До таких рiвнянь приво-
дять рiзнi фiзичнi задачi, наприклад, задачi опису процесiв тепло-
та масообмiну, механiки суцiльного середовища, теорiї фiльтрацiї,
росту популяцiй, фiзики моря для опису розподiлу коливань темпе-
ратури та солоностi моря в глибину тощо. До класу (3) належать вi-
домi рiвняння Гарi–Дiма, Кортевега–де Фрiза, Крiшевера–Новiкова
та iн., дослiдження яких проводилось в багатьох роботах [2–4] то-
що. У статтi [5] розглядаються методи iнтегрування деяких рiвнянь
класу (3). Серед систем (4) є вiдомi системи, симетрiйнi властивостi
яких розглядалися у багатьох роботах ( [6–9] тощо).
У цiй статтi описано функцiї F , при яких рiвняння (3) iнварiантне

вiдносно алгебри

AC1(1) = 〈∂t, ∂x, D = 2x∂x + u∂u, K = x2∂x + xu∂u〉. (5)

Для декiлькох класiв еволюцiйних рiвнянь, пов’язаних з виокрем-
леними, проведено повну групову класифiкацiю. Також побудовано
одновимiрнi еволюцiйнi системи двох рiвнянь, що iнварiантнi вiдно-
сно алгебри

〈∂t, ∂x, D = 2x∂x + ua∂ua , K = x2∂x + xua∂ua〉. (6)

Алгебра операторiв (5) є реалiзацiєю алгебри sl(2, R)⊕A1. Оскiль-
ки оператори ∂x, D i K задають реалiзацiю алгебри sl(2, R) групи
конформних перетворень одновимiрного дiйсного простору, то алге-
бру sl(2, R) ⊕ A1 надалi будемо називати розширеною конформною
алгеброю i позначати AC1(1). Ми розглядаємо конкретну реалiза-
цiю (5) алгебри AC1(1), тому пiд iнварiантнiстю рiвняння вiдносно
алгебри AC1(1) будемо розумiти iнварiантнiсть вiдносно її реалiза-
цiї (5).
Зауважимо, що для конкретних рiвнянь можуть виникати реа-

лiзацiї подiбнi до (5), де у виразах для D, K при других доданках
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стоїть ненульовий коефiцiєнт m. Але такi реалiзацiї зводяться до (5)
локальними перетвореннями u → um. Аналогiчно для конкретних
систем рiвнянь можуть виникати реалiзацiї подiбнi до (6), коли опе-
ратори D, K мають вигляд

D = 2x∂x + m11u
1∂u1 + m12u

2∂u2 ,

K = x2∂x + m11xu1∂u1 + m12xu2∂u2 ,

де m11, m12 – довiльнi константи, одночасно нерiвнi нулю.
Якщо m11 �= 0, m12 �= 0, то такi реалiзацiї зводяться до (6) ло-

кальними перетвореннями u1 → (u1)m11 , u2 → (u2)m12 .
Коли хоча б одна з сталих m11, m12 дорiвнює нулю, то такi реалi-

зацiї локальними перетвореннями u1 → u1, u2 → (u2)m12 зводяться
до

〈∂t, ∂x, D = 2x∂x + u2∂u2 , K = x2∂x + xu2∂u2〉. (7)

Iнварiантнiсть еволюцiйної системи рiвнянь другого порядку вiдно-
сно алгебри (7) розглянуто в [10].
2. Конформно-iнварiантнi еволюцiйнi рiвняння. Розгляне-

мо спочатку задачу про видiлення з загального класу еволюцiйних
рiвнянь вигляду

ut = F (t, x, u(n)) (8)

тих, якi є iнварiантними вiдносно алгебри (5).
Теорема 1. Рiвняння з класу (8) iнварiантне вiдносно алгебри AC1(1)
тодi i тiльки тодi, коли воно має вигляд

ut = uf(I1, I2, . . . , In−1) (9)

де Ik = (u2∂x)k−1(u3uxx), k = 1, n − 1, f – довiльна гладка функцiя
своїх аргументiв.
Доведення. З iнфiнiтезимального критерiю iнварiантностi [11] для
рiвняння (8) вiдносно алгебри AC1(1) випливає, що F = uf , де
функцiя f залежить лише вiд диференцiальних iнварiантiв алге-
бри AC1(1), якi не мiстять змiнної t i диференцiювань по t. Тому
можна скористатися класичними результатами С.Лi [12] (див. та-
кож сучасний виклад в [13,14]) щодо реалiзацiй алгебр Лi на площинi
та їх диференцiальних iнварiантiв, вважаючи змiнну t параметром.



162 Н.В. Iчанська

В просторi змiнних x i u реалiзацiя 〈∂x, D, K〉 алгебри sl(2, R) має
фундаментальний диференцiальний iнварiант u3uxx i оператор iн-
варiантного диференцiювання u2∂x, звiдки очевидно випливає твер-
дження теореми.
Оскiльки задача повної групової класифiкацiї рiвнянь вигляду (9)

є занадто громiздкою, обмежимося вивченням двох важливих пiд-
класiв рiвнянь другого та третього порядкiв, якi мають вигляд

ut = uf(I1), I1 = u3uxx, (10)

ut = uf(I2), I2 = 3u4uxuxx + u5uxxx. (11)

Зауважимо, що замiною u → √
u рiвняння (11) зводиться до бiльш

простого рiвняння

ut = ug(I), I = u2uxxx, (12)

де g(I) = 2f(I/2). При g = u2uxxx рiвняння (12) є вiдомим рiвнянням
Гарi–Дiма.
Вiдомо, що груповий аналiз одного рiвняння виявляється групо-

вим аналiзом цiлого класу рiвнянь, якi отримуються з даного рiв-
няння локальною замiною змiнних i мають iзоморфнi групи симе-
трiї [11,15]. Тому спочатку знайдемо точковi перетворення еквiвален-
тностi рiвнянь (10) та (12). Для зручностi перепишемо цi рiвняння
наступним чином

u3uxx = ϕ
(ut

u

)
, (13)

u2uxxx = ψ
(ut

u

)
, (14)

де ϕ, ψ – довiльнi гладкi функцiї. Пiсля замiни

u = ew, (15)

де w = w(t, x) – нова невiдома функцiя, одержимо

e4w(wxx + w2
x) = ϕ(wt), (16)

e3w(wxxx + 3wxwxx + w3
x) = ψ(wt). (17)

Теорема 2. Алгебра Лi групи еквiвалентностi G∼
1 класу рiвнянь

(16) породжується iнфiнiтезимальними операторами вигляду

(κ1t + d0)∂t+ (ax2 + 2κ2x + d1)∂x+ (ax + κ2 + κ3)∂w+ 4κ3ϕ∂ϕ.
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Алгебра Лi групи еквiвалентностi G∼
2 класу рiвнянь (17) поро-

джується iнфiнiтезимальними операторами вигляду

(κ1t + d0)∂t+ (ax2 + 2κ2x + d1)∂x+ (ax + κ2 + κ3)∂w+ 3κ3ψ∂ψ.

Тут κ1, κ2, κ3, a, d0, d1 – довiльнi сталi.
Зауваження. Крiм перетворень з групи еквiвалентностi G∼

1 у класi
рiвнянь (16) iснують також додатковi точковi перетворення еквiва-
лентностi, якi описано групою науковцiв, очолюваною М.I. Сєровим.
Додатковi точковi перетворення еквiвалентностi є i мiж випадками
розширення симетрiї у класi рiвнянь (12).
Теорема 3. Алгеброю Лi ядра основних груп рiвнянь вигляду (10) є
алгебра Aker = 〈∂t, ∂x, D = 2x∂x + u∂u, Kx = x2∂x + xu∂u〉.
Теорема 4. З точнiстю до точкових перетворень для класу рiв-
нянь (10) iснує лише чотири випадки розширення максимальної в
сенсi Лi алгебри iнварiантностi (нижче ω = u3uxx та наведено ли-
ше базиснi оператори з доповнення до Aker):

1. f = ln(ω): Y1 = e4tu∂u;

2. f = ωm: D1 = 4mt∂t − u∂u, m �= 0,± 1
3 – довiльна стала;

3. f = ω− 1
3 : D2 = 4t∂t + 3u∂u, Q1 = ∂u, Q2 = x∂u;

4. f = ω
1
3 : D3 = 4t∂t − 3u∂u, G = u∂x, K2 = xu∂x + u2∂u.

Теорема 5. Алгеброю Лi ядра основних груп рiвнянь вигляду (12) є
алгебра Aker = 〈∂t, ∂x, D = x∂x + u∂u, K = x2∂x + 2xu∂u〉.
Теорема 6. З точнiстю до точкових перетворень для класу рiв-
нянь (12) iснує лише три випадки розширення максимальної в сен-
сi Лi алгебри iнварiантностi (нижче ω = u2uxxx та наведено лише
базиснi оператори з доповнення до Aker):

1. g = ln(ω): Y1 = e3tu∂u;

2. g = ωm: D1 = 3mt∂t − u∂u, m �= 0,− 1
2 – довiльна стала;

3. g = ω− 1
2 : D2 = 3t∂t + 2u∂u, Q1 = x2∂u, Q2 = x∂u, Q3 = ∂u.

Як випливає з наведених тверджень, найширшу симетрiю у класi
(10) має рiвняння

ut = u2(uxx)
1
3 , (18)
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ut = (uxx)−
1
3 , (19)

а в класi рiвнянь (12) –

ut = (uxxx)−
1
2 . (20)

В [17] для рiвняння (18) побудовано анзаци та проведено редукцiю.
Слiд зазначити, що рiвняння (18) замiною

t → t, x → x

u
, u → 1

u

зводиться до рiвняння

ut = (uxx)
1
3 . (21)

Крiм того, в [19] доведено, що рiвняння (21) неточковою замiною

t → t, x → ux, u → xux − u

зводиться до рiвняння (19).
Алгебри iнварiантностi рiвнянь (21), (19) та (20) складаються з

семи та восьми базових операторiв, що узгоджується з тверджен-
ням [23] про те, що алгебра iнварiантностi еволюцiйного рiвняння
порядку n складається не бiльше нiж з n + 5 операторiв.
Рiвняння (19) та (21) видiлено i в [20, 21] при груповiй класифi-

кацiї рiвнянь вигляду ut = F (uxx) як тi, що володiють найширшою
симетрiєю. Рiвняння (20) видiлено як особливе також у [5].
4. Групова класифiкацiя рiвнянь n-го порядку. В цьому

пiдроздiлi результати одержанi для рiвнянь (19)–(21) узагальнено на
випадок рiвняння довiльного порядку. Розглянемо клас еволюцiйних
рiвнянь вигляду:

ut = f(un), (22)

де un = ∂nu
∂xn , f – довiльна гладка функцiя змiнної un, тобто функцiя

f залежить лише вiд старшої похiдної un, причому fun
�= 0. Класи-

фiкацiю таких рiвнянь, коли n = 2 проведено в роботах [20,21], тому
надалi вважаємо, що n > 2.
Будь-яке рiвняння вигляду (22) можна привести до вигляду

un = F (ut), (23)

Еволюцiйнi рiвняння та системи, iнварiантнi вiдносно AC1(1) 165

де F – гладка функцiя, яка є оберненою до функцiї f . Тому всi твер-
дження сформулюємо для рiвняння (23).
Результати групової класифiкацiї для рiвнянь класу (23) наведе-

мо в виглядi наступних трьох теорем.
Теорема 7. Алгеброю Лi ядра основних груп рiвнянь вигляду (23) є
алгебра Aker = 〈∂t, ∂x, nt∂t + x∂x + nu∂u, ∂u, x∂u, x2∂u, . . . , xn−1∂u〉.
Теорема 8. Алгебра Лi A∼ групи еквiвалентностi G∼ класу рiвнянь
(23) породжується операторами зAker (продовженими на довiльний
елемент F) та операторами t∂u, u∂u + nF∂F , x∂x − nF∂F .
Теорема 9. З точнiстю до перетворень з G∼ для класу рiвнянь (23)
при n > 2 iснує лише чотири випадки розширення максимальної
в сенсi Лi алгебри iнварiантностi (нижче наведено лише базиснi
оператори з доповнення до Aker):

1. F = eut : Q = x∂x − nt∂u;

2. F = lnut: Q = n! t∂t − xn∂u;

3. F = (ut)m: D1 = (1 − m)x∂x + nu∂u, m �= −n+1
n−1 – довiльна

стала;

4. F = (ut)−
n+1
n−1 : D = 2x∂x +(n−1)u∂u, K = x2∂x +(n−1)xu∂u.

Доведення цих теорем проведемо одночасно. Скористаємося технi-
кою, запропонованою в [22]. Оскiльки (22) є еволюцiйним рiвнянням,
то в силу леми з [16] будь-який iнфiнiтезимальний оператор його лi-
ївської симетрiї має вигляд

X = ξ0(t)∂t + ξ1(t, x, u)∂x + η(t, x, u)∂u.

Пiсля переходу на многовид, заданий рiвнянням (23) в продовже-
ному просторi, i розщеплення по похiдним ux, u2, . . . , un−1 отрима-
ємо систему визначальних рiвнянь

ξ1
u = ηuu = 0, ηk u =

n − k

k + 1
ξ1
k+1, k ∈ N, (24)

[ηt + (ηu − ξ0
t )ut − ξ1

t ux]Ḟ = [ηu − nξ1
x]F + ηn. (25)

Якщо F – довiльна функцiя, то розщеплюючи (25) по F i Ḟ , отри-
маємо рiвняння ηu = nξ1

x = ξ0
t , ξ1

t = ηt = ηn = 0, розв’язком яких є
функцiї ξ0 = c1t + c2, ξ1 = c1n

−1x + c3, η = c1u + Pn−1(x), де c1, c2,
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c3 – довiльнi сталi, Pn−1 – довiльний полiном n− 1 степеня вiдносно
змiнної x, що доводить теорему 7.
Максимальна група еквiвалентностi класу рiвнянь (23) спiвпадає

з групою, породженою сукупнiстю однопараметричних перетворень
груп локальних симетрiй системи

un = F (ut), Ft = Fx = 0, Ful
= 0, l = 1, n − 1, (26)

iнфiнiтезимальнi оператори яких мають вигляд

E = ξ0(t, x, u)∂t + ξ1(t, x, u)∂x + η(t, x, u)∂u + ζ(t, x, u, F )∂F .

З умови iнварiантностi [2] системи (26) вiдносно оператора E, пiсля
розщеплення за незв’язанними змiнними отримаємо систему визна-
чальних рiвнянь на коефiцiєнти оператора E, розв’язки якої зада-
ють оператори, котрi породжують групу перетворень еквiвалентно-
стi G∼. Теорема 8 доведена.
Опишемо всi можливi розширення МАI в класi рiвнянь (23). Розв’я-

завши першi три рiвняння з (24), отримаємо

η = a(t, x)u + b(t, x), ξ1 = ξ1(t, x), (27)

де a, b – гладкi функцiї.
Структурне рiвняння для (25) має вигляд

(k1ut + k2)Ḟ = k3F + k4, (28)

де k1, . . . , k4 – деякi сталi. В залежностi вiд спiввiдношень мiж коефi-
цiєнтами ki з точнiстю до перетворень з G∼ отримуємо рiзнi вигляди
функцiї F . Зазначимо, що при k1 = k2 = 0 маємо at = bt = a − ξ0

t =
ξ1
t = 0, тобто розширення МАI немає.
Якщо k1 �= 0, k3 �= 0, то k2 = 0 i без обмеження загальностi

можна вважати k1 = 1, а розв’язком рiвняння (28) з точнiстю до
перетворень з групи G∼ є функцiя F = (ut)m. Пiдставивши F в
рiвняння (25) та розщепивши по похiднiй ut, отримуємо:

(m − 1)a = mξ0
t − nξ1

x, at = bt = ξ1
t = 0, bn = 0.

В залежностi вiд значення m, з врахуванням рiвнянь (24), маємо або
третiй, або четвертий випадки теореми 9.
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Якщо k1 �= 0, k3 = 0, то k2 = 0, k1 = 1, а розв’язком рiвняння
(28) з точнiстю до перетворень з групи G∼ є функцiя F = lnut.
Пiдставивши F у (26), аналогiчно попередньому випадку маємо

a − ξ0
t = bn, at = bt = ξ1

t = 0, a − nξ1
x = 0.

В результатi отримуємо другий випадок теореми 9.
У випадку k1 = 0, k2 = 1 розв’язком рiвняння (28) з точнiстю до

перетворень з групи G∼ є функцiя F = eut , а рiвняння (26) розпа-
дається на систему рiвнянь:

a − ξ0
t = 0, at = ξ1

t = 0, bt = a − nξ1
x, bn = 0,

якi разом з (27) задають перший випадок теореми 9. Теорему 9 до-
ведено.
Твердження теореми 9 щодо рiвняння ut = (un)

n+1
n−1 узгоджуються

з результатами, одержаними Магадеєвим [18,23].

5. Системи еволюцiйних рiвнянь n-го порядку. Розглянемо
систему еволюцiйних рiвнянь, що узагальнює рiвняння (8) на випа-
док двох функцiй вiдносно двох невiдомих t, x:

Ut = F (t, x, U(n)), (29)

де F = (f1, f2) – довiльнi гладкi функцiї, U = (u1, u2), Ut = (u1
t , u

2
t ),

U(n) = (u1
(n), u

2
(n)).

Розв’яжемо задачу: видiлити з класу систем (29) тi, якi є iнва-
рiантними вiдносно розширеної конформної алгебри (6). Аналогiчно
теоремi 1 можна довести наступне твердження.
Теорема 10. Система (29) iнварiантна вiдносно алгебри (6) тодi i
тiльки тодi, коли вона має вигляд:

Ut = u1g, (30)

де g = (g1, g2) – довiльнi гладкi функцiї змiнних ω01 = u1/u2, ω02 =
u2u1

x−u1u2
x, ωak = ((ua)2∂x)k−1((ua)3ua

xx) (суми по iндексу a немає),
k = 1, n − 1, a = 1, 2.
6. Висновки. У цiй статтi розв’язано низку прямих i оберне-

них задач групової класифiкацiї, внаслiдок чого побудовано нелiнiй-
нi еволюцiйнi рiвняння i системи, iнварiантнi вiдносно розширеної
конформної алгебри. Перерахуємо отриманi результати:



168 Н.В. Iчанська

1. Показано, що у класi еволюцiйних рiвнянь вигляду (8) тiльки
рiвняння (9) є iнварiантними вiдносно розширеної конформої
алгебри.

2. Встановлено, що найширшу алгебру симетрiй у класi рiвнянь
(10) мають рiвняння (18) та (19), а в класi рiвнянь (11) – рiв-
няння (20).

3. Показано, що найширшу алгебру симетрiй у класi рiвнянь до-
вiльного порядку (22) має рiвняння ut = (un)

n+1
n−1 .

4. Встановлено, що у класi систем еволюцiйних рiвнянь вигляду
(29) тiльки система (30) є iнварiантною вiдносно розширеної
конформної алгебри (6).

Виражаю щиру подяку М.I. Сєрову та Р.О. Поповичу за поста-
новку задач i цiннi рекомендацiї пiд час обговорення результатiв
дослiджень.
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В роботi проаналiзовано умовну симетрiю гiперболiчного узагальнен-
ня рiвняння Бюргерса. Використання узагальненої симетрiї дозволи-
ло одержати новi точнi розв’язки, що описують рiзноманiтнi хвильовi
структури.

In this paper the conditional symmetry to a hyperbolic generalization of
Burgers equation is studied. Employment of the generalized symmetry
enabled to obtain new exact solutions, describing the evolution of various
wave patterns.

1. Introduction. In last few years we dealt with different methods of
obtaining analytical solutions of nonlinear PDE’s that are not completely
integrable [1–3], paying special attention to the following generalization
of Burgers equation (GBE) [4]:

τutt − κuxx + Auux + But + Hux = f(u).

Here and henceforth lower indices mean partial derivatives with respect
to corresponding variables. The classical symmetry methods [5, 6] are
very popular in obtaining exact solutions to nonlinear PDEs, but for non-
zero constants classical symmetries of GBE are reduced to the generators
of translations ∂t and ∂x, giving rise to travelling-wave solutions. So in
this study we proceed further on and look for solutions which cannot be
described in terms of travelling waves. To do this we employ so-called
Q-conditional symmetry methods [7–11].
Let us consider equation

F (x, t, u, ux, ut, . . . ) = 0. (1)
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It is of common knowledge, that within the classical Lie algorithm [5,6]
we look for the operator

Q = ξ1∂x + ξ2∂t + φ∂u, (2)

such that

Q̂F |F (x,t,u,ux,ut,... )=0 = 0, (3)

where Q̂ denotes the proper prolongation of Q.
Looking for the Q-conditional symmetry, we pose the additional con-

dition:

Q(u(x, t) − u) = 0 = ξ1 ux + ξ2 ut − φ (4)

and solve the equations:

Q̂F |F (x,t,u,ux,ut,... )=0, Q=0, Q1=0, Q2=0,... = 0, (5)

where Q = 0, Q1u = 0, Q2u = 0, . . . denote equation (4) and its
differential consequences of the corresponding orders. The additional
condition allows finding much wider classes of reductions to GBE.
2. Brief overview of the cases. We deal with the equation:

τutt − κuxx + Auux + But + Hux =

= f(u) = λ0 + λ1u + λ2u
2 + λ3u

3. (6)

To examine the conditional symmetry of (6), we consider it together
with the equation (4). Here ξ1, ξ2, φ depend on the variables x, t, u.
We assume that τ , κ, A, λ3 are non-zero and examine symmetries of the
system (4), (6). Let us notice, that whenever ξ1 (or ξ2) is non-zero, it
can be scaled to 1.
Case I: ξ2 = 1, ξ1 �= 0. Using (6), (4) and its differential consequen-

ces we can eliminate ut and all the second derivatives of u(t, x)1. After
computing the prolongation of Q and performing the splitting procedure
we obtain four determining equations:

e1 = 3f(u)(κ − τξ2
1)ξ1u + τφ2(2τξ1ξ1u

2 + κξ1uu − τξ2
1ξ1uu) −

1Let us notice that in case when κ − τξ2
1 = 0 the above procedure fails. This

situation is thoroughly examined in section 3.
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− 2κτξ1uφt + 2τ2ξ2
1ξ1uφt + Bκξ1t − 2Hτξ1ξ1t − 2Auτξ1(ξ1t +

+ Bτξ2
1ξ1t + 2κτφuξ1t + 2τ2ξ2

1φuξ1t + 2τ2ξ1ξ1t
2 + 2κτξ1φtu −

− 2τ2ξ3
1φtu + φ(−2τ2ξ3

1φuu + 2τξ1(κφuu − ξ1u(H + Au −
− 2τξ1t)) − κ(A + 2Bξ1u− 2τξ1tu) + τξ2

1(A + 4(B + τφu)ξ1u−
− 2τξ1tu)) + κτξ1tt− τ2ξ2

1ξ1tt− Hκξ1x − Auκξ1x + 2Bκξ1ξ1x−
− Hτξ2

1ξ1x − Auτξ2
1ξ1x + 4κτξ1φuξ1x − 2κτξ1ξ

2
1x + 2κ2φxu −

− 2κτξ2
1φxu − κ2ξ1xx + κτξ2

1ξ1xx = 0,

e2 = −τφ2(2ξ1(B + τφ1u)ξ1u + κφ1uu − τξ2
1φ1uu) − Bκφt+

+ Bτξ2
1φt − 2τ2ξ1φt(ξ1t − κτ(φtt + τ2ξ2

1(φtt − Hκφx −
− Auκφx + Hτξ2

1φx + Auτξ2
1φx + 2κτ(ξ1tφx − 2κτφtξ1x +

+ 2κτξ1φxξ1x + f(u)((−κ + τξ2
1)(φu + 2(τξ1(ξ1t + κξ1x)) +

+ φ((κ − τξ2
1)f ′(u) − 2(−(τf(u)ξ1ξ1u) + τξ1(τξ1uφt + (B +

+ τφuξ1t − τ2ξ2
1φxu + κ(τφxu − τξ1uφx + (B + τφuξ1x))) +

+ κ2φxx − κτξ2
1φxx = 0,

e3 = −4τ2φξ2
1ξ2

1u − 2ξ1u((H + Au)κ + τξ3
1(B + τφu −

− τξ2
1(H + Au − 2τξ1t − κξ1(B + τ(φu − 2τξ1x)) + (κ −

− τξ2
1)((κ − τξ2

1)φuu − 2(τφξ1ξ1uu + τξ1(ξ1xt + κξ1xt)) = 0,

e4 = 2τξ1ξ
2
1u + κξ1uu − τξ2

1ξ1uu = 0.

Since the first three equations are very complicated, we start our
analysis from the last and the simplest one.
Case Ii: ξ1u �= 0. Introducing the new function ξ1u = Ψ(ξ1) and

consequently ξ1uu = Ψ′(ξ1)Ψ(ξ1), we obtain the integrable equation:

2τξ1Ψ(ξ1)
2 + κΨ′(ξ1)Ψ(ξ1) − τξ2

1Ψ′(ξ1)Ψ(ξ1) = 0. (7)

Equation (7) is satisfied by the following function:

ξ1 =
√

κ

τ
tanh

(√
κτc1(x, t)(u + c2(x, t)

)
. (8)

Function φ can be calculated from e3=0. Unfortunately e1=0 gives us
either τ = 0 or κ = 0 or λ3 = λ2 = A = 0. So all the possibilities are in
contradiction with our assumptions.
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Case Iii: ξ1u = 0. To solve e4 = 0 we can also put ξ1u = 0. Then the
third determining equation (e3 = 0) takes the form: (κ − τξ2

1)φuu = 0.
Since (κ− τξ2

1) �= 0, then φuu = 0. In other words, φ = a(x, t)u + b(x, t)
and the remaining determining equations are as follows:

e1 = −(Aκ(ua + b)) + Aτ(ua + b)ξ2
1 + 2κτξ1at − 2τ2ξ3

1at +

+ Bκξ1t + 2κτaξ1t − 2Hτξ1(ξ1t − 2Auτξ1ξ1t + Bτξ2
1ξ1t +

+ 2τ2aξ2
1ξ1t + 2τ2ξ1ξ

2
1t + κτξ1tt − τ2ξ2

1ξ1tt + 2κ2ax −
− 2κτξ2

1ax − Hκξ1x − Auκξ1x + 2Bκξ1ξ1x + 4κτaξ1ξ1x −
− Hτξ2

1ξ1x − Auτξ2
1ξ1x − 2κτξ1ξ

2
1x − κ2ξ1xx + κτξ2

1ξ1xx = 0,

e2 = −κaf(u) + τaf(u)ξ2
1 + κ(ua + b)f ′(u) − τ(ua + b)ξ2

1f ′(u) −
− 2κτ(ua + b)at + 2τ2(ua + b)ξ1

2at − Bκ(uat + bt) +

+ Bτξ2
1(uat + bt) − 2Bτ(ua + b)ξ1ξ1t − 2τ2a(ua + b)ξ1ξ1t +

+ 2τf(u)ξ1ξ1t − 2τ2ξ1(uat + bt)ξ1t − κτ(uatt + btt) +

+ τ2ξ2
1(uatt + btt) − Hκ(uax + bx) − Auκ(uax + bx) +

+ Hτξ2
1(uax + bx) + Auτξ2

1(uax + bx) + 2κτ(ξ1t(uax + bx) −
− 2Bκ(ua + b)ξ1x − 2κτa(ua + b)ξ1x + 2κf(u)ξ1x −
− 2κτ(uat + bt)ξ1x + 2κτξ1(uax + bx)ξ1x + κ2(uaxx + bxx) −
− κτξ2

1(uaxx + bxx).

Taking into account that f(u) = λ3u
3 + λ2u

2 + λ1u + λ0, we collect
the terms at different powers of u. Nullifying them, we obtain (among
others) the following equations:

a(x, t)(κ − τξ1)
2 + 2τξ1ξ1t + κξ1x + τξ2

1ξ1x = 0,

a(x, t)(κ − τξ1
2) + τξ1ξ1t + κξ1x = 0.

The above system can be presented in the following equivalent form:

a(x, t) = −ξ1x, ξ1ξ1x = −ξ1t.

The second equation is a model equation of gas dynamics. Its general
solution is as follows [12]:

x = tξ1 + Φ(ξ1),

where Φ(·) is an arbitrary function.



174 E.V. Kutafina, V.A. Vladimirov

For Φ(ξ1) = 0

ξ1(x, t) = x/t, a(x, t) = −1/t

and remaining equations of this group are satisfied providing the follo-
wing conditions are fulfilled:

b(x, t) =
−λ2

3tλ3
, B = 0, λ0 =

λ3
2

27λ2
3

,

A =
−3Hλ3

λ2
, λ1 =

λ2
2

3λ3
.

Using the ansatz

u(x, t) =
−λ2x + 3λ3R( t

x )
3λ3x

,

we get in this case the reduced equation

λ2(κξ2
1 − τ)R′′(ξ1) + 3Hλ3ξ1R

′(ξ1)R(ξ1) + λ3λ2R(ξ1)3 +

+ 4κλ2ξ1R
′(ξ1) + 3Hλ3R(ξ1)2 + 2κλ2R(ξ1) = 0. (9)

Equation (9) is a nonlinear non-autonomous ODE which is, generally
speaking, nonintegrable. A particular solution can be obtained using
the ansatz-based method [1], slightly modified for the purposes of non-
autonomous case. Thus, we represent the solution in the form

R(ξ1) =
p

1 + q(ξ1) exp(α(ξ1))
. (10)

The numerator of equation (9) contains then different powers of
Exp (α(ξ1)). Splitting the equation we can calculate the constants:

p = ±
√

2κ/λ3, H = ∓2/3
√

2κ/λ3λ2,

and the function q(ξ1). The simplified solutions are as follows

R(ξ1) = ±
√

2κF (ξ1)√
λ3(F (ξ1) +

√
κξ2

1 − τ)
,

R(ξ1) = ±
√

2κ√
λ3(1 + F (ξ1)

√
κξ2

1 − τ)
,

where F (ξ1) = arctanh (
√

κ/τξ1).
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Case II: ξ2 = 1, ξ1 = 0. With these assumptions determining equati-
ons are as follows:

e1 = φuu = 0,

e2 = f(u)φu + Bφt − φ(f ′(u) − 2τφtu) + τφtt +
+ Hφx + Auφx − κφxx = 0,

e3 = Aφ − 2κφxu = 0.

From the firs equation we get the representation for u:

φ(x, t, u) = a(x, t)u + b(x, t).

On virtue of this, the last equation becomes as follows:

A[b(x, t) + a(x, t)u] − 2κax(x, t) = 0.

Since a(x, t) and b(x, t) are independent of u and A �= 0 we must put
a(x, t) = 0 and as a consequence b(x, t) = 0. The condition (4) gives
ut(x, t) = 0 and then u = u(x).
Case III: ξ2 = 0, ξ1 = 1. We get in this case three determining

equations:

e1 = φuu = 0,

e2 = φut = 0,

e3 = Aφ2 + f(u)φu + Bφt + τφtt + Hφx + Auφx −
− φ(f ′(u) + 2κφxu) − κφxx = 0.

From the first two equations we obtain that

φ(x, t, u) = a(x)u + b(x, t).

The last equation then takes the form:

af(u) + A(b + au)2 − 2κax(b + au) + Bbt + H(axu + bx) + (11)
+ Au(axu + bx) − (b + au)f ′(u) + τbtt − κ(axxu + bxx) = 0.

Expression (11) can be splitted by powers of u. The coefficient of u3 is
−2λ3a(x) while that of u2 is −λ2a+Aa2−3λ3b+Aa′. If we put a(x) = 0,
then this implies b(x, t) = 0 and we again encounter the situation where
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u is function of one independent variable. So we rather put λ3 = 0,
λ2 �= 0. Then a(x) can be easily calculated:

a(x) =
λ2e

xλ2
A

Ae
xλ2

A − eλ2c1

. (12)

Nullifying the coefficient of u in (11), we obtain a first order linear equa-
tion, which gives us the form of b(x, t):

b(x, t) =
e

xλ2
A (λ2e

λ2c1(−AH + κλ2) + A2e
xλ2

A c2(t))

A2(eλ2c1 − Ae
xλ2

A )2
. (13)

Substituting (12), (13) into (11) and equating to zero the coefficient
of u0 (the free term), we obtain a very complicated expression which
determines an unknown function c2(t). To our luck, this expression can
be splitted as well. This time we equate to zero coefficients of e3c1λ2 ,
e3xλ2/A, e2c1λ2+xλ2/A and e(c1+2x/A)λ2 (equations obtained this way we
denote as (eqn1)–(eqn4)).
Solving (eqn1) we get

λ0 =
1

A4
(AH − κλ2)(A2λ1 − AHλ2 + κλ2

2). (14)

Adding (eqn2) to (eqn3), we obtain the expression

A [Hλ2 − c2(t)] [λ2 (AH − κλ2) − Ac2(t)] = 0.

Thus, c2(t) must be constant. Under this assumption we finally solve
equations (eqn3)–(eqn4) and conclude that

c2 = λ2(H − κλ2/A).

Now equation (4) takes on the form

ux =
λ2e

xλ2
A

Ae
xλ2

A − eλ2c1

u +
e

xλ2
A λ2(−AH + κλ2)

A2(eλ2c1 − Ae
xλ2

A )
. (15)

Solving (15), we obtain:

u =
1

A2

[
−AH + kλ2 + A2

(
ec1λ2 − Ae

xλ2
A

)
c3(t)

]
. (16)
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Fig. 1. The example solution of the form (16), A = λ2 = c = τ = κ = 1,
H = −1, c4 = c5 = 0.

Finally, inserting (16) into (6), we obtain determining equation for un-
known function c3(t):

A2(τc′′3(t) + Bc′3(t)) − A2cλ2c3(t)2 −
− (A2λ1 − 2AHλ2 + 2κλ2

2)c3(t) = 0, (17)

where c = ec1λ2 . Some special solutions to this equation can be easily
found. Let us introduce the new variable g(c3) = c′3(t). Then c′′3(t) = g′g
and (17) becomes as follows:

A2(τg′(c3)g(c3) + Bg(c3)) − A2cλ2c
2
3 −

− (A2λ1 − 2AHλ2 + 2κλ2
2)c3 = 0.

For B = 0 it can be solved just by two integrations:∫
τg′(c3)g(c3)dg − A2cλ2c

3
3 − (A2λ1 − 2AHλ2 + 2κλ2

2)c3dc3 =

= 1
2g(c3)2 − 1

3A2cλ2c
2
3 − 1

2 (A2λ1 − 2AHλ2 + 2κλ2
2)c

2
3 = c4. (18)

Returning back to the variable c3(t) we obtain:

c′3(t) = ±
√

a3c3
3 + a2c2

3 + a0, (19)

where a3 = 2cλ2/(3τ), a2 = (A2λ1 − 2AHλ2 + 2κλ2
2))/(A2τ), a0 =

2c4/(A2τ). After integration the function c3(t) can be written in terms
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of elliptic functions. In case when c4 = 0 we get:

t + c5 =
−2√
a2

arctanh

√
a2 + a3c3(t)

a2
.

Under additional conditions A = λ2 = c = τ = κ = 1, H = −1, c5 = 0
the solution of the GBE takes the form:

u(x, t) = 2 + (exp(x) − 1)
(

15
2 sech2

(√
5

2 t
))

, (20)

and it is illustrated in Fig. 1.
3. Solutions of the case ξ2 = 1, κ − τξ2

1 = 0. Let us consider
system (6), (4) in the case then ξ2 = 1, ξ1 = ε

√
κ/τ , ε = ±1. After using

the condition (4), together with the proper differential consequences,
equation (6) becomes as follows:

[H − Bε
√

κ/τ + Au − 2ε
√

κτφu]ux +

+ (B + τφu)φ + τ − ε
√

κτφx − f(u) = 0. (21)

Next we denote the coefficient of ux by k1 and the rest of (21) by k2.
Solving the system k1 = k2 = 0 we get:

φ = φ(u) =
1

2ε
√

κτ
(A/2

√
τu2 + u(H

√
τ − εB

√
κ)) + c

with an extra conditions

λ0 = 1/2c(B + εH
√

κ/τ), λ1 =
−B2κ + H2τ + 2Acε

√
κτ3/2

4κτ
,

λ2 =
A(3H − εB

√
κ/τ)

8κ
, λ3 =

A2

8κ
.

To calculate the solution u(x, t), let us return to equation (4):

ut +
√

κ/τux = φ = a0 + a1u + a2u
2,

where a0 = c, a1 = (H
√

τ − εB
√

κ)/(2ε
√

κτ), a2 = A/(4ε
√

κτ). Writing
it in the characteristic form

dx√
κ/τ

=
dt

1
=

du

a0 + a1u + a2u2
,
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Fig. 2. Temporal evolution of solution described by formula (25) in case when
Γ(ω) = sin[2.25ω].
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Fig. 3. Temporal evolution of solution described by formula (25) in case when
Γ(ω) = −ω2.
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Fig. 4. A blow-up regime described by the formula (26) in case when Γ(ω) =
−3.75ω2 + 5.
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we easily get the general solution

x + Ψ(
√

κ/τt − x) =
√

κ

τ

∫
du

a0 + a1u + a2u2
, (22)

where Ψ(·) is and arbitrary function. Below we present some special
solutions of (22).
For A = τ = κ = ε = B = 1, H = 0 equation (4) takes the form

ut + ux =
1
4
(
u2 − 2u + 4c

)
. (23)

General solution of this equation depends on whether Δ = 1 − 4c is
positive or not. For c < 1/4 solution of (23) is as follows:

u(t, x) =
u2G(ω)ex

√
Δ
2 − u1

G(ω)ex
√

Δ
2 − 1

, (24)

where u1 = 1 +
√

Δ, u2 = 1 − √
Δ, G(·) is an arbitrary function of

ω = x − t. Putting c = −2 and G(ω) = −eΓ(ω) we obtain the formula

u(x, t) = 2
2 − exp[3x/2 + Γ(ω)]
1 + exp[3x/2 + Γ(ω)]

. (25)

For c = −2 and G(ω) = eΓ(ω) we get the solution

u(x, t) = 2
exp[3x/2 + Γ(ω)] + 2
1 − exp[3x/2 + Γ(ω)]

. (26)

If c > 1/4 then solution to (23) is as follows:

u(x, t) = 1 + βarctg
[
βx

4
+ G(ω)

]
, (27)

where β =
√|1 − 4c|. This solution is always singular.

If c = 1/4 then solution to (23) is as follows:

u(x, t) = 1 +
1

G(ω) − x
4

. (28)

This solution is also singular.
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Let us give examples of solutions corresponding to formulae (25)
and (26). Thus, inserting Γ(ω) = sin[2.25ω] into equation (26), we obtain
an oscillating kink-like solution, shown in Fig. 2. For Γ(ω) = −ω2 this
solution produces a “dark” soliton with growing “support” (Fig. 3).
In contrast to (25), solution (26) is always singular. For Γ(ω) =

−3.75ω2 + 5 its evolution is shown in Fig. 4, in which we see how an
initial localized wave pack grows in amplitude and in a finite time gives
rise to a blow-up regime.
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Представлено результати групової класифiкацiї одного класу нелiнiй-
них еволюцiйних рiвнянь третього порядку, що допускать чотирьохви-
мiрнi алгебри Лi операторiв симетрiї.

We present results on group classification of one class of third-order nonli-
near evolution equations admitting four-dimensional solvable Lie algebras
of symmetry operators.

The standard Korteweg–de Vries equation ut = uxxx + uux belongs
to the family of evolution equations

ut = uxxx + F (t, x, u, ux, uxx), (1)

where u = u(t, x), ut = ∂u
∂t , ux = ∂u

∂x , uxx = ∂2u
∂x2 , uxxx = ∂3u

∂x3 .
The problem of group classification of equation (1) was solved by

F. Güngor, V. Lahno and R. Zhdanov [1]. But their result of group
classification is not complete. They obtained all classes of nonlinear equa-
tions of the form (1) that admit one-, two-, three- and four-dimensional
solvable Lie algebras.
Here we investigate the symmetry properties of nonlinear equations

of the form (1) whose invariance algebras are isomorphic to solvable
Lie algebras 2A2.2 = 〈e1, e2〉⊕〈e3, e4〉 ([e1, e2] = e2, [e3, e4] = e4), A2.2⊕
2A1 = 〈e1, e2〉⊕〈e3〉⊕〈e4〉 ([e1, e2] = e2) and A3.3⊕A1 = 〈e1, e2, e3〉⊕〈e4〉
([e2, e3] = e1, [e1, e2] = [e1, e3] = 0).
According to [1] the complete list of such equations contains following

nine equations:

1) ut = uxxx + u3
x − 3uxuxx + x−2uxF̃ (ω),
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ω = x(u−1
x uxx − ux);

2) ut = uxxx + λ
3tω1 ln |ω1| + ω1

t F̃ (ω), ω1 = t
1
3 ux,

ω = t
1
3 u−1

x uxx, λ ∈ R;

3) ut = uxxx − λxux − λux ln |ux| + uxF̃ (ω),

ω = u−1
x uxx, λ �= 0;

4) ut = uxxx − (1 + λ−1)ux + e−xF̃ (ω),
ω = ex(ux + uxx), λ �= 0;

5) ut = uxxx − γ−1(1 + γ3)ux + e(γ−β−1)x−tF̃ (ω),

ω = et+(β−1−γ)x(γux − uxx), γβ �= 0;

6) ut = uxxx − ux + e−xF̃ (ω), ω = ex(ux + uxx);

7) ut = uxxx + uxF̃ (ω), ω = uxxu−1
x ;

8) ut = uxxx − (λ3 + 1)λ−1ux + e−t+λxF̃ (ω),

ω = et−λx(λux − uxx), λ �= 0;

9) ut = uxxx + λ−1x − βux + F̃ (uxx), λ > 0, β ∈ R. (2)

Using the standard Lie approach we prove that the maximal invari-
ance group of equations (1) is generated by the operator

v = τ(t)∂t +
(

1
3 τ̇x + ρ(t)

)
∂x + η(t, x, u)∂u, (3)

where the functions τ , ρ, η and F are arbitrary solutions of a single
partial differential equation

−3uxρ̇ − xuxτ̈ − 9uxuxxηuu − 3u3
xηuuu + 3ηt − 9uxxηxu −

− 9u2
xηxuu − 9uxηxxu − 3ηxxx + 3(ηu − τ̇)F + (2uxxτ̇ −

− 3uxxηu − 3u2
xηuu − 6uxηxu − 3ηxx)Fuxx

+ (uxτ̇ − 3uxηu −
− 3ηx)Fux

− 3ηFu − 3τFt − (3ρ + xτ̇)Fx = 0. (4)

Here the dot over a symbol stands for the time derivative.
The equations (2) contain arbitrary functions of one variable. The-

refore we utilize the Lie–Ovsyannikov method [2,3] of group classificati-
on of differential equations. We consider in more detail first and sixth
equations (2).
In first equation (2)

F = u3
x − 3uxuxx + x−2uxF̃ (ω), ω = x(u−1

x uxx − ux).
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From the equation (4) we find that the functions τ , ρ, η in the opera-
tor (3) and the function F̃ satisfy following system of equations:

ηuuu − ηu = 0;

x−1[ηuu − ηu]F̃ω + 3x−1[ηuu − ηu]ω + 3[ηxuu − ηxu] = 0;

x−1[x−2ρω − 2ηx + 2ηxu]F̃ω − 2x−3ρF̃ =

= 3x−1(ηx − ηxu)ω + 3(ηxx − ηxxu) − 1
3xτ̈ − ρ̇;

[x−2ηxω − x−1ηxx]F̃ω − x−2ηxF̃ = ηxxx − ηt. (5)

If F̃ is arbitrary function, then from (5) we obtain that corresponding
operator v has following form:

v = (C1t + C2)∂t + 1
3C1x∂x + C3e

u∂u + C4∂u,

where C1, C2, C3, C4 ∈ R.
The corresponding invariance algebra is isomorphic to solvable Lie

algebra 2A2.2: e1 = −t∂t
1
3x∂x, e2 = ∂t, e3 = ∂u, e4 = eu∂u.

The extension of symmetry properties of first equation (2) takes place
in two cases:

(1) F̃ = λω2
(
λ �= 0,− 3

2

)
: here

τ = C1t + C2, ρ = C3, η = C4e
u + C5,

Ci ∈ R (i = 1, 2, . . . , 5);

(2) F̃ = − 3
2ω2 : here

τ = C1t + C2, ρ = C3, η = C4e
u + C5e

−u + C6,

Ci ∈ R (i = 1, 2, . . . , 6).

In sixth equation (2) F = −ux+e−xF̃ (ω), ω = ex(ux+uxx), F̃ωω �= 0,
and from the equation (4) we find that the functions τ , ρ, η, F̃ satisfy
following system of equations:

ηuuu = 0; ηuu(1 − F̃ω) − ηxuu = 0;

(τ̇ + 6ηxu)F̃ω = −9e−xωηuu − 3ρ̇ − xτ̈ + 9ηxu − 9ηxxu;

[ex(2τ̇ − 3ηu − 3ρ − xτ̇)ω − 3ηx − 3ηxx]F̃ω +

+ e−x(3ηu − 3τ̇ + 3ρ + xτ̇)F̃ − 9e−xωηxu +
+ 3ηt − 3ηx − 3ηxxx = 0. (6)
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From second equation (6) we obtain the condition

ηuuF̃ωω = 0,

consequently ηuu = 0.
From third equation (6) we obtain the condition

(τ̇ + 6ηxu)F̃ωω = 0,

consequently

τ̇ + 6ηxu = 0, −3ρ̇ − xτ̈ + 2τ̇ + 9ηxu − 9ηxxu = 0.

From obtained relations we obtain following values of the functions
τ , ρ, η :

τ = C1t + C2, ρ = 1
6C1t + C3,

η =
[− 1

6C1x + γ(t)
]
u + β(t, x), C1, C2, C3 ∈ R.

Fourth equation (6) transforms into following system:

1
2C1F̃ω = −3γ̇ + 1

2C1,[
e−x

(
2C1 − 1

2xC1 − 3γ − 1
2C1t − 3C3

)
ω − 3βx − 3βxx

]
F̃ω +

+ e−x
(−3C1 + 1

2xC1 + 1
2C1t + 3C3 + 3γ

)
F̃ =

= − 3
2e−xC1ω − 3βt − 3βx + 3βxxx. (7)

From first equation (7) we obtain condition

C1F̃ωω = 0,

consequently C1 = 0, γ = C4, C4 ∈ R. Second equation (7) reduces to
equation

[(C3 + C4)ω + βx + βxx]F̃ω − (C3 + C4)F̃ = ex(βt + βx − βxxx),

from which we obtain condition

[(C3 + C4)ω + βx + βxx]F̃ωω = 0.

Consequently, C3 + C4 = 0, βx + βxx = 0, βt + βx − βxxx = 0, and the
operator v (3) has following form:

v = C2∂t + C3∂x + (−C3u + C5 + e−xC6)∂u,
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C2, C3, C4, C5 ∈ R. The corresponding invariance algebra is isomorphic
to solvable Lie algebra A2.2 ⊕ 2A1: e1 = ∂x − u∂u, e2 = ∂u, e3 = ∂t,
e4 = e−x∂u.
So we have obtained that sixth equation (2) does not suppose the

extension of symmetry properties. Analogous results we have obtained
for 3, 4, 5 and 8 equations (2). The rest equations (2) suppose the
extensions of symmetry properties. We give these equations with the
corresponding invariance algebras:

1) ut = uxxx + u3
x − 3uxuxx + λux(u−1

x uxx − ux)2, λ �= 0,− 3
2 :

〈t∂t + 1
3x∂x, ∂t, ∂x, eu∂u, ∂u〉;

2) ut = uxxx − 3
2u−1

x u2
xx − 1

2u3
x :

〈t∂t + 1
3x∂x, ∂t, ∂x, eu∂u, e−u∂u, ∂u〉;

3) ut = uxxx + λ−1x + m ln |uxx| − βux, λ · m �= 0, β ∈ R :

〈t∂t +
(

1
3x + 2

3βt
)
∂x +

[
u + 1

3 t
(
λ−1x + 1

2βλ−1t + m
)]

∂u,

∂x + λ−1t∂u, (x − βt)∂u, ∂t, ∂u〉;
4) ut = uxxx + λ−1x − βux + m|uxx|p, λm �= 0, p �= 0, 1, β ∈ R :

〈t∂t +
(

1
3x + 2

3βt
)
∂x +

[
2p−3

3(p−1)u + 2p−1
3λ(p−1) tx +

+ β
6λ(1−p) t

2
]
∂u, ∂x + λ−1t∂u, (x − βt)∂u, ∂t, ∂u〉;

5) ut = uxxx + λ−1x − βux + menuxx , λmn �= 0, β ∈ R :

〈t∂t +
(

1
3x + 2

3βt
)
∂x +

[
2
3u + 1

6nx2 +
(

2
3λ − β

3n

)
tx +

+ β2

6n t2
]
∂u, ∂x + λ−1t∂u, (x − βt)∂u, ∂t, ∂u〉.

[1] Güngör F., Lahno V., Zhdanov R. Symmetry classification of KdV-type nonlinear
evolution equations // J. Math. Phys. – 2004. – 45. – P. 2280–2113.

[2] Ovsyannikov L.V. Group analysis of differential equations. – New York: Aca-
demic, 1982.

[3] Olver P.J. Applications of Lie groups to differential equations. – New York: Sprin-
ger-Verlag, 1986.

Збiрник праць Iнституту математики НАН України 2006, т.3, N 2, 187–196

УДК 512.816:53.072.2:531.01

π-теорема в проблеме
параметрической редукции
динамических систем
В.И. ЛЕГЕНЬКИЙ

Iнститут математики НАН України, Київ
E-mail: victor@imath.kiev.ua

Проаналiзована роль π-теореми в проблемi параметричної редукцiї ди-
намiчних систем. На прикладах показано, що передчасне застосування
π-теореми звужує можливостi такої редукцiї та ускладнює подальший
груповий аналiз вихiдної динамiчної системи.

We analyze the role of π-theorem in the problem of parametric reduction
of dynamical systems. Several examples show that the premature appli-
cation of π-theorem in the problem of minimal-parametric description of
the dynamical systems restricts the utility of such reduction, and further
group analysis becomes more complicated.

1. Введение. Известному американскому математику Ричарду Бел-
лману принадлежит замечательное наблюдение [1, c. 17]: “. . . беспо-
койные инженеры и экономисты, безусловно, хотели бы иметь “пова-
ренную” книгу математических рецептов на все случаи жизни – не-
что вроде прославленной таблицы интегралов или даже логарифмов
. . . ”. Роль такого рецепта в проблеме параметрической редукции ди-
намических систем (т.е. в проблеме приведения уравнений модели
к минимально-параметрическому виду) играет так называемая π-
теорема. Мы приведем ее в редакции Л.В. Овсянникова [2, с. 263]:
Теорема 1 (π-теорема). Любая безразмерная функция физических
величин является функцией от безразмерных “комбинаций” этих
величин; любое соотношение между физическими величинами рав-
носильно некоторому соотношению между их безразмерными “ком-
бинациями”.
Суть теоремы подсказывает естественный путь уменьшения па-

раметров: из фазовых координат, времени и параметров модели сле-
дует образовать безразмерные комбинации и переписать исходные
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уравнения в терминах этих комбинаций. Так как число этих комби-
наций заведомо меньше совокупного числа координат и параметров,
следовательно, число параметров в редуцированной модели будет
также меньшим.

Пример 1. Рассмотрим математическую модель осциллятора с ква-
дратичным сопротивлением и линейным трением:

mẍ + kẋ2 + cx = 0, (1)

где x означает линейную координату, m – массу, k, c – коэффици-
енты сопротивления и трения соответственно, дифференцирование
производится по времени t. Размерности величин следующие:

[x] = м, [t] = c, [m] = кг, [k] = кг/м, [c] = кг/c2.

Безразмерные комбинации будем искать в соответствии с алго-
ритмом, предложенным в работе [3]. Вначале составим таблицу раз-
мерностей:

t x m k c

t 1 0 0 0 −2
x 0 1 0 −1 0
m 0 0 1 1 1

По приведенной таблице формируем матрицу размерностей A1

A1 =

⎛⎝ 1 0 0 0 −2
0 1 0 −1 0
0 0 1 1 1

⎞⎠ =

⎛⎜⎜⎜⎝
... 0 −2

E
... −1 0
... 1 1

⎞⎟⎟⎟⎠
и находим ядро (нуль-пространство) этой матрицы, т.е. все векто-
ра s, удовлетворяющие уравнению A1s = 0. Эта процедура автома-
тизирована в большинстве систем аналитических вычислений. На-
пример, в системе MATLAB результат получается применением к
матрице A1 оператора null(A1, ‘r’), а в системе REDUCE – операто-
ра nullspace(A1). Результат в обеих системах представляется также
в виде матрицы B1, столбцы которой и есть искомые вектора. Для
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нашего примера матрица B1 принимает вид:

B1 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
1 0
0 1

−0, 5 −1
0 1

0, 5 0

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ .

Ей соответствует таблица показателей степени для безразмерных
комбинаций:

π11 = t̂ π12 = x̂

t 1 0
x 0 1
m −0, 5 −1
k 0 1
c 0,5 0

Новые безразмерные переменные принимают вид:

π11 = t̂ = t

√
c

m
, π12 = x̂ = x

k

m
,

а исходное уравнение может быть записано в виде:

¨̂x + ˙̂x2 + x̂ = 0.

Приведенный пример – это так сказать “success story” π-теоремы:
редуцированная модель содержит только новые координаты и уже
не содержит характерных физических констант, как и гарантирует
теорема. Не всегда, однако, дело обстоит так.
Пример 2. Рассмотрим похожую модель

mẍ + αẋ + cx = 0, (2)

отличающуюся от вышерассмотренной только тем, что производ-
ная ẋ входит линейно, а не квадратично. Соответственно, размер-
ности прежние, за исключением коэффициента α:

[x] = м, [t] = c, [m] = кг, [α] = кг/c, [c] = кг/c2.

Таблица размерностей принимает вид:
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t x m α c

t 1 0 0 −1 −2
x 0 1 0 0 0
m 0 0 1 1 1

Ей соответствует матрица размерностей A2

A2 =

⎛⎝ 1 0 0 −1 −2
0 1 0 0 0
0 0 1 1 1

⎞⎠ =

⎛⎜⎜⎜⎝
... −1 −2

E
... 0 0
... 1 1

⎞⎟⎟⎟⎠
имеющая ядро

B2 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
1 0
0 0
0 1
−1 −2
1 1

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ ,

которому соответствует таблица

π21 = t̃ π22 = m̃

t 1 0
x 0 0
m 0 1
α −1 −2
c 1 1

Новые безразмерные переменные принимают вид:

π21 = t̃ = t
c

α
, π22 = m̃ = m

c

α2
,

а уравнение может быть представлено как:

m̃¨̃x + ˙̃x + x̃ = 0.

Для удобства сравнения с примером 1, можно выбрать другую ком-
бинацию безразмерных переменных (по правилу: функция от инва-
рианта – тоже инвариант):

t̃ =
π21√
π22

= t

√
c

m
, α̃ =

1√
π22

=
α√
cm

.
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Тогда преобразованное уравнение (штрих обозначает дифференци-
рование по преобразованному безразмерному времени) примет вид:

x′′ + α̃x′ + x = 0. (3)

Таким образом, замечаем, что хотя время в обоих примерах преобра-
зуется одинаково, но второе уравнение во-первых, содержит одну
безразмерную константу α̃, а, во-вторых, мы замечаем, что коорди-
ната x в нем – не преобразовывалась(!) – ей не с чем было “ком-
бинироваться”, а, значит, уравнение по-прежнему остается размер-
ным, только имеет уже не размерность силы, а размерность длины.
Для того, чтобы разобраться в этой ситуации, потребуются средства
группового анализа.
2. Параметрическая редукция как задача группового рас-

слоения. Начнем с терминологического замечания. Термин “реду-
кция”, который в буквальном смысле означает “приведение”, в рус-
скоязычной литературе все же приобрел смысл “уменьшение”. Поэто-
му, когда говорят, например, “редуцированное уравнение”, то, глав-
ным образом, имеют ввиду уравнение, у которого уменьшился поря-
док, либо уменьшилось количество неизвестных и т.д. Как правило,
преобразование, с помощью которого уравнение приобрело другой
вид, рассматривается отдельно от самого этого уравнения. По мне-
нию автора более точным является рассмотрение и самого преобра-
зования и нового уравнения совместно.
В дальнейшем мы будем вести речь о групповых преобразовани-

ях, при которых редуцированное уравнение играет роль разреша-
ющей системы, а само преобразование – роль автоморфной систе-
мы. Необходимые теоретические положения можно найти в работах
Л.В. Овсянникова [2] и Ю.Н. Павловского [4,5]. В рамках такого под-
хода для расслоения дифференциального уравнения с параметрами
(обозначим через p вектор параметров)

F (t, x, ẋ, ẍ, . . . , p) = 0

следует прежде всего найти его инфинитезимальные симметрии вида

X = τ(t, x, p)∂t + ξ(t, x, p)∂x + ϕ(t, x, p)∂p, (4)

причем для наших целей интерес представляют операторы, для ко-
торых выполняется условие {ϕ �= 0}. Тогда в качестве интересующих



192 В.И. Легенький

нас замен можно использовать инварианты этих операторов, а само
уравнение надо записать в терминах этих инвариантов.
Сразу же заметим, что вышеприведенным преобразованиям, по-

лученным из соображений размерности, соответствуют операторы
растяжений, образующие абелеву подалгебру в общей алгебре сим-
метрий. В первом случае – это операторы

X1 = t∂t − 2c∂c, X2 = x∂x − k∂k, X3 = m∂m + k∂k + c∂c,

а во втором случае – это операторы

Y1 = t∂t − α∂α − 2c∂c, Y2 = x∂x, Y3 = m∂m + α∂α + c∂c.

Обратим внимание на оператор Y2. Он не удовлетворяет вышепри-
веденному условию и именно это является причиной того, что в пер-
вом примере удалось полностью освободиться от параметров, а во-
втором – нет. Это также проливает свет на то, что преобразованное
уравнение во втором примере осталось размерным: причина состоит
в том, что оно (уравнение) – дифференциальное, а не функциональ-
ное. В последнем случае (т.е. для уравнения F (x, π1, π2) = 0) нали-
чие оператора Y2 означало бы его однородность по x, что позволило
бы представить его в виде F (x, π1, π2) = xG(π1, π2) = 0, а следова-
тельно, в виде G(π1, π2) = 0. Для дифференциального уравнения –
это не так, поэтому фразу “любое соотношение” в теореме 1 следует
заменить на “любое функциональное соотношение”.
Безусловно, разыскивая операторы симметрии в более широком

классе, у нас есть надежда получить большее число необходимых
для редукции операторов. Но при этом возникает ситуация, подо-
бная отысканию операторов точечной симметрии для дифференци-
альных уравнений первого порядка (или их систем), а именно: опре-
деляющие уравнения для коэффициентов операторов являются не-
доопределенными (что, вообще говоря, приводит к появлению бе-
сконечномерных групп симметрий) и их решение по сложности не
уступает интегрированию исходного уравнения. Поэтому мы можем
сузить класс операторов симметрии, наложив те или иные условия.
Например, положив τp = 0, ξp = 0, мы будем разыскивать т.н. “груп-
пу эквивалентностей”, а при ϕt = ϕx = 0 – ее подгруппу (иногда
называемую “сепарабельной”). Примеры подобного балансирования
между общностью результата и возможностью провести вычисления
“до конца” хорошо известны (см., например, работу Н.Х. Ибрагимо-
ва [6] или работу Л.В. Овсянникова [7]).
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Возвращаясь к примеру 2, можно показать, что в классе операто-
ров (4), для которых выполняются дополнительные условия τp = 0,
ξp = 0, ϕt = ϕx = 0, уравнение допускает еще 2 оператора симмет-
рии:

Y4 = ∂t, Y5 = tx∂x − 2m∂α − α∂c.

Оператор Y4 для нас интереса не представляет (так же, как и опе-
ратор Y2, это оператор из ядра, т.е. допускается исходным уравне-
нием при любых значениях коэффициентов). Напротив, оператор Y5

для нас полезен. Прежде, чем проводить редукцию с учетом этого
дополнительного оператора, заметим, что подалгебра 〈Y1, Y3, Y5〉 –
неабелева. Действительно, анализируя попарные коммутаторы

[Y1, Y3] = 0, [Y1, Y5] = Y5, [Y5, Y3] = 0,

замечаем, что центр алгебры образован оператором Y3, а оператор
Y5 принадлежит идеалу. В силу этого, редукцию следует проводить
в порядке: Y3 −→ Y5 −→ Y1. Как видно, наличие оператора Y5 изме-
нило порядок редукции по сравнению с π-теоремой и нам предстоит
выяснить, насколько он существенен.
Итак, начинаем с оператора Y3. Для него выполнено еще условие

τ = ξ = 0 и это означает, что из 3 коэффициентов m, α, c существен-
ны только два. Выбирая в качестве инвариантов величины α/m и
c/m, получим то же уравнение (2), в котором можно считать m = 1:

ẍ + αẋ + cx = 0.

Оператор Y1 останется без изменений, а оператор Y5 преобразуется к
виду: Y5 = tx∂x−2∂α−α∂c. Его инварианты получаются в результате
интегрирования системы

dx

tx
= −dα

2
= −dc

α

и могут быть взяты в виде:

x̂ = xe
αt
2 , q =

α2

4
− c,

а уравнение преобразуется к виду:

ẍ + qx = 0.
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Как видим, у нас не только уменьшилось число параметров, но и
изменилось само уравнение: исчез аддитивный член, содержащий
первую производную. Такое явление не случайно: его закономер-
ности проанализированы в работе [8]. Что же произошло с опера-
тором Y1? В новых переменных он выглядит так: Y1 = t∂t − 2q∂q

и имеет инвариант t̂ = t
√

q. После этой замены уравнение примет
окончательный вид:

ẍ + x = 0 (5)

и уже не содержит характерных физических констант.
Теперь ответим на главный вопрос статьи: что же произойдет,

если редукция была проведена “неправильно”, т.е. на первом этапе
использованы операторы π-теоремы и уравнение уже имеет вид (3).
Могут ли помочь средства группового анализа на этом этапе? У нас
есть две возможности: первая состоит в том, чтобы вычислить опе-
ратор симметрии, допускаемый уравнением (3) по известному нам
оператору Y5, используя формулу преобразования векторных полей,
а второй путь – прямые вычисления. Идя по первому пути, получим

Ỹ5 = −α̃t∂t + 2tx∂x + (α̃2 − 4)∂α̃.

Таким образом, мы нашли оператор симметрии, допускаемый урав-
нением (3). Для нахождения инвариантов следует решить систему

− dt

α̃t
=

dx

2tx
=

dα̃

α̃2 − 4
.

Решения могут быть взяты в форме x̂ = xe
α̃t
2 , t̂ = t

√
1 − α̃2

4 , после
чего уравнение примет в точности вид (5). Но сможем ли мы най-
ти этот оператор симметрии прямыми вычислениями, ведь он уже
принадлежит классу операторов

Y = τ(t, x, α̃)∂t + ξ(t, x, α̃)∂x + ϕ(α̃)∂α̃? (6)

Система определяющих уравнений для коэффициентов последнего
оператора имеет вид:

2ξtx − τtt + 3xτx + α̃τt + ϕ = 0, ξxx − 2τtx + 2α̃τx = 0,

ξtt − xξx + 2xτt + α̃ξt + ξ = 0, τxx = 0.
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Анализ этой системы в общем случае достаточно сложен, так как
в процессе решения возникают уравнения, в точности совпадающие
с исходным. Поэтому был выбран такой путь: коэффициенты, для
которых получались такие уравнения, полагались равными нулю.
Результат подобной стратегии таков: удалось показать, что:
Утверждение 1. Уравнение (3) в классе операторов

Y = τ(t, x)∂t + ξ(t, x)∂x + ϕ(α̃)∂α̃

допускает только операторы ∂t, x∂x, т.е. операторы из ядра.

Утверждение 2. Уравнение (3) допускает оператор бесконечно-
мерной симметрии

Yh = − 1
2 (ht + α̃h)∂t + hx∂x − 1

2 [httt − (α̃2 − 4)ht]∂α̃, h = h(t).

Из последнего утверждения следует, что при h = 2t уравнение
допускает оператор Yh = Ŷ5−∂t, т.е. уже полученный ранее оператор,
расширенный оператором из ядра.
6. Заключение. Как нам удалось показать на примерах, основ-

ные группы, допускаемые динамическими системами с параметрами,
не всегда являются группами растяжений и, соответственно, могут
иметь неабелеву структуру. В последнем случае использование на
начальном этапе редукции операторов симметрии, соответствующих
π-теореме (которые не принадлежат в этом случае идеалу алгебры),
может привести к усложнению процедуры поиска дополнительных
операторов симметрии. Это проявляется в том, что искомый класс
операторов симметрии приходится расширять – и, следовательно,
усложнять систему определяющих уравнений. Достичь результата,
т.е. получить полное аналитическое решение в этом случае удается
редко. Причина состоит в том, что искомые группы оказываются
бесконечномерными, а соответствующие им определяющие уравне-
ния не проще исходного уравнения. Поэтому приходится проводить
сужение класса искомых операторов симметрии непосредственно в
процессе анализа этих определяющих уравнений, но это вряд ли мо-
жно отнести к регулярным методам решения.
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Реалiзацiї двох п’ятивимiрних
алгебр Лi
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E-mail: mwl@imath.kiev.ua, math@pdpu.poltava.ua

Побудовано нееквiвалентнi реалiзацiї двох п’ятивимiрних алгебр Лi в
класi векторних полiв з довiльною скiнченною кiлькiстю змiнних. Зна-
йдено також вiдповiднi групи автоморфiзмiв та множини мегаiдеалiв.

Inequivalent realizations of two five-dimensional Lie algebras are construc-
ted. The corresponding groups of automorphisms and sets of megaideal are
found.

Однiєю з важливих проблем сучасного групового аналiзу диферен-
цiальних рiвнянь є задача опису реалiзацiй алгебр Лi в певному кла-
сi векторних полiв. Вiдомi реалiзацiї бiльш широких класiв алгебр
Лi дозволяють ефективно розв’язувати задачi групової класифiкацiї
диференцiальних рiвнянь з частинними похiдними, опису гравiтацiй-
них полiв загального вигляду, iнварiантних вiдносно групи рухiв та
групи конформних перетворень, iнтегрування звичайних диференцi-
альних рiвнянь, опису систем звичайних диференцiальних рiвнянь,
що допускають нелiнiйний принцип суперпозицiї тощо (див., напри-
клад [1–8]).
Важливi та елегантнi результати щодо класифiкацiї реалiзацiй

алгебр Лi отримано самим С. Лi. Вiн прокласифiкував невиродже-
нi реалiзацiї алгебр у класi векторних полiв в просторi однiєї дiй-
сної змiнної, однiєї комплексної змiнної та двох комплексних змiн-
них [9,10]. Використовуючи геометричнi пiдходи, Лi також одержав
реалiзацiї у двох дiйсних змiнних [11, Vol. 3] (сучасний виклад цих
результатiв див. в [12]). У цiй же роботi С. Лi вказує метод повної
класифiкацiї всiх алгебр Лi векторних полiв у трьох комплексних
змiнних, проте не наводить вiдповiдних результатiв.
Реалiзацiям рiзних частинних класiв алгебр Лi присвячено бага-

то робiт. Наприклад, нещодавно побудовано повний опис реалiзацiй
всiх алгебр Лi розмiрностi n < 5 в просторах довiльної скiнченної
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кiлькостi змiнних [14]. Запропонований в [14] метод, що спирається
на поняття мегаiдеала, можна застосувати для класифiкацiї реалi-
зацiй алгебр Лi бiльш високих розмiрностей. Нами побудовано нее-
квiвалентнi реалiзацiї для ряду п’ятивимiрних алгебр Лi. Оскiльки
мегаiдеал – це iдеал алгебри Лi, iнварiантний вiдносно довiльних її
автоморфiзмiв, то як додатковий результат знайдено вiдповiднi гру-
пи автоморфiзмiв. Як i в [15], використано канонiчнi комутацiйнi
спiввiдношення алгебр Лi з класифiкацiї Мубаракзянова [13].
У цiй роботi наведено повнi перелiки нееквiвалентних реалiзацiй

для двох п’ятивимiрних алгебр Лi. Для кожної розглянутої алгеб-
ри A подано ненульовi комутацiйнi спiввiдношення, загальний ви-
гляд матриць, що визначають повну групу автоморфiзмiв Aut(A) та
групу внутрiшнiх автоморфiзмiв Int(A), множину M0 власних ме-
гаiдеалiв (окрiм {0} та самої алгебри A) i перелiк нееквiвалентних
реалiзацiй в класi векторних полiв з довiльною скiнченною кiлькiстю
змiнних.
Нижче використано такi позначення: ei – базиснi елементи алгеб-

ри Лi; θi, αij – довiльнi дiйснi параметри; що задовольняють умови,
за яких вiдповiднi матрицi невиродженi; i, j = 1, 2, . . . , 5; ∂k = ∂/∂xk

;
c – довiльна стала.

A5.27 : [e2, e3] = e1, [e1, e5] = e1, [e3, e5] = e3 + e4, [e4, e5] = e1 + e4;

Int :

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
eθ5 −θ3 eθ5θ2 θ5e

θ5 θ1

0 1 0 0 0
0 0 eθ5 0 θ3

0 0 θ5e
θ5 eθ5 θ4

0 0 0 0 1

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ ;

Aut :

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
α33 −α35 α13 −α33α25 + α43 α15

0 1 0 0 α25

0 0 α33 0 α35

0 0 α43 α33 α45

0 0 0 0 1

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ ;

M0 : 〈e1〉, 〈e1, e2〉, 〈e1, e4〉, 〈e1, e2, e3, e4〉;
Реалiзацiї:

1) ∂1, ∂3, x3∂1 + ∂4, ∂2, (x1 + x2)∂1 + (x2 + x4)∂2 + x4∂4 + ∂5;
2) ∂1, ∂3, x3∂1 + ∂4, ∂2, (x1 + x2)∂1 + (x2 + x4)∂2 + x4∂4;
3) ∂1, ∂3, x3∂1+x4∂2+x5∂3, ∂2, (x1+x2)∂1+x2∂2+x4∂3 − ∂4 − x5∂5;
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4) ∂1, ∂3, x3∂1+ln(cx4)∂2+x4∂3, ∂2, (x1+x2)∂1+x2∂2+ln(cx4)∂3 −x4∂4;
5) ∂1, ∂3, x3∂1 + x4∂2, ∂2, (x1 + x2)∂1 + x2∂2 + x4)∂3 − ∂4;
6) ∂1, ∂3, x3∂1 + ∂4, x2∂1, (x1 + x2x4)∂1 − ∂2 + x4∂4;
7) ∂1, ∂3, x3∂1 + x4∂3, x2∂1, x1∂1 − ∂2 − x2∂3 − x4∂4;
8) ∂1, ∂3, x3∂1 + cex2∂3, x2∂1, x1∂1 − ∂2 − x2∂3.

A5.29 : [e2, e3] = e1, [e1, e5] = e1, [e2, e5] = e2, [e3, e5] = e4;

Int :

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
eθ5 −θ3e

θ5 θ2 0 θ1

0 eθ5 0 0 θ2

0 0 1 0 0
0 0 θ5 1 θ3

0 0 0 0 1

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ ;

Aut :

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
α22α33 α12 α33α25 0 α15

0 α22 0 0 α25

0 0 α33 0 0
0 0 α43 α33 α45

0 0 0 0 1

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ ;

M0 : 〈e1〉, 〈e4〉, 〈e1, e2〉, 〈e1, e4〉, 〈e1, e2, e3, e4〉;
Реалiзацiї:

1) ∂1, ∂3, x3∂1 + ∂4, ∂2, x1∂1 + x4∂2 + x3∂3 + ∂5;
2) ∂1, ∂3, x3∂1 + ∂4, ∂2, x1∂1 + x4∂2 + x3∂3 + x5∂4;
3) ∂1, ∂3, x3∂1 + ∂4, ∂2, x1∂1 + x4∂2 + x3∂3 + c∂4;
4) ∂1, ∂3, x3∂1 + x4∂2 + x5∂3, ∂2, x1∂1 + x3∂3 − ∂4 + x5∂5

5) ∂1, ∂3, x3∂1 + ln(cx4)∂2 + x4∂3, ∂2, x1∂1 + x3∂3 + x4∂4;
6) ∂1, ∂3, x3∂1 + x4∂2, ∂2, x1∂1 + x3∂3 − ∂4;
7) ∂1, ∂3, x3∂1 + ∂4, x2∂1, x1∂1 + x2∂2 + x3∂3;
8) ∂1, ∂3, x3∂1 + x4∂3, x2∂1, x1∂1 + x2∂2 + (x3 − x2)∂3 + x4∂4;
9) ∂1, ∂3, x3∂1 + cx2∂3, x2∂1, x1∂1 + x2∂2 + (x3 − x2)∂3.

Вiдзначимо, що наведенi результати є вiдносно компактними. По-
будова реалiзацiй для iнших п’ятивимiрних алгебр Лi, яких загалом
бiльше 60, хоча i не викликає принципових труднощiв, але пов’язана
iз громiздкими обчисленнями. У зв’язку з цим доцiльно розробити
алгоритм їх знаходження, який можна повнiстю реалiзувати в систе-
мах символьних обчислень.
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Автори висловлюють щиру вдячнiсть Р.О. Поповичу за увагу
до роботи.
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Симетрiйна класифiкацiя одного
класу хвильових рiвнянь
О.В. МАГДА

Iнститут математики НАН України, Київ
E-mail: magda@imath.kiev.ua

Здiйснено повну групову класифiкацiю квазiлiнiйних рiвнянь гiпербо-
лiчного типу з довiльним елементом, що залежить вiд трьох змiнних.

Complete group classification of quasi-linear hyperbolic-type differential
equations with arbitrary element dependent on three variables is presented.

1. Вступ. Диференцiальнi рiвняння з частинними похiдними гiпер-
болiчного типу займають важливе мiсце серед фундаментальних рiв-
нянь математичної фiзики. До них, зокрема, приводять задачi (на-
ближеного) опису процесiв коливань рiзноманiтної природи в тер-
мiнах диференцiальних рiвнянь. При цьому, як правило, обмежую-
ться першим наближенням, одержуючи лiнiйнi рiвняння. Основна
перевага такого пiдходу полягає у тому, що лiнiйнi диференцiальнi
рiвняння задовольняють принцип лiнiйної суперпозицiї. Цей прин-
цип обумовлює ефективнiсть застосування iснуючого на даний час
математичного апарату для аналiзу та розв’язування таких рiвнянь.
В рядi випадкiв опис процесiв коливань в термiнах лiнiйних рiв-

нянь є незадовiльним, оскiльки вiдповiдна математична модель не
“вiдчуває” бiльш тонких нелiнiйних ефектiв, притаманних дослiджу-
ваному процесовi. Класичним прикладом є солiтоннi рiвняння, що
описують суттєво нелiнiйний ефект фазового зсуву взаємодiючих
солiтонних розв’язкiв. Розв’язки лiнеаризованих солiтонних рiвнянь
очевидно не мають такої властивостi. Отже, наступному (бiльш то-
чному) наближенню реального процесу вiдповiдає нелiнiйна матема-
тична задача, для розв’язування i дослiдження якої є досить обме-
жений математичний апарат. Бiльше цього, якщо дослiджуються ди-
ференцiальнi рiвняння з довiльними функцiями, то взагалi не iснує
загальних методiв для їх точного iнтегрування.
Ця ситуацiя суттєво змiнюється, якщо вiдповiднi нелiнiйнi ди-

ференцiальнi рiвняння мають нетривiальнi симетрiйнi властивостi.
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Дiйсно, за цiєї умови для їх аналiзу можна застосувати потужнi
методи теорiї груп та алгебр Лi (див., наприклад, [1–4]). У зв’яз-
ку iз цим актуальною є задача виокремлення iз заданого класу не-
лiнiйних рiвнянь тих, якi допускають нетривiальнi групи симетрiї.
Вiдзначимо, що задача класифiкацiї рiвнянь за їх групами симетрiї
є центральною проблемою класичного групового аналiзу диферен-
цiальних рiвнянь [1]. Вiдповiдна процедура називається груповою
класифiкацiєю диференцiальних рiвнянь. Групова класифiкацiя до-
зволяє окреслити коло задач, до яких можна застосовувати потужнi
теоретико-груповi методи. Одним iз результатiв такої класифiкацiї
є можливiсть побудови точних розв’язкiв складних нелiнiйних рiв-
нянь.
Дана стаття присвячена груповiй класифiкацiї квазiлiнiйних ди-

ференцiальних рiвнянь гiперболiчного типу

utx = f(t, x, u), fuu �= 0. (1)

Тут i далi, u = u(t, x). Проблему групової класифiкацiї лiнiйних рiв-
нянь другого порядку з двома незалежними змiнними вивчав ще
С. Лi. Вiн, зокрема, довiв теoрему, яка стверджує, що лiнiйне ди-
ференцiальне рiвняння другого порядку з двoма незалежними змiн-
ними допускає не бiльш нiж трипараметричну групу нетривiальних
перетворень [5]. Повний розв’язок задачi групової класифiкацiї лiнiй-
них рiвнянь вигляду (1) було одержано Л.В. Овсяннiковим [6] (див.,
такoж, [1]). Також вiдзначимо роботу [7], де було проведено групову
класифiкацiю лiнiйних хвильових рiвнянь

utt = f2(x)uxx.

Також слiд вiдзначити роботи, де одержано (повний або частковий)
розв’язок задачi групової класифiкацiї таких одновимiрних нелiнiй-
них хвильових рiвнянь:

utt = uxx + F (t, x, u), [3, 9],
utt = −λuxx + F (u, ux), [10],
utt = [f(u)ux]x, [11, 12],
utt = f(ux)uxx, [13],
utt = [f(x, u)ux]x, [14],
utt = [f(u)ux + g(x, u)]x, [15],
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utt = f(x, ux)uxx + g(x, ux)x, [16].

2. Метод класифiкацiї та деякi попереднi результати. До
класу рiвнянь (1) був застосований метод групової класифiкацiї, ал-
горитм якого розроблений в [17]. Оскiльки виконання першого кроку
алгоритму методу групової класифiкацiї для рiвняння (1) вимагає
хоча й громiздких, але стандартних обчислень, ми тут на них не
зупиняємося, а вiдразу наводимо отриманi результати.
Твердження 1. Група iнварiантностi рiвняння (1) генерується
iнфiнiтезимальним оператором

Q = τ(t)∂t + ξ(x)∂x + (ku + r(t, x))∂u, (2)

де стала k та функцiї τ , ξ, r, f задовольняють рiвнiсть

rtx + [k − τ ′ − ξ′]f = τft + ξfx + [ku + r]fu. (3)

Твердження 2. Групу еквiвалентностi E рiвняння (1) складають
перетворення

1) t̄ = T (t), x̄ = X(x), v = mu + Y (t, x),
2) t̄ = T (x), x̄ = X(t), v = mu + Y (t, x), T ′X ′m �= 0. (4)

Iз рiвностi (3) випливає, що у випадку довiльного значення f τ =
ξ = k = r = 0, тобто оператор Q (2) є нульовим. Тому, перш за
все, проводимо класифiкацiю рiвнянь вигляду (1), якi допускають
однопараметричнi групи перетворень.
Лема. З точнiстю до перетворень з групи E (4), iснує тiльки три
нееквiвалентних оператора (2), якi можуть бути вибранi у вигля-
дi:

Q = ∂t + ∂x + εu∂u (ε = 0, 1);
Q = ∂t + εu∂u (ε = 0, 1);
Q = u∂u, Q = g(t, x)∂u (g �= 0).

Теорема 1. З точнiстю до еквiвалентностi iснують два нелiнiйнi
рiвняння вигляду (1), якi iнварiантнi вiдносно однопараметричних
груп локальних перетворень. Вiдповiднi одновимiрнi алгебри Лi та
значення функцiй f у цих рiвняннях такi:

A1
1 = 〈∂t + ∂x + εu∂u〉 (ε = 0, 1) : f = eεtf̃(θ, ω),
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θ = t − x, ω = e−εtu, f̃ωω �= 0;

A2
1 = 〈∂t + εu∂u〉 (ε = 0, 1) : f = eεtf̃(x, ω),

ω = e−εtu, f̃ωω �= 0.

Для доведення теореми достатньо вiдiбрати тi iз операторiв, що
наведенi у формулюваннi леми, якi будуть складати базис однови-
мiрної алгебри iнварiантностi нелiнiйного рiвняння вигляду (1). Для
цього потрiбно для кожного з отриманих в лемi операторiв розв’я-
зати рiвняння (3).
Використовуючи оператори A1

1 та A2
1 знаходимо вiдповiднi нелi-

нiйнi рiвняння. Для двох останнiх операторiв безпосереднi обрахунки
показали, що вони можуть допускатися лише лiнiйними рiвняннями
вигляду (1). Також, безпосереднє використання стандартного алго-
ритму Лi–Овсяннiкова показало, що алгебри A1

1 та A2
1, у випадку

довiльних значень функцiй f̃ у вiдповiдних рiвняннях, є максималь-
ними алгебрами iнварiантностi цих рiвнянь.
3. Класифiкацiя рiвнянь (1), максимальнi алгебри iнва-

рiантностi яких мають розмiрнiсть вищу за одиницю. Опис
нелiнiйних рiвнянь, якi допускають алгебри iнварiантностi розмiр-
ностi вищої за 1, ми розпочинаємо з класифiкацiї рiвнянь, алгебри
iнварiантностi яких є напiвпростими алгебрами Лi, або мiстять такi
алгебри як пiдалгебри. Виявляється, що в класi операторiв (2) не
iснують реалiзацiї алгебри so(3), а реалiзацiї алгебри sl(2, R) з то-
чнiстю до еквiвалентностi, яку визначають перетворення (4) з групи
E рiвняння (1), вичерпуються такими алгебрами Лi:

1) 〈∂t,
1
2e2t∂t,− 1

2e−2t∂t〉;
2) 〈∂t,

1
2e2t(∂t + ∂u),− 1

2e−2t(∂t − ∂u)〉;
3) 〈∂t,

1
2e2t(∂t + x∂u),− 1

2e−2t(∂t − x∂u)〉;
4) 〈∂t + ∂x, 1

2e2t∂t + 1
2e2x∂x,− 1

2e−2t∂t − 1
2e−2x∂x +

+ ε[e−2x − e−2t]∂u〉, ε = 0, 1.

Перш нiж переходити до опису sl(2, R)-iнварiантних рiвнянь ви-
гляду (1), зупинимося на рiвняннi Лiувiлля

utx = λeu, λ �= 0. (5)

Добре вiдомо, що максимальна група iнварiантностi цього рiвняння
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є нескiнченнопараметричною групою локальних перетворень, яка ге-
нерується оператором

Q = h(t)∂t + g(x)∂x − (h′ + g′)∂u,

де функцiї h та g є довiльними гладкими функцiями своїх аргумен-
тiв. Це рiвняння лiнеаризується (але нелокальними замiнами змiн-
них) й iнтегрується у загальному виглядi.
Повернемося до отриманих реалiзацiй алгебри sl(2, R). Подаль-

ший їх розгляд як алгебр iнварiантноcтi нелiнiйних рiвнянь вигля-
ду (1) показав що, реалiзацiї (1), (3), (4), де ε = 1, не можуть бути
алгебрами iнварiантностi нелiнiйних рiвнянь вигляду (1). Реалiзацiя
(2) є алгеброю iнварiантностi рiвняння

utx = f̃(x)e−2u, f̃ �= 0.

Але замiна змiнних

t̄ = t, x̄ = x, u = − 1
2 (v − ln |f̃ |), v = v(t, x)

показує, що воно є еквiвалентним рiвнянню (5).
Нарештi, скориставшись замiною змiнних

t̄ = e−2t, x̄ = e−2x, v = u,

ми замiсть реалiзацiї 4), де ε = 0, розглянули реалiзацiю (в початко-
вих позначеннях змiнних)

〈∂t + ∂x, t∂t + x∂x, t2∂t + x2∂x〉
i отримали, що вiдповiдне iнварiантне рiвняння має вигляд

utx = (t − x)−2f̃(u), f̃uu �= 0. (6)

Якщо в (6) функцiя f̃ є довiльною функцiєю змiнної u, то вiдповiдна
реалiзацiя є максимальною алгеброю iнварiантностi цього рiвняння.
Подальше використання методу Овсяннiкова показало, що розшире-
ння симетрiї рiвняння (6) має мiсце лише тодi, коли f̃ = λeu +2. Але
замiна змiнних

t̄ = t, x̄ = x, u = v(t, x) + 2 ln |t − x|
зводить таке рiвняння до рiвняння Лiувiлля.
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Отже, з точнiстю до еквiвалентностi нелiнiйнi рiвняння (1), алге-
бри iнварiантностi яких є напiвпростими алгебрами Лi або мiстять
їх як пiдалгебри, вичерпуються рiвняннями (5), (6).
Для повної групової класифiкацiї рiвняння (1) залишилося опи-

сати рiвняння, алгебри iнварiантностi яких є розв’язними алгебрами
Лi, розмiрнiсть яких вища за одиницю. З даною метою ми, перш за
все, провели побудову тих реалiзацiй двовимiрних алгебр Лi A2.1,
A2.2, якi можуть бути алгебрами iнварiантностi нелiнiйних рiвнянь
вигляду (1).
Виявилося, що в класi операторiв (2) з точнiстю до еквiвалентно-

стi iснує одна реалiзацiя алгебри A2.1:

〈∂t + ε1u∂u, ∂x + ε2u∂u〉 (ε1 = 0, 1; ε2 = 0, 1),

яка задовольняє умовам сформульованої задачi. Вiдповiдне iнварi-
антне рiвняння має вигляд

utx = exp(ε1t + ε2x)f̃(ω), ω = u exp(−ε1t − ε2x). (7)

Подальше дослiдження рiвняння (7) показало, що у випадку ε1+ε2 �=
0 дана реалiзацiя є максимальною алгеброю iнварiантностi рiвнян-
ня (7). Якщо ж ε1 = ε2 = 0, тобто рiвняння має вигляд

utx = f(u), (8)

то його максимальною алгеброю iнварiантностi є тривимiрна алгебра
Лi операторiв симетрiї

〈∂t, ∂x, t∂t − x∂x〉,
яка iзоморфна алгебрi A3.6. Рiвняння (8) допускає бiльш широку
симетрiю, коли воно є еквiвалентним рiвнянню Лiувiлля (5) або рiв-
нянню

utx = λ|u|n+1, λ �= 0, n �= 0,−1. (9)

Максимальною алгеброю iнварiантностi рiвняння (9) (воно ще вiдо-
ме в лiтературi як нелiнiйне рiвняння Даламбера) є чотиривимiрна
алгебра Лi

〈t∂t − 1
nu∂u, x∂x − 1

nu∂u, ∂t, ∂x〉,
яка iзоморфна алгебрi Лi A2.2 ⊕ A2.2.
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Подальший аналiз рiвняння (7), в якому ε1 + ε2 �= 0 показав таке.
Якщо ε1 = 1, ε2 = 0, то рiвняння (7) допускає розширення симе-

трiйних властивостей у таких двох випадках:

utx = λe−mt|u|m+1, λ �= 0, m �= 0,−1; (10)

utx = λet exp(ue−t), λ �= 0. (11)

Максимальною алгеброю iнварiантностi рiвняння (9) є чотиривимiр-
на алгебра Лi

〈∂t + u∂u, emt∂t, ∂x, x∂x − 1
mu∂u〉,

яка iзоморфна алгебрi Лi A2.2 ⊕ A2.2 i яке замiною змiнних

t̄ = e−mt, x̄ = x, u = v(t̄, x̄)

зводить рiвняння (10) до рiвняння вигляду (9).
Максимальною алгеброю iнварiантностi рiвняння (11) є триви-

мiрна алгебра Лi

〈∂t + u∂u, ∂x, x∂x − et∂u〉,
яка iзоморфна алгебрi A1 ⊕ A2.2.
Опис A2.2-iнварiантних рiвнянь привiв до таких результатiв. В

класi операторiв (2) iснують шiсть нееквiвалентних реалiзацiй алге-
бри A2.2, якi задовольняють умовам сфоpмульованої задачi:

1) 〈−t∂t + x∂u, ∂t〉;
2) 〈−t∂t − x∂x, ∂t + ∂x〉;
3) 〈−t∂t − x∂x + u∂u, ∂t + ∂x〉; (12)
4) 〈−t∂t + ∂u, ∂t〉;
5) 〈−t∂t − x∂x − u∂u, ∂t〉;
6) 〈−t∂t − x∂x, ∂t〉.

Iнварiантне рiвняння, вiдповiдне реалiзацiї 1) має вигляд

utx = exp(x−1u). (13)

Його максимальною алгеброю iнварiантностi є тривимiрна алгебра
Лi

〈−t∂t + x∂u, ∂t, x∂x + u∂u〉,
яка iзоморфна алгебрi A2.2 ⊕ A1.
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Прямою перевiркою неважко переконатися, що замiна змiнних

t̄ = x, x̄ = et, u = v(t̄, x̄)

зводить отримане вище рiвняння (11) до рiвняння (13).
Iнварiантне вiдносно другої з перелiку (12) реалiзацiї рiвняння

має вигляд (6) i вже дослiджене пiд час опису sl(2, R)-iнварiантних
рiвнянь.
Реалiзацiя 3) з перелiку (11) є максимальною алгеброю iнварiан-

тностi рiвняння

utx = (t − x)−3f̃(ω), ω = (t − x)u. (14)

Подальший аналiз рiвняння (14) показав, що pозширення його симе-
трiї має мiсце, коли воно зводиться до вже отриманих вище рiвнянь.
Iнварiантне вiдносно реалiзацiї 4) з перелiку (12) рiвняння зводи-

ться до рiвняння Лiувiлля, а вiдносно реалiзацiї 6) – до рiвняння (8).
До нових результатiв привiв ще розгляд п’ятої реалiзацiї (11).

Вiдповiдне iнварiантне рiвняння має вигляд

utx = x−1f̃(ω), ω = x−1u,

i у випадку довiльного значення функцiї f̃ задає базис його мак-
симальної алгебри iнварiантностi. Подальша групова класифiкацiя
цього рiвняння привела до такого, ще невiдомого рiвняння:

utx = λ|x|−m−2|u|m+1, λ �= 0, m �= 0,−1,−2,

максимальна алгебра iнварiантностi якого є тривимiрною алгеброю
Лi

〈∂t, t∂t + x∂x + u∂u, x∂x + m+1
m u∂u〉,

яка iзоморфна алгебрi A2.2 ⊕ A1.
Отриманi результати групової класифiкацiї рiвнянь вигляду (1),

алгебри iнварiантностi яких мають розмiрнiсть вищу за одиницю,
зведено в наступному твердженнi.
Теорема 2. Найширшу симетpiю серед нелiнiйних рiвнянь вигля-
ду (1) має рiвняння Лiувiлля

utx = λeu, λ �= 0,
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максимальна група iнварiантноcтi якого є нескiнченнопараметри-
чною групою локальних перетворень. Ця група генерується iнфiнi-
тезимальними операторами вигляду

Q = h(t)∂t + g(x)∂x − (h′(t) + g′(x))∂u,

де h та g – довiльнi гладкi функцiї своїх аргументiв.
Також з точнiстю до еквiвалентностi iснують ще дев’ять рiв-

нянь вигляду (1), максимальнi алгебри iнварiантностi яких ма-
ють розмiрнiсть вищу за одиницю. Вигляд функцiй f у цих рiвня-
ннях, оператори симетрiї та тип алгебри iнварiантностi наведено
в таблицi.

№ Вигляд функцiї f Оператори симетрiї Тип алгебри
iнварiантностi

1 f = etf̃(ω), ∂t + u∂u, ∂x A2.1

ω = ue−t, f̃ωω �= 0

2 f = et+xf̃(ω), ∂t + u∂u, A2.1

ω = ue−t−x, f̃ωω �= 0 ∂x + u∂u

3 f = (t − x)−3f̃(ω), −t∂t − x∂x + u∂u, A2.2

ω = (t − x)u, f̃ωω �= 0 ∂t + ∂x

4 f = x−1f̃(ω), −t∂t − x∂x − u∂u, A2.2

ω = x−1u, f̃ωω �= 0 ∂t

5 f = (t − x)−2f̃(u), f̃uu �= 0 ∂t + ∂x, t∂t + x∂x, sl(2, R)
t2∂t + x2∂x

6 f = ex−1u −t∂t + x∂u, A2.2 ⊕ A1

∂t, x∂x + u∂u

7 f = λ|x|−m−2|u|m+1, ∂t, t∂t − 1
m

u∂u, A2.2 ⊕ A1

λ �= 0, m �= 0,−1,−2 x∂x + m+1
m

u∂u

8 f = f̃(u), f̃uu �= 0 ∂t, ∂x, −t∂t − x∂x A3.6

9 f = λ|u|n+1, λ �= 0, n �= 0,−1 t∂t − 1
n
u∂u, A2.2 ⊕ A2.2

x∂x − 1
n
u∂u, ∂t, ∂x
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Ортогонально-симплектична
супералгебра: структура i реалiзацiї
В.О. МАРЧЕНКО, Ю.Д. МОСКАЛЕНКО

Полтавський держ. пед. унiверситет iм. В.Г. Короленка
E-mail: math@pdpu.poltava.ua

Проведено класифiкацiю градуйованих пiдалгебр ортогонально-сим-
плектичної супералгебри Osp(2, n). Побудовано реалiзацiї супералге-
бри Osp(2, 1) в класi диференцiальних операторiв першого порядку з
матричними коефiцiєнтами.

Subalgebras of the orthogonal-symplectic superalgebra Osp(2, n) are classi-
fied. Some realizations of superalgebra Osp(2, 1) in vector fields are
constructed.

1. Вступ. Дослiдження структури алгебр Лi є важливим для роз-
в’язування багатьох задач групового аналiзу диференцiальних рiв-
нянь, основи якого заклав С. Лi [1]. Систематичне дослiдження пiд-
алгебр алгебр симетрiй квантової механiки було розпочато у роботi
Патери, Вiнтернiтца i Цассенхауза [2], у якiй був запропонований
загальний метод класифiкацiї пiдалгебр скiнченновимiрної алгебри
Лi. У запропонованiй роботi проведено дослiдження пiдалгебр орто-
гонально-симплектичної супералгебри.
2. Ортогонально-симплектична супералгебра. Ортогональ-

но-симплектична супералгебра Osp(2, n) має таке матричне пред-
ставлення [3]:⎛⎝ X θ ω

−ωT α β

θ
T

γ −α

⎞⎠ , де X ∈ AO(n); α, β, γ ∈ R; θ, ω ∈ R
n.

Нехай Iab – матриця порядку n + 2, яка мiстить одиницю на пе-
ретинi a-го рядка i b-го стовпця, а решта елементiв є нулями. Тодi
базис Osp(2, n) можна задати такими матрицями:

Jab = Iab − Iba, D = In+2,n+2 − In+1,n+1, S = −In+2,n+1,
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T = In+1,n+2, Ga = Ia,n+1 + In+2,a, Pa = Ia,n+2 − In+1,a,

де a, b = 1, 2, . . . , n; a < b.
Елементи Jab, D, S, T утворюють базис парної частини супер-

алгебри, елементи Pa, Ga – базис непарної частини супералгебри.
Базиснi елементи задовольняють таким комутацiйним i антикомута-
цiйним спiввiдношенням:

[Jab, Jcd] = δadJbc + δbcJad − δacJbd − δbdJac,

[Pa, Jbc] = δabPc − δacPb, [Ga, Jbc] = δabGc − δacGb,

[D,Pa] = −Pa, [D,Ga] = Ga, [S, Pa] = Ga, [S,Ga] = 0,
[T, Pa] = 0, [T,Ga] = −Pa, [D,S] = 2S, [D,T ] = −2T,

[T, S] = D, [Ga, Gb]+ = −2δabS, [Pa, Pb]+ = −2δabT,

[Ga, Pb]+ = δabD − Jab,

де a, b, c, d = 1, 2, . . . , n; δab – символ Кронекера. Тут символ [·, ·]
означає комутатор, а [·, ·]+ – антикомутатор елементiв алгебри.
Легко бачити, що всi цi комутацiйнi спiввiдношення збiгаються

з аналогiчними для базисних елементiв алгебри Галiлея [4], тому
ортогонально-симплектичну супералгебру Osp(2, n) можна розгля-
дати як одне з можливих суперузагальнень алгебри Галiлея.
3. Пiдалгебри ортогонально-симплектичної супералгеб-

ри. Нехай L = L0 + L1 – супералгебра Лi, L0 – її парна частина,
L1 – непарна частина. Пiдалгебру супералгебри L, яка є теж супер-
алгеброю, будемо називати градуйованою пiдалгеброю. Градуйова-
на пiдалгебра F супералгебри L має вигляд F = F 0 + F 1, де F 0 –
пiдалгебра алгебри L0, [F 0, F 1] ⊂ F 1, [F 1, F 1] ⊂ F 0. Отже, зада-
ча класифiкацiї градуйованих пiдалгебр супералгебри L зводиться
до класифiкацiї пiдалгебр F 0 алгебри L0, знаходження пiдпросто-
рiв F 1 простору L1, iнварiантних вiдносно F 0, i перевiрки умови
[F 1, F 1] ⊂ F 0. Структуру супералгебри L будемо дослiджувати
вiдносно G-спряженостi, де G – група внутрiшнiх автоморфiзмiв ал-
гебри Лi L0. Стосовно супералгебри Osp(2, n) такою групою G буде
група O(n) × Sl(2, R).
Нехай

W [k, l] = 〈Pa | a = k, . . . , l〉, V [k, l] = 〈Ga | a = k, . . . , l〉,
Xab = J2a−1,2b−1 + J2a,2b, Yab = J2a−1,2b + J2a,2b−1,
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X[k, l] = 〈Xab | a = k, . . . , l〉, Y [k, l] = 〈Yab | a = k, . . . , l〉,
J [k, l] = 〈Jab | a = k, . . . , l〉,

La = 〈G2a−1 + P2a, G2a − P2a−1〉, L[k, l] =
l∑

i=k

Li,

(λ(S + T ) + J)[k, l] = 〈λ(S + T ) + J2a−1,2a | a = k, . . . , l〉.
Теорема. З точнiстю до O(n) × Sl(2, R)-спряженостi градуйованi
пiдалгебри супералгебри Osp(2, n) визначаються такими суперал-
гебрами:

A; AO(k) ⊕ ASl(2, R) + W [1, k] + V [1, k] + Ck+1;
B + 〈T 〉 + W [1, k]; 〈J12 + S + T,G1 + P2〉 ⊕ C3;
〈S + T 〉 + J [1, k] + X[1, k] + Y [1, k] + L[1, k] + C2k+1;
(S + T + J)[1, k] + X[1, k] + Y [1, k] + L[1, k] + C2k+1,

де A – пiдалгебра алгебри AO(n)⊕ASl(2, R), B – пiдалгебра алгебри
AO(k) ⊕ AO[k + 1, n] ⊕ 〈D〉, Ci – пiдалгебра алгебри AO[i, n].
Доведення. Нехай F = F 0 + F 1 – градуйована пiдалгебра супер-
алгебри Osp(2, n), F 0 – її парна частина, F 1 – непарна частина.
Якщо F 1 = 0, то F є пiдалгеброю алгебри AO(n) ⊕ ASl(2, R).

Нехай F 1 �= 0, тодi з точнiстю до спряженостi можливi випадки [4]:

1) P1 ∈ F 1; 2) G1 + P2 ∈ F 1.

Випадок 1. P1 ∈ F 1, тому −P 2
1 = T ∈ F 0, а тому F 1 = W [1, k] +

I(V [1, k] + W [k + 1, l]), де I(A,B) – пiдпряма сума просторiв A та
B [4]. Отже, або F 1 = W [1, k], або F 1 мiстить елемент вигляду G1 +

l∑
i=k+1

aiPi. Але в останньому випадковi [G1 +
l∑

i=k+1

aiPi, P1]+ = D ∈
F 0, тому 〈T,D〉 – пiдалгебра F 0, а F 1 = W [1, k] + V [1, k] [4]. Маємо
G1 ∈ F 1, отже S = −G2

1 ∈ F 0, Jab = −[Ga, Pb]+ ∈ F 0 для всiх
a, b = 1, . . . , k. Звiдси випливає, що F 0 = AO(k) ⊕ ASl(2, R) ⊕ Ck+1.
Випадок 2. G1 + P2 ∈ F 1, тому −(G1 + P2)2 = J12 + S + T ∈

F 0. Тодi F 1 збiгається з одним iз просторiв R = 〈G1 + P2〉 + 〈G3 +
+λ1P4, G4 + λ−1

1 P3〉 + · · · + 〈G2k−1 + λk−1P2k, G2k + λ−1
k−1P2k−1〉 або

R + 〈G2 − P1〉, де 0 < λ1 ≤ · · · ≤ λk−1 ≤ 1 [4].
Якщо dim F 1 = 1, то маємо супералгебру 〈J12 + S + T,G1 + P2〉.

Нехай dim F 1 > 1, тодi або F 1 = 〈G1 + P2, G2 − P1〉, або операто-
ри G3 + λ1P4 та G4 + λ−1

1 P3 належать F 1. В останньому випадковi
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[G3 + +λ1P4, G4 + λ−1
1 P3]+ = (λ1 − λ−1

1 )D ∈ F 0. Якщо λ1 �= λ−1
1 , то

D ∈ F 0, але тодi ASl(2, R) виключається в F 0 i все зводиться до ви-
падку 1. Отже, λ1 = · · · = λk−1 = 1 i тому R = 〈G1+P2〉+L[2, k]. Але
внаслiдок спiввiдношень −(G3 +P4)2 = J34 +S +T , [J34 +S +T,G1 +
P2] = G2 − P1 випливає, що F 1 = R + 〈G2 − P1〉 = L[1, k]. Залиша-
ється скористатися рiвностями: Xab = −[G2a−1 + P2a, G2b−1 + P2b]+,
Yab = −[G2a−1+P2a, G2b+P2b−1]+, J2a−1,2a+S+T = −(G2a−1+P2a)2,
i тому (S +T +J)[1, k]+X[1, k]+Y [1, k]+L[1, k] мiститься в F . Легко
перевiрити, що одержана структура є супералгеброю. Єдиним її не-
тривiальним розширенням є супералгебра 〈S +T 〉+J [1, k]+X[1, k]+
Y [1, k] + L[1, k]. Вiдсутнiсть iнших розширень цих супералгебр ви-
пливає з того, що включення в алгебру iнших елементiв з AO(2k)
призводить до випадку F 0 = AO(2k)⊕〈S +T 〉, але простiр L[1, k] не
є iнварiантним вiдносно AO(2k). Теорема доведена.
4. Реалiзацiї ортогонально-симплектичної супералгебри.

Нехай L = L0 +L1 – деяка супералгебра, 〈X1, . . . , Xn〉 – базис парної
частини L0, 〈Y1, . . . , Ym〉 – базис непарної частини L1. Будемо шу-
кати реалiзацiї L вигляду Xi = ξp

i ∂xp
, Yj = fg

j ∂xg
, де i = 1, . . . , n;

j = 1, . . . , m; p, g = 1, . . . , k, причому ξp
i = ξp

i (x1, . . . , xk) – скалярнi
функцiї, ḟj = fg

j (x1, . . . , xk) – матричнi функцiї дiйсної змiнної. Двi
реалiзацiї 〈X1, . . . , Xn〉 + 〈Y1, . . . , Ym〉 та 〈X ′

1, . . . , X
′
n〉 + 〈Y ′

1 , . . . , Y ′
m〉

супералгебри L будемо називати еквiвалентними, якщо iснує неви-
роджена замiна змiнних x′

p = hp(x), p = 1, . . . , k, яка одну реалiзацiю
переводить в iншу з точнiстю до подiбностi матричних коефiцiєнтiв.
Нехай Osp(2, 1) = F 0 + F 1 – ортогонально-симплектина супер-

алгебра, F 0 = 〈T,D, S〉, F 1 = 〈P,G〉, причому
[D,S] = 2S, [D,T ] = −2T, [T, S] = D, [D,P ] = −P,

[D,G] = G, [S, P ] = G, [S,G] = 0, [T, P ] = 0,

[T,G] = −P, [G,P ]+ = D, P 2 = −T, G2 = −S. (1)

Будемо шукати реалiзацiї супералгебри Osp(2, 1) в класi опера-
торiв вигляду:

α∂t + β∂x – для парних елементiв супералгебри,
a∂t + b∂x + c – для непарних елементiв супералгебри,

де α, β – скалярнi; a, b, c – матричнi функцiї вiд t, x.
Iснує чотири нееквiвалентнi реалiзацiї алгебри ASl(2, R) = 〈D,T,

S〉 у класi вказаних операторiв [5]:
1) T = ∂t, D = 2t∂t, S = t2∂t;
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2) T = ∂t, D = 2t∂t + x∂x, S = t2∂t + tx∂x;

3) T = ∂t, D = 2t∂t + x∂x, S = (t2 + x4)∂t + tx∂x;

4) T = ∂t, D = 2t∂t + x∂x, S = (t2 − x4)∂t + tx∂x.

Вiдзначимо, що для всiх реалiзацiй T = ∂t, тому з умови [T, P ] = 0
випливає, що P = a∂t + b∂x + c, де a, b, c – матричнi функцiї лише
вiд x.
Розглянемо реалiзацiю 1 алгебри ASl(2, R). З комутацiйних спiв-

вiдношень маємо, що P = [P,D], тобто a∂t + b∂x + c = 2a∂t, звiдси,
a = b = c = 0, P = 0, що неможливо. Отже, вiдповiдної реалiзацiї
супералгебри не iснує.
Iншi реалiзацiї алгебри ASl(2, R) об’єднаємо за формулою S =

(t2 + εx4)∂t + x∂x, де ε = 0, ±1. З умови P = [P,D] випливає, що
P = xA∂t + B∂x + 1

xC, де A, B, C – сталi матрицi. Але T = −P 2,
тому матимемо систему рiвнянь для визначення матриць A, B, C:

A2 = B2 = [A,B]+ = [B,C]+ = O, C2 = BC,

BA + [A,C]+ = −E, (2)

де O – нульова матриця, E – одинична матриця.
G = [S, P ], тому G = −(txA + 4εx3B)∂t − (x2A + tB)∂x − t

xC.
Але тодi, враховуючи спiввiдношення (2) мiж матрицями A, B, C,
одержимо G2 = −(t2 + 8εx4BA)∂t + tx∂x + 4εx2BC. З iншого боку
G2 = −S = −(t2+εx4)∂t−tx∂x. Прирiвнюючи вiдповiднi коефiцiєнти,
маємо систему рiвнянь

8εBA = εE, 4εBC = 0.

Якщо ε = ±1, то BA = 1
8E, BC = 0. Але [A,B]+ = 0, отже, AB =

− 1
8E. Маємо одночасно B = 1

8A−1 i B = − 1
8A−1, що неможливо.

Реалiзацiй OSp(2, 1) в цих випадках не iснує.
Залишається проаналiзувати випадок ε = 0. Безпосереднi обчис-

лення свiдчать, що оператори

T = ∂t, D = 2t∂t + x∂x, S = t2∂t + tx∂x,

P = xA∂t + B∂x +
1
x

C, G = −txA − (x2A + tB)∂x − t

x
C,

де A, B, C – сталi матрицi, якi визначаються умовами (2), задоволь-
няють спiввiдношенням (1), тобто реалiзують супералгебру Osp(2,1).
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Знайдемо розв’язок системи (2) у випадку, коли A, B, C – матрицi
порядку 2. З умови A2 = 0 випливає, що з точнiстю до подiбностi

A =
(

0 1
0 0

)
(A �= 0, так як BA + [A,C]+ �= 0).

Але тодi з рiвностi B2 = [A,B]+ = 0 легко одержати, що B = λA,
де λ ∈ R. Якщо λ �= 0, то −E = BA + [A,C]+ = λA2 + 1

λ [B,C]+ =
= 0, тому λ = 0, B = 0. Матрицю C знаходимо з системи рiвнянь

C2 = 0, [A,C]+ = −E, загальним розв’язком якої є C =
(

α α2

−1 −α

)
,

де α ∈ R.
Отже,

A =
(

0 1
0 0

)
, B =

(
0 0
0 0

)
, C =

(
α α2

−1 −α

)
, α ∈ R.

Але ця сукупнiсть матриць подiбна до такої:

Ã =
(

0 1
0 0

)
, B̃ =

(
0 0
0 0

)
, C̃ =

(
0 0
−1 0

)

(достатньо розглянути перетворення X̃ = V XV −1, де V =
(

1 α
0 1

)
).

Отже, маємо єдину (з точнiстю до еквiвалентностi) реалiзацiю
супералгебри Osp(2, 1) у класi вказаних операторiв

T = ∂t, D = 2t∂t + x∂x, S = t2∂t + tx∂x,

P =
(

0 x∂t

− 1
x 0

)
, G =

(
0 −tx∂t − x2∂x
t
x 0

)
.
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Проведено нелiївську редукцiю та знайдено точнi розв’язки класу не-
лiнiйних систем рiвнянь реакцiї-дифузiї зi степеневими коефiцiєнтами
дифузiї та взаємодiї. Зокрема, у явному виглядi отримано вибухаючi
розв’язки для окремих систем такого вигляду.

Non-Lie reduction and exact solutions of a class of nonlinear reaction-
diffusion systems with power coefficients of diffusivity and interaction are
obtained. In the particular case, the blow up solutions for some systems
are constructed.

1. Вступ. В цiй роботi розглядаються нелiнiйнi системи рiвнянь
реакцiї-дифузiї вигляду

Ut = (Uα1Ux)x + U(a1 + b1U
α1) + c1UV α2 ,

Vt = (V α2Vx)x + V (a2 + b2V
α2) + c2V Uα1 , (1)

де αk, ak, bk, ck, k = 1, 2 – довiльнi сталi, U = U(t, x), V = V (t, x) –
шуканi функцiї. У випадку αk = 1, k = 1, 2, ця система набуває
вигляду

Ut = (UUx)x + U(a1 + b1U) + c1UV,

Vt = (V Vx)x + V (a2 + b2V ) + c2V U. (2)

Система (2) є природнiм узагальненням дифузивної системи Лот-
ки–Вольтера на випадок змiнних коефiцiєнтiв дифузiї. Зокрема, у ви-
падку V ≡ 0 система (2) набуває вигляду так званого пористого
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рiвняння Фiшера, яке вивчалося в багатьох роботах (див., наприк-
лад, [1]). Як вiдомо, класична дифузiйна система Лотки–Вольтера
(тобто (2) зi сталими коефiцiєнтами дифузiї) була запропонована
для опису взаємодiї двох бiологiчних видiв, зокрема, в залежностi
вiд знакiв коефiцiєнтiв, вона є моделлю “хижак U – жертва V ” або
моделлю змагання чи симбiозу двох видiв. Проте давно встановлено,
що вона недостатньо точно описує цi процеси i має суттєвi недолiки
(див. детальнiше [1, п. 3.1]), тому на теперiшнiй час вивчаються рi-
зноманiтнi узагальнення цiєї системи (див., наприклад, [2] та цитова-
ну там лiтературу). Як одне з таких узагальнень може розглядатися
i система (1).
Робота побудована таким чином. В пунктi 2 система (1) зi сте-

пеневими нелiнiйностями замiною залежних змiнних зводиться до
системи з квадратичними нелiнiйностями. Отримана система мето-
дом додаткових породжуючих умов редукована до систем звичайних
диференцiальних рiвнянь (ЗДР). В пунктi 3 знайдено окремi випад-
ки, для яких побудованi розв’язки отриманих систем ЗДР в термiнах
елементарних функцiй. Для цих випадкiв отримано в явному виглядi
точнi розв’язки вiдповiдних систем реакцiї-дифузiї.
2. Редукцiя системи. Застосовуючи замiну U = u

1
α1 , V = v

1
α2

(див. [2]), зведемо систему (1) до вигляду:

ut = uuxx + 1
α1

u2
x + α1(a1u + b1u

2) + α1c1uv,

vt = vvxx + 1
α2

v2
x + α2(a2v + b2v

2) + α2c2uv. (3)

Оскiльки (3) мiстить лише квадратичнi нелiнiйностi, то використо-
вуємо пiдхiд, запропонований в [3]. Як додаткову породжуючу умову
виберемо систему лiнiйних ЗДР третього порядку

β1(t)
du

dx
+ β2(t)

d2u

dx2
+

d3u

dx3
= 0,

β1(t)
dv

dx
+ β2(t)

d2v

dx2
+

d3v

dx3
= 0, (4)

де β1(t), β2(t) – довiльнi гладкi функцiї, а змiнна t розглядається
як параметр. З теорiї ЗДР вiдомо, що в залежностi вiд β1(t), β2(t)
розв’язки системи (4) можуть мати один з таких виглядiв:

u = ϕ0(t) + ϕ1(t)x + ϕ2(t)x2,

v = ψ0(t) + ψ1(t)x + ψ2(t)x2, (5)
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якщо β1 = β2 = 0;

u = ϕ0(t) + ϕ1(t)x + ϕ2(t)eγ(t)x,

v = ψ0(t) + ψ1(t)x + ψ2e
γ(t)x, (6)

якщо β1 = 0;

u = ϕ0(t) + ϕ1(t)eγ1(t)x + ϕ2(t)eγ2(t)x,

v = ψ0(t) + ψ1(t)eγ1(t)x + ψ2e
γ2(t)x, (7)

якщо γ1,2(t) = 1
2 (±√

D − β2), D = β2
2 − 4β1 > 0, γ1 �= γ2;

u = ϕ0(t) + e−
β2x
2

(
ϕ1(t) cos

√−D

2
x + ϕ2(t) sin

√−D

2
x

)
,

v = ψ0(t) + e−
β2x
2

(
ψ1(t) cos

√−D

2
x + ψ2(t) sin

√−D

2
x

)
, (8)

якщо D < 0;

u = ϕ0(t) + ϕ1(t)eγ(t)x + xϕ2(t)eγ(t)x,

v = ψ0(t) + ψ1(t)eγ(t)x + xψ2(t)eγ(t)x, (9)

якщо D = 0, γ1 = γ2 = γ.
В формулах (5)–(9) ϕi(t), ψi(t), i = 0, 1, 2 є новими невiдомими

функцiями. Виявляється, що анзаци (5)–(9) редукують (3)до систем
ЗДР для функцiй ϕi(t), ψi(t) лише при певних додаткових умовах
на коефiцiєнти (3).
Розгляньмо це детально на прикладi анзацу (5). Знайшовши ut,

ux та uxx i пiдставивши в (3), одержимо такi вирази:

ϕ̇0(t) + ϕ̇1(t)x + ϕ̇2(t)x2 = 2ϕ0ϕ1 + 1
α1

ϕ2
1 + α1a1ϕ0 + α1b1ϕ

2
0 +

+ α1c1ϕ0ψ0 + (2ϕ1ϕ2 + 4
α1

ϕ1ϕ2 + α1a1ϕ1 + 2α1b1ϕ0ϕ1 +

+ α1c1ϕ0ψ1 + α1c1ϕ1ψ0)x + (2ϕ2
2 + 4

α1
ϕ2

2 + α1a1ϕ2 +

+ α1b1ϕ
2
1 + 2α1b1ϕ0ϕ2 + α1c1ϕ0ψ2 + α1c1ϕ2ψ0 +

+ α1c1ϕ1ψ1)x2 + (2α1b1ϕ1ϕ2 + α1c1ϕ1ψ2 + α1c1ϕ2ψ1)x3 +

+ (α1b1ϕ
2
2 + α1c1ϕ2ψ2)x4, (10)

ψ̇0(t) + ψ̇1(t)x + ψ̇2(t)x2 = 2ψ0ψ1 + 1
α2

ψ2
1 + α2a2ψ0 + α2b2ψ

2
0 +
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+ α2c2ϕ0ψ0 + (2ψ1ψ2 + 4
α2

ψ1ψ2 + α2a2ψ1 + 2α2b2ψ0ψ1 +

+ α2c2ϕ0ψ1 + α2c2ϕ1ψ0)x + (2ψ2
2 + 4

α2
ψ2

2 + α2a2ψ2 +

+ α2b2ψ
2
1 + 2α2b2ψ0ψ2 + α2c2ϕ0ψ2 + α2c2ϕ2ψ0 +

+ α2c2ϕ1ψ1)x2 + (2α2b2ψ1ψ2 + α2c2ϕ1ψ2 + α2c2ϕ2ψ1)x3 +

+ (α2b2ψ
2
2 + α2c2ϕ2ψ2)x4. (11)

Розчеплення виразiв (10)–(11) за степенями x веде до 10 ЗДР
та алгебраїчних рiвнянь для функцiй ϕi(t), ψi(t), i = 0, 1, 2. Аналiз
показує, що ця система рiвнянь є сумiсною лише у випадку таких
спiввiдношень мiж коефiцiєнтами системи (3):

α1a1 = α2a2, α1c1 = α2b2, α2c2 = α1b1,

1 + 2
α1

=
(
1 + 2

α2

)(− b1
c1

)
. (12)

Враховуючи цi спiввiдношення, для знаходження функцiй ϕ0, ψ0,
ϕ1 отримуємо систему ЗДР:

ϕ̇0 = 2C0ϕ0ϕ1 + 1
α1

ϕ2
1 + α1a1ϕ0 + α1b1ϕ

2
0 + α2b2ϕ0ψ0,

ψ̇0 = −2C0
b1
c1

ψ0ϕ1 + 1
α2

(
b1
c1

)2
ϕ2

1 + α1a1ψ0 + α2b2ψ
2
0 + α1b1ϕ0ψ0,

ϕ̇1 = 2
(
1 + 1

α1

)
ϕ1ϕ2 + α1a1ϕ1 + α2b2ϕ1ψ0 + α1b1ϕ0ϕ1, (13)

а решту функцiй знаходимо за формулами:

ϕ2 = C0ϕ1, ψ1 = −b1

c1
ϕ1, ψ2 = −b1

c1
C0ϕ1,

де C0 – довiльна стала.
Таким чином, маючи довiльний розв’язок системи ЗДР (13), отри-

муємо розв’язок системи (1) з умовами (12) на коефiцiєнти за фор-
мулами:

U = (ϕ0 + ϕ1x + C0ϕ1x
2)

1
α1 ,

V =
(
ψ0 − b1

c1
ϕ1x − b1

c1
C0ϕ1x

2
) 1

α2 .

Провiвши аналогiчнi викладки у випадку анзацу (7), отримуємо
таку систему ЗДР для знаходження функцiй ϕ0, ψ0, ϕ1:

ϕ̇0 = α1a1ϕ0 + α1b1ϕ
2
0 + α1c1ϕ0ψ0 − 4

α1
γ2C0ϕ

2
1,
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ψ̇0 = α1a1ψ0 + α2b2ψ
2
0 + α2c2ϕ0ψ0 − 4

α2
γ2κ2C0ϕ

2
1,

ϕ̇1 = α1a1ϕ1 + α2c2ϕ0ϕ1 + α1c1ϕ1ψ0, (14)

а для знаходження решти функцiй отримуємо спiввiдношення:

ϕ2 = C0ϕ1, ψ1 = κϕ1, ψ2 = κC0ϕ1,

де C0 = const. Таку редукцiю можна здiйснити лише у випадку, коли
коефiцiєнти (3) задовольняють умови:

α1a1 = α2a2, γ2 = α1(α1b1 − α2c2) = α2(α2b2 − α1c1) > 0,

κ = −α1(α1b1 − α2c2) + 2α1b1 − α2c2

α1c1
=

= − α2c2

α2(α2b2 − α1c1) + 2α2b2 − α1c1
. (15)

Отже, довiльний розв’язок системи (14) (з умовами (15) на коефiцi-
єнти) породжує розв’язок системи (1) такого вигляду:

U = (ϕ0 + ϕ1e
γx + C0ϕ1e

−γx)
1

α1 ,

V = (ψ0 + κϕ1e
γx + κC0ϕ1e

−γx)
1

α2 .

Врештi-решт, у випадку використання анзацу (8), отримуємо таку
систему ЗДР для функцiй ϕ0, ψ0, ϕ1:

ϕ̇0 = α1a1ϕ0 + α1b1ϕ
2
0 + α1c1ϕ0ψ0 + 1

α1
γ2ϕ2

1(1 + C2
0 ),

ψ̇0 = α1a1ψ0 + α2b2ψ
2
0 + α2c2ϕ0ψ0 + 1

α2
γ2κ2ϕ2

1(1 + C2
0 ),

ϕ̇1 = α1a1ϕ1 + α2c2ϕ0ϕ1 + α1c1ϕ1ψ0, (16)

а решта функцiй визначаються за формулами:

ϕ2 = C0ϕ1, ψ1 = κϕ1, ψ2 = κC0ϕ1,

причому таку редукцiю можна здiйснити лише у випадку, коли кое-
фiцiєнти (3) задовольняють умови:

α1a1 = α2a2, γ2 = α1(α2c2 − α1b1) = α2(α1c1 − α2b2) > 0,

κ = −2α1b1 − α1(α2c2 − α1b1) − α2c2

α1c1
=
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= − α2c2

2α2b2 − α2(α1c1 − α2b2) − α1c1
, (17)

Отже, довiльний розв’язок системи (16) породжує розв’язок си-
стеми (1)(з умовами (17) на коефiцiєнти ) вигляду:

U = (ϕ0 + ϕ1 cos(γx) + C0ϕ1 sin(γx))
1

α1 ,

V = (ψ0 + κϕ1 cos(γx) + κC0ϕ1 sin(γx))
1

α2 .

Нами також встановлено, що за допомогою анзацiв (6) i (9) мо-
жливо провести редукцiю системи (3) до систем ЗДР лише у випад-
ку, коли вони стають частинними випадками вiдповiдно анзацiв (5)
i (7).
3. Точнi розв’язки. Отриманi системи ЗДР (13), (14), (16) є

нелiнiйними i жодна з них в загальному виглядi не iнтегрується в
термiнах елементарних функцiй. Проте нам вдалося знайти випадки,
коли можна знайти їх частиннi розв’язки. Зокрема для системи (14)
при C0 = 0 можна побудувати її частиннi розв’язки, наклавши деякi
додатковi умови на коефiцiєнти.
I. Нехай a2 = −a1, b1 = b2 = c1 = c2 = b, α1 = ±√

2, α2 = ∓√
2,

κ = −(2±√
2+3). При цих умовах отримуємо розв’язки системи (14)

вигляду

ϕ0 = C1e
±√

2a1t, ψ0 = −C1e
±√

2a1t,

ϕ1 = C2 exp
(±√

2a1t − 2bC1
a1

e±
√

2a1t
)
.

У пiдсумку отримуємо вiдповiднi розв’язки

U±√
2 = u = C1e

±√
2a1t +

+ C2 exp
(±√

2a1t − 2bC1
a1

e±
√

2a1t ±
√

2b ±
√

2x
)
,

V ∓√
2 = v = −C1e

±√
2a1t + (18)

+ κC2 exp
(±√

2a1t − 2bC1

a1
e±

√
2a1t ±

√
2b ±

√
21x
)
,

де C1 ≥ 0, C2 – довiльнi сталi, системи

Ut = (U±√
2Ux)x + U(a1 + bU±√

2) + bUV ∓√
2,

Vt = (V ∓√
2Vx)x + V (−a1 + bV ∓√

2) + bV U±√
2.
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II. Нехай a2 = −a1(α1 + 1) �= 0, b1 = b2 = 0, c1 = c2 = c та
α2 = − α1

α1+1 . Тодi розв’язками системи (14) є

ϕ0 = (1 + α1)a1e
α1a1tA(t), ψ0 = −a1e

α1a1tA(t),

ϕ1 = C2c
2eα1a1tA2(t),

де A(t) = (ceα1a1t + C1a1(1 + α1))−1 i C1, C2 – довiльнi сталi.
У пiдсумку отримуємо вiдповiднi розв’язки

Uα1 = u = (1 + α1)a1e
α1a1tA(t) + C2c

2eα1a1tA2(t)e±
√

c
1+α1

α1x
,

V − α1
α1+1 = v = −a1e

α1a1tA(t) − C2c
2eα1a1tA2(t)e±

√
c

1+α1
α1x (19)

системи

Ut = (Uα1Ux)x + a1U + cUV − α1
α1+1 ,

Vt = (V − α1
α1+1 Vx)x − (α1 + 1)a1V + cV Uα1 .

III. Нехай a1 = a2 = b1 = b2 = 0, c1 = c2 = c та α2 = − α1
α1+1 .

Розв’язками системи (14) є

ϕ0 =
1 + α1

α1c(t − t0)
, ψ0 = − 1

α1c(t − t0)
, ϕ1 =

C1

(t − t0)2
.

Отже, розв’язками системи

Ut = (Uα1Ux)x + cUV − α1
α1+1 ,

Vt = (V − α1
α1+1 Vx)x + cV Uα1 ,

є функцiї

Uα1 = u =
1 + α1

α1c(t − t0)
+

C1

(t − t0)2
e
±√ c

α1+1 α1x
,

V − α1
α1+1 = v = − 1

α1c(t − t0)
+

C1

(t − t0)2
e
±√ c

α1+1 α1x
. (20)

Важливо вiдзначити, що розв’язки (19) (при C1ca1(1 + α1) < 0)
та (20) є прикладами вибухаючих розв’язкiв спецiального типу – нео-
дночасно вибухаючi (non-simultaneous blow-up), якi порiвняно недав-
но стали вивчатися (див. [4, 5]). Справдi при α1 > 0 компонента U
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в (19) i (20) перетворюється в нескiнченнiсть вiдповiдно за скiнчен-
ний промiжок часу t = 1

α1a1
ln |C1a1(1+α1)

c | та t = t0. Одночасно ком-
понента V залишається обмеженою. Якщо ж −1 < α1 < 0, то за
скiнченний промiжок часу “вибухає” компонента V , а компонента U
залишається обмеженою. Врештi-решт при α1 < −1 цей ефект не-
одночасного вибухання зникає, а U та V стають обмеженими для
будь-якого скiнченного моменту часу t.
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Про щiльнiсть неiнтегровних
гамiльтонових систем редукованої
задачi трьох тiл на прямiй з
потенцiалом попарної взаємодiї
С.I. ПIДКУЙКО

Львiвський нацiональний унiверситет iменi Iвана Франка
E-mail: s_pidkuyko@franko.lviv.ua

Розглядається клас гамiльтонових систем редукованої задачi трьох тiл
на прямiй з потенцiалом попарної взаємодiї. Доведено, що неiнтегровнi
гамiльтоновi системи в цьому класi утворюють всюди щiльну пiдмно-
жину.

The class of Hamiltonian systems of the reduced three-body problem with
pairwise interaction is considered. It is proved that nonintegrable Hami-
ltonian systems in that class make up an everywhere dense subset.

Розглядається клас гамiльтонових систем задачi трьох тiл (точок)
на прямiй з потенцiалом попарної взаємодiї, якi описуються гамiль-
тонiанами вигляду

H = 1
2 (p2

1 + p2
2 + p2

3)+ V (x1 − x2)+ V (x2 − x3)+ W (x1 − x3), (1)

де xj , pj (j = 1, 2, 3) позначають, вiдповiдно, координату та iмпульс
j-ої точки, а функцiї V , W – потенцiали взаємодiї, вiдповiдно, мiж
першою i другою та другою i третьою точками, i мiж першою та
третьою точками даної гамiльтонової системи. Взаємодiя мiж пер-
шою та третьою точками, взагалi кажучи, може бути вiдмiнною вiд
взаємодiї мiж першою i другою та другою i третьою точками.
Позначимо A(x) сукупнiсть всiх функцiй f, аналiтичних в точцi

x ∈ R, що задовольняють умови:

f ′(x) = 0, f ′′(x) > 0.
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На потенцiали V ,W гамiльтонової системи (1) накладемо такi умови:

V ∈ A(a), W ∈ A(2a), (2)

де a ∈ R деяка фiксована точка.
Тодi в кожнiй точцi (a1, a2, a3, 0, 0, 0)∈R

6 (де a1− a2 = a2− a3 = a)
фазового простору нашої гамiльтонової системи гамiльтонiан (1) бу-
де аналiтичним i матиме локальний мiнiмум.
Канонiчним перетворенням

y1 = x1 − x2, q1 = 1
3 (2p1 − p2 − p3),

y2 = x2 − x3, q2 = 1
3 (p1 + p2 − 2p3),

y = x1 + x2 + x3, q = 1
3 (p1 + p2 + p3),

гамiльтонiан гамiльтонової системи (1) зводиться до вигляду

H = 3
2q2 + (q2

1 − q1q2 + q2
2) + V (y1) + V (y2) + W (y1 + y2). (3)

Гамiльтонова система (вимiрнiсть фазового простору якої зменши-
лась з 6 до 4) з гамiльтонiаном

K = q2
1 − q1q2 + q2

2 + V (y1) + V (y2) + W (y1 + y2) (4)

називається гамiльтоновою системою редукованої задачi трьох тiл
на прямiй з потенцiалом попарної взаємодiї. Згiдно з умовами, на-
кладеними на функцiї V , W, гамiльтонiан K є аналiтичним в точцi
(a, a, 0, 0) i має в цiй точцi локальний мiнiмум.
Оскiльки гамiльтонiан H не залежить вiд координати (повний iм-

пульс є першим iнтегралом гамiльтонової системи (1)) y, то кожен
перший iнтеграл F гамiльтонової системи (4), функцiонально незале-
жний зK, буде першим iнтегралом гамiльтонової системи (3), до того
ж, трiйка (H, q, F ) буде утворювати повний набiр перших iнтегралiв
гамiльтонової системи (4) (тобто функцiї цього набору утворюють
функцiонально незалежну трiйку перших iнтегралiв, якi перебува-
ють попарно в iнволюцiї). Зокрема, звiдси отримуємо, що з iнтегров-
ностi за Лiувiллем гамiльтонової системи (4) випливає iнтегровнiсть
за Лiувiллем гамiльтонової системи (3) (а отже й гамiльтонової си-
стеми (1)).
В данiй роботi доводиться аналог вiдомого результату Зiгеля [1]

(i його узагальнення, доведеного автором [6]) про щiльнiсть в кла-
сi гамiльтонових систем (4) множини неiнтегровних гамiльтонiанiв
(з цього ж класу).
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Надалi ми будемо розглядати гамiльтонову систему редукованої
задачi трьох тiл на прямiй, початок координат конфiгурацiйного про-
стору якої перенесено в точку (a, a):

K = p2
1 − p1p2 + p2

2 + V (a + x1) + V (a + x2) + W (2a + x1 + x2).

Гамiльтонiан K є аналiтичним в точцi (0, 0, 0, 0) i має в цiй точцi
локальний мiнiмум.
Основний результат роботи сформульовано в теоремi:

Теорема 1. Нехай {εk} довiльна додатня послiдовнiсть, потенцiали
V , W задовольняють умови (2). Тодi знайдеться такий потенцiал
Ṽ ∈ A(a), що має властивостi:

1) |V (k)(a) − Ṽ (k)(a)| < εk, k = 2, 3, . . . .

2) будь-який аналiтичний в точцi (0, 0, 0, 0) перший iнтеграл га-
мiльтонової системи з гамiльтонiаном

K̃ = p2
1 − p1p2 + p2

2 + Ṽ (a + x1) + Ṽ (a + x2) +

+ W (2a + x1 + x2),

є функцiєю вiд K̃.

Доведення цiєї теореми спирається на кiлька лем i використовує
метод Зiгеля побудови неiнтегровного гамiльтонiана.

Лема 1. Iснує потенцiал V1 ∈ A(a) з такими властивостями:

1) |V ′′
1 (a) − V ′′(a)| < 1

2ε2, V
(k)
1 (a) = V (k)(a), k = 3, 4, . . . .

2) iснує лiнiйне канонiчне перетворення фазових змiнних (x1, x2,
p1, p2) у фазовi змiннi (u1, u2, v1, v2), для якого квдадратична
частина гамiльтонiана

K = p2
1 − p1p2 + p2

2 + V1(a + x1) + V1(a + x2) +
+ W (2a + x1 + x2),

зводиться до нормальної форми

E2 = λ11u1v1 + λ12u2v2,

де числа λ11, λ12 чисто уявнi i рацiонально незалежнi.
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Згiдно з процедурою побудови, запропонованої в [1], виберемо два
цiлих числа r, q, що задовольняють нерiвностi:

q > 1 +
λ12

λ11
+ 2|λ12|ε−1

2 ,

∣∣∣∣q λ12

λ11
+ r

∣∣∣∣ < 1,

i побудуємо три послiдовностi {qm}, {rm}, {lm} (m ∈ N), згiдно з
формулами

lm = qm + |rm|, rm = qm

(
r

q
−

m∑
k=1

1
qm

)
, q1 = q2,

а qm+1 є мiнiмальним степенем q, що задовольняє нерiвнiсть

qm+1 > q2
m + 4|λ12|ε−1

lm
lmlm
m , m ∈ N.

Покладемо

λ̃2 = λ12, λ̃1 = λ12

( ∞∑
k=1

1
qk

− r

q

)
.

Тодi побудованi послiдовностi i числа λ̃1, λ̃2 мають такi властивостi:

1) послiдовнiсть {qm} є строго зростаючою, l1 ≥ 4,

2) числа λ̃1, λ̃2 є чисто уявними i рацiонально незалежними, до
того ж, справедлива нерiвнiсть |λ̃1 − λ11| < ε2,

3) справедливi нерiвностi:

qm|λ̃1qm + λ̃2rm|−1εlm > 2lmlm
m , m ∈ N.

Лема 2. Iснує потенцiал V2 ∈ A(a) з такими властивостями:

1) |V ′′
2 (a) − V ′′(a)| < ε2, V

(k)
2 (a) = V (k)(a), k = 3, 4, . . . .

2) iснує лiнiйне канонiчне перетворення фазових змiнних (x1, x2,
p1, p2) у фазовi змiннi (u1, u2, v1, v2), для якого квадратична
частина гамiльтонiана

K = p2
1 − p1p2 + p2

2 + V2(a + x1) + V2(a + x2) +
+ W (2a + x1 + x2),
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зводиться до нормальної форми

E2 = λ21u1v1 + λ22u2v2,

де коефiцiєнти λ21, λ22 чисто уявнi i рацiонально незалежнi, до
того ж, задовольняють такi умови

λ21

λ22
=

λ̃1

λ̃2

,

∣∣∣∣λ22

λ̃2

∣∣∣∣ < 2.

Нехай E позначає гамiльтонiан K, записаний у нових фазових
змiнних (u1, u2, v1, v2). Гамiльтонiан E задовiльняє канонiчнi рiвня-
ння Гамiльтона

u̇k = Evk
, v̇k = −Euk

, k = 1, 2. (5)

В околi точки (0, 0, 0, 0) його можна розкласти в ряд Тейлора

E =
∞∑

n=2

En,

де En позначає однорiдну степеня n частину E.
Вiдомо [1], що iснує перший iнтеграл s (який називається iнтегра-

лом Бiркгофа i, зазвичай, є розбiжним степеневим рядом) гамiльто-
нової системи (5),

s = u1v1 +
∞∑

n=3

sn, (6)

де розклад (6) не мiстить членiв вигляду

c

n∏
k=1

(ukvk)αk , α1 + · · · + αn > 2.

Нехай Ẽ позначає гамiльтонiан

K̃ = p2
1 − p1p2 + p2

2 + Ṽ (a + x1) + Ṽ (a + x2) + (7)

+ W (2a + x1 + x2), (8)

записаний у нових фазових змiнних (u1, u2, v1, v2), s̃ – вiдповiдний
iнтеграл Бiркгофа гамiльтонової система з гамiльтонiаном Ẽ.
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Лема 3. Iснує потенцiал Ṽ ∈ A(a) з такими властивостями:

Ṽ (n)(a) = V (n)(a), n /∈ {lm | m ∈ N},
Ṽ (lm)(a) = V (lm)(a) ± 1

2
εlm , m ∈ N, (9)

де знаки (+) або (−) в (9) можна вибрати так, що справедливi не-
рiвностi

|s̃lm | >
1
2
lmlm
m , m ∈ N. (10)

У формулюваннi даної леми використовується таке позначення:
для однорiдного полiнома G вiд кiлькох змiнних через |G| познача-
ється максимальна з абсолютних величин коефiцiєнтiв полiнома G.
Зазначимо, що внаслiдок умови (10) гамiльтонова система з га-

мiльтонiаном (7) не може мати незалежного з Ẽ першого iнтеграла,
аналiтичного в околi (0, 0, 0, 0).
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Доведено, що проблема опису всiх операторiв редукцiї, тобто опера-
торiв некласичної (умовної) симетрiї, довiльного лiнiйного рiвняння з
частинними похiдними другого порядку з двома незалежними змiнни-
ми еквiвалентна в певному сенсi розв’язанню вихiдного рiвняння.

The problem on description of the reduction operators, i.e. the operators
of nonclassical (conditional) symmetry, of an arbitrary second-order linear
parabolic partial differential equation in two independent variables proves
to be equivalent, in some sense, to solving the initial equation.

1. Introduction. The notion of nonclassical symmetry (called also
Q-conditional or, simply, conditional symmetry) was introduced in [1]
by the example of the one-dimensional linear heat equation and a par-
tial class of operators. A precise and rigorous definition was suggested
later (see e.g. [4,5,14]). In contrast to classical Lie symmetry, the system
of determining equations on the coefficients of conditional symmetry
operators of the heat equation was found to be nonlinear and less over-
determined. First this system was investigated in [12] in detail, where the
system was partially linearized and its Lie symmetries were found. The
problem on conditional symmetries of the heat equation was completely
solved in [3]. Namely, in the both arising cases the maximal Lie invari-
ance algebras of the determining equations were calculated and the
determining equations were reduced to the initial equation with nonlocal
transformations. Results of [3] were in [2,6,7] extended to a class of linear
transfer equations which generalize the heat equation. Thus, for these
equations the “no-go” theorems on reduction of determining equations
for coefficients of conditional symmetry operators to the initial equations
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were proved in detail and wide multi-parametric families of exact solu-
tions were constructed with non-Lie reductions. It was observed in [13]
that the proof of the theorem from [3] on linearization of determini-
ng equations in case of conditional symmetry operators with vanishing
coefficients of ∂t are extended to the class of one-dimensional evolution
equations. This theorem was also generalized to multi-dimensional evolu-
tion equations [8] and even systems of such equations [11].
In this paper we investigate the class of second-order linear parabolic

partial differential equation in two independent variables, which have the
general form

Lu = ut − a2(t, x)uxx − a1(t, x)ux − a0(t, x)u = 0, (1)

where the coefficients ai, i = 1, 2, 3, are (real or complex) analytic func-
tions of t and x, a2 �= 0. The “no-go” theorems on reduction of determi-
ning equations for coefficients of conditional symmetry operators to the
initial equations are proved for class (1). All possible reductions to ordi-
nary differential equations are described.
Conditional invariance of a differential equation with respect to a vec-

tor field is equivalent to that any ansatz associated with the vector
field reduces the equation to a differential equation with the lesser by
1 number of independent variables [14]. That is why, below we use the
shorter and more natural term “reduction operator” instead of “operator
of conditional symmetry” and say that an operator reduces a differential
equation in case the equation is reduced by the associated ansatz.

2. Determining equations for reduction operators. Prelimi-
nary description of reduction operators of equations (1) is given by the
following theorem.

Theorem 1. Any reduction operator of equation (1) is equivalent to ei-
ther an operator ∂t + g1(t, x)∂x + (g2(t, x)u + g3(t, x))∂u with the coeffi-
cients g1, g2 and g3 satisfying the system

L̃g1 + Ha1 + a1
xg1 + 2a2g2

x + a1
t = 0,

L̃g2 − Ha0 − a0
xg1 − a0

t = 0, (2)

L̃g3 − a0g3 = 0,

where L̃ = ∂t − a2∂xx − a1∂x + H and H = 2g1
x − (a2

xg1 + a2
t )/a2, or

an operator ∂x + η(t, x, u)∂u, where the function η is a solution of the
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equation

ηt = a2(ηxx + 2ηηxu + η2ηuu) + a2
x(ηx + ηηu)

+ (a1η)x + a0(η − uηu) + a0
xu. (3)

Proof. In the case of two independent variables t and x, reduction ope-
rators are written as Q = τ(t, x, u)∂t + ξ(t, x, u)∂x + η(t, x, u)∂u, where
(τ, ξ) �= (0, 0). The conditional invariance criterion for equation (1) and
the operator Q has the form [4]

Q(2)Lu
∣∣

Lu=0, Q[u]=0, DtQ[u]=0, DxQ[u]=0
= 0, (4)

where Q(2) is the standard second prolongation of Q, Q[u] = η−τut−ξux

is its characteristic, Dt and Dx denote the total differentiation operators
with respect to t and x. All equalities hold true as algebraic relations
in the second-order jet space J (2) over the space of the independent
variables (t, x) and the dependent variable u.
Since (1) is an evolution equation, there are two principally different

cases of finding Q: τ �= 0 and τ = 0.
If τ �= 0 we can assume τ = 1 up to the usual equivalence of reduction

operators. There is only one unconstrained variable in (4). We choose the
derivative ux as such variable and express the other derivatives being
in Q(2)Lu via (t, x, u) and ux on the constrained set of J (2):

ut = η − ξux, uxx =
η − ξux − a1ux − a0

a2
.

Splitting in the obtained equation with respect to ux results in the
determining equations for coefficients ξ and η which imply ξu = 0,
ηuu = 0, i.e. ξ = g1(t, x), η = g2(t, x)u + g3(t, x). Further splitting
with respect to u leads to system (2).
The condition τ = 0 gives ξ �= 0 since (τ, ξ) �= (0, 0). Therefore, wi-

thout loss of generality we can put ξ = 1 in view of the usual equivalence
of reduction operators. All derivatives being in Q(2)Lu are expressed on
the constrained set of J (2) via the variables (t, x, u):

ux = η, uxx = ηx + ηηu, ut = a2(ηx + ηηu) + a1η + a0u.

After substituting these expressions to the equation Q(2)Lu = 0, we
obtain equation (3).
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Note 1. We can essentially simplify and order investigation of reduction
operators, additionally taking into account Lie symmetry transformati-
ons in case of a single equation [9] and transformations from the equi-
valence group or the whole set of admissible transformations in case of
a class of equations [10]. Up to the equivalence relation generated by
the equivalence group of class (1) on the set of pairs “(an equation of
form (1), its reduction operator)”, it is enough to investigate only the
subclass of equations (1) with a2 = 1, a1 = 0.

3. No-go theorems. There is a connection of system (2) and equati-
on (3) with initial equation (1) via non-point transformations.

Theorem 2. Nonlinear coupled system (2) is reduced by the transfor-
mation

g1 = −a2 v1v2
xx − v1

xxv2

v1v2
x − v1

xv2
− a1, g2 = −a2 v1

xv2
xx − v1

xxv2
x

v1v2
x − v1

xv2
+ a0,

g3 =
a2

v1v2
x − v1

xv2

∣∣∣∣∣∣
v1 v1

x v1
xx

v2 v2
x v2

xx

v3 v3
x v3

xx

∣∣∣∣∣∣
(5)

to the uncouple linear system of three copies vi
t −a2vi

xx−a1vi
x−a0vi = 0

of equation (1) for the functions vi = vi(t, x), and the functions v1 and
v2 being linearly independent. Hereafter i = 1, 2, 3.

Note 2. Let W (ϕ1, . . . , ϕn) = det(∂l−1ϕk/∂xl−1) n
k,l=1 be the Wronski-

an of the functions ϕk = ϕk(t, x), k = 1, n, with respect to the variable x.
Then transformation (5) can be rewritten as

g1 = −a2 (W (v1, v2))x

W (v1, v2)
− a1, g2 = −a2 W (v1

x, v2
x)

W (v1, v2)
+ a0,

g3 = a2 W (v1, v2, v3)
W (v1, v2)

.

Proof. For any tuple of functions gi = gi(t, x) there exists functions vi

determined by (5). Really, relations (5) can be rewritten in the form

Q̂v1 = 0, Q̂v2 = 0, Q̂v3 = g3, (6)

where Q̂ = Q̄−L = a2∂xx+(a1+g1)∂x+a0−g2. (Here Q̄ = ∂t+g1∂x−g2

and L = ∂t − a2(t, x)∂xx − a1(t, x)∂x − a0(t, x) are linear differential
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operators acting in the space of functions of (t, x). Q̄ is associated wi-
th the operator Q and L is taken from equation (1).) System (6) with
respect to vi is a system of three uncoupled second-order linear ordi-
nary differential equations with the independent variable x, and t being
treated as a parameter. We can take any fundamental tuple of solutions
of the equation Q̂v = 0 as (v1, v2) and any partial solution of the equati-
on Q̂v = g3 as v3. The functions vi are determined by (6) ambiguously,
namely up to the transformations

ṽp = ϕpq(t)vq, ṽ3 = v3 + ψq(t)vq or

vp = ϕ̃pq(t)ṽq, v3 = ṽ3 + ψ̃q(t)ṽq,

where ϕpq and ψq are arbitrary functions of t, |ϕpq| �= 0, (ϕ̃pq) = (ϕpq)−1,
ψ̃q = −ψpϕ̃pq. Hereafter p, q = 1, 2 and the summation over the repeated
indices is implied.
Let (v1, v2, v2) be a fixed solution of (6), where the parameter-functi-

ons gi = gi(t, x) satisfy system (2). We will show that the functions ϕpq

and ψq (or ϕ̃pq and ψ̃q) can be chosen in such way that the functions
ṽi = 0 will satisfy equation (1), i.e. Lṽi = 0.
The left parts of equations (2) can be rewritten with representati-

on (5) as

R1 = a2 v2

v1
R̄1 + a2 v1

v2
R̄2, R2 = a2 v2

x

v1
R̄1 + a2 v1

x

v2
R̄2, R3 = Q̂Lv3,

where

R̄1 =
(

W (v1, Lv1)
W (v1, v2)

)
x

=
(

(Lv1/v1)x

(v2/v1)x

)
x

,

R̄2 =
(

W (v2, Lv2)
W (v2, v1)

)
x

=
(

(Lv2/v2)x

(v1/v2)x

)
x

.

Two first equations R1 = R2 = 0 of (2) is a linear system of algeb-
raic equations with respect to the values R̄1 and R̄2 with the non-vani-
shing determinant (a2)2W (v1, v2)/(v1v2). Therefore, its unique solution
is R̄1 = R̄2 = 0. Integration the latter equations and the equation R3 =
Q̂Lv3 = 0 with respect to x leads to the conclusion that Lvi = ζip(t)vp,
where ζip are functions of t. If the functions ϕ̃pq and ψ̃q being in the
“ambiguity” transformations satisfy the system of ODEs ϕ̃pq

t = ζpq′
ϕ̃q′q,

ψ̃q
t = ζ3q′

ϕ̃q′q then Lṽi = 0.
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And vice versa, if the functions vi = vi(t, x) satisfy the equation
Lv = 0, and the functions v1 and v2 being linearly independent, then
the corresponding expressions R1, R2 and R3 vanish identically. It means
that the functions gi = gi(t, x) determined by (5) give a solution of
system (2).

Theorem 3. Nonlinear equations (3) is reduced by composition of the
nonlocal substitution η = −Φx/Φu, where Φ is a function of (t, x, u), and
the hodograph transformation

the new independent variables: t̃ = t, x̃ = x, κ = Φ,

the new dependent variable: ũ = u (7)

to the equation Lũ = ũt̃ − a2(t̃, x̃)ũx̃x̃ − a1(t̃, x̃)ũx̃ − a0(t̃, x̃)ũ = 0, where
κ plays the role of a parameter.

We do not adduced the proof of theorem 3 since it has already proved
for both some equations [3] or subclasses [6] from class (1) and much more
general classes of evolution equations [8, 11,13].

4. Ansatzes and solutions. Inverting of theorem 3 gives the followi-
ng true statement [8, 11].

Theorem 4. For any one-parametric family of solutions of equation (1)
there exists an operator ∂x + η(t, x, u)∂u which reduces equation (1) and
with respect to which the family of solutions is invariant.

An ansatz associated with the operator ∂x +η∂u, where η = −Φx/Φu

and the function Φ = Φ(t, x, u) is obtained from the one-parametric
solution u = f(t, x, κ) of equation (1) with the inverse hodograph trans-
formation to (7), has the form u = f(t, x, ϕ(ω)), ω = t. Here ω and ϕ are
the new (“invariant”) independent and dependent variables correspon-
dingly. Substitution of the ansatz to equation (1) implies the reduced
equation ϕω = 0, i.e. ϕ = C = const. As a result, we obtain the obvious
one-parametric solution u = f(t, x, C).
Theorems 3 and 4 can be united to the single statement.

Theorem 5. For any equation of form (1), there exists one-to-one
correspondence between one-parametric families of its solutions and re-
duction operators with zero coefficients of ∂t. Namely, each operator of
such kind corresponds to the family of solutions which are invariant
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with respect to this operator. The problems of construction of all one-
parametric families of solutions of equation (1) and complete descripti-
on of its reduction operators with zero coefficients of ∂t are completely
equivalent.

An ansatz associated with the operator ∂t + g1∂x +(g2u+ g3)∂u, has
the form u = v1ϕ(ω) + v3, ω = v2/v1. Here ω and ϕ again denote the
new (“invariant”) independent and dependent variables. The functions
vi = vi(t, x) are solutions of equation (1), which are connected with the
reduction operator coefficients gi = gi(t, x) via transformation (5), and
v1 and v2 being linearly independent. Integration of the corresponding
reduced equation ϕωω = 0 gives ϕ = C2ω + C1, where C1 and C2 are
arbitrary constants. After substituting the expression for ϕ to the ansatz,
we obtain the two-parametric solution

u = C1v
1 + C2v

2 + v3. (8)

And vice versa, given a two-parametric solution of form (8), the coeffi-
cients g1, g2 and g3 are unambiguously repaired by formula (5).
Supposed triviality of the above ansatzes and reduced equations is

connected with usage of the special representations for the solutions of
the determining equations. Under this approach difficulties in constructi-
on of ansatzes and integration of reduced equations are replaced by dif-
ficulties in obtaining of the representations for coefficients of reduction
operators.

4. Conclusion. The “no-go” results of this paper can be extended
with investigation of Lie symmetries and Lie reductions of determini-
ng equations (2) and (3). Indeed, the maximal Lie invariance algebras
of (2) and (3) are isomorphic to the maximal Lie invariance algebras of
equation (1). This result is well known for the linear heat equation [3].
Let us note also that the term “no-go” has to be treated only as

impossibility of exhaustive solving of the problem. At the same time,
imposing additional constraints on the coefficients, one can construct
a number of particular examples of reduction operators and then apply
them to finding exact solutions of the initial equation. Since the determi-
ning equation has more independent variables and, therefore, more free-
dom degrees, it is more convenient often to guess a simple solution or a
simple ansatz for the determining equation, which can give a parametric
set of complicated solutions of the initial equation. (It is similar to si-
tuation with Lie symmetries of first-order ordinary differential equa-
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tions.) This approach was applied to interesting subclass of equations (1),
which arises under symmetry reduction of the Navier–Stokes equati-
ons [2,6,7], and allowed to construct series of multi-parametric solutions.

The research of the author was supported by the Austrian Science
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Концепцiю групової класифiкацiї модифiковано i поширено до класи-
фiкацiї допустимих перетворень у класах диференцiальних рiвнянь.
З цiєю метою переглянуто iснуючi поняття групового аналiзу. Описано
недавно введенi поняття (умовна група еквiвалентностi, нормалiзова-
ний клас диференцiальних рiвнянь) та дослiджено їх властивостi.

The framework of group classification is modified and extended to classi-
fication of admissible transformations in classes of differential equations.
For this purpose, existing notions of group analysis are revised. Recently
introduced notions (conditional equivalence group, normalized class of di-
fferential equations) are described and their properties are investigated.

1. Introduction. The beginnings of the theory of Lie groups and Lie
algebras were inseparably linked with group analysis of differential equa-
tions and, in particular, with group classification problems. Inspired by
the idea of creating a universal theory of integration of ordinary di-
fferential equations similar to the Galois theory of solving algebraic
equations, S. Lie developed the theory of continuous transformation
groups, classified such locally non-singular groups acting on the complex
and real planes, described their differential invariants and then carried
out group classification of second-order ordinary differential equations.
At present there is a substantial number of papers devoted to studying

important classes of differential equations of theoretical and mathemati-
cal physics, biology, financial mathematics and other sciences from the
Lie symmetry point of view (see e.g. all references in this paper and citati-
on therein). The group classification in a class of (systems of) differen-
tial equations is reduced to integration of a complicated overdetermi-
ned system of partial differential equations with respect to both coeffici-
ents of infinitesimal symmetry operators and arbitrary elements. That is
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why it is a considerably more complicated problem than finding the Lie
symmetry group of a single differential equation. Whereas programs for
solving the latter problem had been created for most existing symbolic
calculations packages a significant progress in computer realization of
the group classification algorithm was achieved only recently.
Classes of differential equations are usually chosen based on their

importance for applications without any mathematical background, al-
though such choice is an important step in successful and exhaustive
classification. It is a well-established fact that in the presence of certain
properties with respect to point transformations the implementation of
group classification is simplified and final results can be formulated in
a clear and complete form. As is often the case, before mathematical
notions are defined in a rigorous and precise form, they can be implicitly
used for a long time. This commonplace is particularly true for the noti-
on of a normalized class of differential equations, which was introduced
recently [6, 18, 19] and may become a cornerstone of the framework of
classification problems of group analysis. Knowledge that a class of dif-
ferential equations is normalized allows to reduce the group classification
problem in this class to subgroup analysis of the corresponding equi-
valence group.
Development of techniques of group analysis also allows to formulate

and to solve new classification problems concerning transformational
properties of differential equations. In particular, the notions of condi-
tional equivalence group and normalized class of differential equations
gives a language to describe complete sets of admissible transformations
for classes of differential equations.
In this paper we outline extension of the framework of group classi-

fication to classification of admissible transformations in classes of diffe-
rential equations. For this purpose, existing notions of group analysis
(class of differential equations, equivalence group, gauge equivalence group
[15], form-preserving transformation [8–10]) are discussed and revised.
Recently introduced notions (conditional equivalence group [20], norma-
lized class of differential equations [6,19]) are described and their proper-
ties are investigated.

Note 1. All functions are assumed to be smooth (e.g. analytical) and
defined on certain subsets of their variables. A point transformation in
the space of the variables z = (z1, . . . , zk) is a smooth function ϕ: z̃ =
ϕ(z) which is invertible at least locally.
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2. Classes of systems of differential equations. Let Lθ be a
system L(x, u(p), θ(x, u(p))) = 0 of l differential equations form unknown
functions u = (u1, . . . , um) of n independent variables x = (x1, . . . , xn).
Here u(p) denotes the set of all the derivatives of u with respect to x of
order no greater than p, including u as the derivatives of the zero order.
L = (L1, . . . , Ll) is a tuple of l fixed functions depending on x, u(p)

and θ. θ denotes the tuple of arbitrary (parametric) functions θ(x, u(n)) =
(θ1(x, u(p)), . . . , θk(x, u(p))) running the set S of solutions of the auxiliary
system S(x, u(p), θ(q)(x, u(p))) = 0. This system consists of differential
equations with respect to θ, where x and u(p) play the role of independent
variables and θ(q) stands for the set of all the partial derivatives of θ of
order no greater than q. Sometimes the set S is additionally constrained
by the non-vanish condition S′(x, u(p), θ(q)(x, u(p))) �= 0 with another
tuple S′ of differential functions. In what follows we call the functions θ
as arbitrary elements. Denote the class of systems Lθ with the arbitrary
elements θ running S as L|S .
Let Lk

θ denote the set of all algebraically independent differential
consequences of Lθ, which have, as differential equations, orders no
greater than k. We identify Lk

θ with the manifold determined by Lk
θ

in the jet space J (k). In particular, Lθ is identified with the manifold
determined by Lp

θ in J (p).
It should be noted that the above definition of a class of systems of di-

fferential equations is not complete. The problem is that correspondence
θ → Lθ between arbitrary elements and systems (treated not as formal
algebraic expressions but as real systems of differential equations or
manifolds in J (p)) may be not one-to-one. Namely, the same system may
correspond to different values of arbitrary elements. A reason of this
indeterminancy is that different values θ and θ̃ of arbitrary elements can
result after substitution of them to L in the same expression in x and u(p).
Moreover, it is enough for Lp

θ and Lp

θ̃
to coincide if the associated system

completed with independent differential consequences differ each from
other with a nonsingular matrix being a function in the variables of J (p).
The values θ and θ̃ of arbitrary elements are called gauge-equivalent

(θ g∼ θ̃) if Lθ and Lθ̃ are the same system of differential equations. For the
correspondence θ → Lθ to be one-to-one, the set S of arbitrary elements
should be factorized with respect to the gauge equivalence relation. We
formally consider Lθ and Lθ̃ as different representations of the same
system from L|S . It is often possible to realize gauge informally via
changing the chosen representation of the class under consideration with
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replacement of the number k of arbitrary elements and the differential
functions L and S although then this may result in more complicated
calculations.

Definition 1. The classes L|S and L′|S′ are called similar if n =
n′, m = m′, p = p′, k = k′ and there exists a point transformation
Ψ: (x, u(p), θ) → (x′, u′

(p), θ
′) which is projectible on the space of (x, u(q))

for any 0 ≤ q ≤ p, and Ψ|(x,u(q)) being the q-th order prolongation of
Ψ|(x,u), ΨS = S ′ and Lθ′ = Ψ|(x,u)Lθ.

Hereafter the action of a such point transformation Ψ in the space of
(x, u(p), θ) on arbitrary elements from S as pth-order differential functi-
ons is given by the formula:

θ̃ = Ψθ if θ̃(x, u(p)) = Ψθ
(
Θ(x, u(p)), θ

(
Θ(x, u(p))

))
,

where Θ = (prpΨ|(x,u))−1 and prp denotes the operation of standard
prolongations of a point transformations to the derivatives of orders not
greater than p.
The set of transformations used in definition 1 can be extended via

admitting different kinds of dependence on arbitrary elements in the
ways as it is made for equivalence groups below.
Similar classes of systems have similar properties with the group

analysis point of view.
Subclasses are singled out in the class L|S with additional auxiliary

systems (or non-vanish conditions) which are attached to the main auxi-
liary system and the set of non-vanish conditions. Note that unions and
intersections of subclasses of L|S also are subclasses of L|S :

L|S′∪ L|S′′ = L|S′∪S′′, L|S′∩ L|S′′ = L|S′∩S′′, S ′,S ′′⊂ S.

3. Admissible transformations. For θ, θ̃ ∈ S we call the set of
point transformations which maps the system Lθ into the system Lθ̃

as the set of admissible transformations from Lθ into Lθ̃ and denote it
by T(θ, θ̃). The maximal point symmetry group Gθ of the system Lθ

coincides with T(θ, θ). If the systems Lθ and Lθ̃ are equivalent with
respect to point transformations then T(θ, θ̃) = Gθ ◦ ϕ0 = ϕ0 ◦ Gθ̃,
where ϕ0 is a fixed transformation from T(θ, θ̃). Otherwise, T(θ, θ̃) = ∅.
The set T(θ,L|S) = { (θ̃, ϕ) | θ̃ ∈ S, T(θ, θ̃) �= ∅, ϕ ∈ T(θ, θ̃) }

is called the set of admissible transformations of the system Lθ in the
class L|S .
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Analogously, T(L|S) = {(θ, θ̃, ϕ) | θ, θ̃ ∈ S, T(θ, θ̃) �= ∅, ϕ ∈ T(θ, θ̃)}
is called the set of admissible transformations in L|S .
First the set of admissible transformations was described by Kingston

and Sophocleous for a class of generalised Burgers equations. These
authors call transformations of such type form-preserving ones [8–10].
Notions and results adduced in this and the next sections can be re-

formulated in the infinitesimal terms by means of using the notions of
vector fields, Lie algebras instead of point transformations, Lie groups
etc. For instance, see [3] for the definition of “cones of tangent equiva-
lences”, which is the infinitesimal analogue of the definition of T(θ,L|S).
Ibid a non-trivial example of semi-normalized classes of differential equa-
tions (see definition 7) is investigated in the framework of the infinitesi-
mal approach.
In the case of one dependent variable (m = 1) we can extend above

and below notions to contact transformations.
An element (θ, θ̃, ϕ) from T(L|S) is called a gauge admissible trans-

formations in L|S if θ
g∼ θ̃ and ϕ is the identical transformation.

Proposition 1. Similar classes have similar sets of admissible trans-
formations. Namely, a similarity transformation Ψ from the class L|S
into the class L′|S′ generates a one-to-one mapping ΨT from T(L|S) into
T(L′|S′) via the rule (θ′, θ̃′, ϕ′) = ΨT(θ, θ̃, ϕ) if θ′ = Ψθ, θ̃′ = Ψθ̃ and
ϕ′ = Ψ|(x,u)

−1 ◦ϕ◦Ψ|(x,u). Here (θ, θ̃, ϕ) ∈ T(L|S), (θ′, θ̃′, ϕ′) ∈ T(L′|S′).

Proposition 2. T(L|S′) ⊂ T(L|S) for any subclass L|S′ of the class L|S .
If L|S′′ is another subclass of L|S then T(L|S′) ∩ T(L|S′′) = T(L|S′∩S′′).

A number of notions connected with admissible transformations in
classes of systems of differential equations can be reformulated in terms
of the category theory [23].

4. Equivalence groups. The usual equivalence group of the class
L|S is defined in a rigorous way via the notion of admissible transformati-
ons. Namely, any element Φ from the usual equivalence group G∼ =
G∼(L|S) of the class L|S is a point transformation in the space of
(x, u(p), θ), which is projectible on the space of (x, u(p′)) for any 0 ≤
p′ ≤ p, and Φ|(x,u(p′)) being the p′-th order prolongation of Φ|(x,u), and
∀θ ∈ S: Φθ ∈ S and Φ|(x,u) ∈ T(θ,Φθ).
Let us remind that the point transformation ϕ: z̃ = ϕ(z) in the space

of the variables z = (z1, . . . , zk) is called projectible on the space of
the variables z′ = (zi1 , . . . , zik′ ), where 1 ≤ i1 < · · · < ik′ ≤ k, if the
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expressions for z̃′ depend only on z′. We denote the restriction of ϕ on
the space of z′ as ϕ|z′ : z̃′ = ϕ|z′(z′).
If the arbitrary elements θ explicitly depend on x and u only (one

always can do it formally, assuming derivatives as new dependent vari-
ables), we can admit dependence of transformations of (x, u) on θ and
consider the generalized equivalence group G∼

gen = G∼
gen(L|S) [16]. Any

element Φ from G∼
gen is a point transformation in the space of (x, u, θ)

such that ∀θ ∈ S: Φθ ∈ S and Φ(·, ·, θ(·, ·))|(x,u) ∈ T(θ,Φθ).
The action of Φ ∈ G∼

gen on arbitrary elements as functions of (x, u) is
given by the formula: θ̃ = Φθ if θ̃(x, u) = Φθ(Θ(x, u), θ(Θ(x, u))), where
Θ = (Φ(·, ·, θ(·, ·))|(x,u))−1.
Roughly speaking, G∼ is the set of admissible transformations which

can be applied to any θ ∈ S and G∼
gen is formed by the admissible

transformations which can be separated to classes parameterized with θ
running whole S.
It is possible to consider other generalizations of equivalence groups,

e.g. groups with transformations which are point with respect to inde-
pendent and dependent variables and include nonlocal expressions with
arbitrary elements [7,24]. Let us give definitions of some generalizations.

Definition 2. The extended equivalence group Ḡ∼ = Ḡ∼(L|S) of the
class L|S is formed by the transformations each of which are composi-
tions Φ1 ◦ Φ2, where ∀θ ∈ S: (Φ1 ◦ Φ2)θ ∈ S and Φ1|(x,u) ∈ T(θ, (Φ1 ◦
Φ2)θ). Here Φ1 is a point transformation in the space of (x, u(p), θ),
which is projectible on the space of (x, u(p′)) for any 0 ≤ p′ ≤ p, and
Φ1|(x,u(p′)) being the p′-th order prolongation of Φ1|(x,u). Φ2 is an inverti-
ble transformation in the space of arbitrary elements assumed as functi-
ons of (x, u(p)), and Φ2 having certain special properties.

Definition 3. A transformation Φ is called to belong to the extended
generalized equivalence group Ḡ∼

gen = Ḡ∼
gen(L|S) of the class L|S iff ∀θ ∈

S: Φθ ∈ S and, after fixing θ, Φ becomes a point transformation from
T(θ,Φθ).

The classes of chosen transformations with respect to arbitrary ele-
ments should be specified depending on the investigated classes of sys-
tems of differential equations. We do not point out a fixed kind of equi-
valence group where it is possible, implying any of the above kind.
Similar classes of systems of differential equations have similar equi-

valence groups.
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The equivalence group generates an equivalence relations on the set
of admissible transformations. Namely, the admissible transformations
(θ1, θ̃1, ϕ1) and (θ2, θ̃2, ϕ2) from T(L|S) are called G∼-equivalent if there
exist Φ ∈ G∼ such that θ2 = Φθ1, θ̃2 = Φθ̃1 and ϕ2 = Θ−1 ◦ ϕ1 ◦ Θ,
where Θ = Φ|(x,u) (or Θ = Φ(·, ·, θ(·, ·))|(x,u) in case of G∼

gen).

5. Group classification problems. Let G∩ = G∩(L|S) =
⋂

θ∈S Gθ

be the common part of Gθ, θ ∈ S, which is called the kernel of the maxi-
mal point symmetry groups of systems from the class L|S . Note that G∩

can be naturally embedded into G∼ via trivial (identical) prolongation
of the kernel transformations to the arbitrary elements. The associated
subgroup of G∼ is normal.
The group classification problem for the class L|S is to describe all

G∼-inequivalent values of θ ∈ S together with the corresponding groups
Gθ, for which Gθ �= G∩. The solution of the group classification problem
is the list of pairs (Sγ , {Gθ, θ ∈ Sγ}), γ ∈ Γ. Here {Sγ , γ ∈ Γ} is a
family of subsets of S, ⋃γ∈Γ Sγ contains only G∼-inequivalent values of
θ with Gθ �= G∩, and for any θ ∈ S with Gθ �= G∩ there exists γ ∈ Γ
such that θ ∈ Sγ mod G∼. Structures of Gθ are similar for different
values of θ ∈ Sγ under fixed γ. In particular, Gθ, θ ∈ Sγ , have the same
arbitrariness of group parameters.
Group classification problems in the above formulation are very com-

plicated and, in the general case, are impossible to be solved since they
leads to systems of functional differential equations. That is why, one
usually considers only the connected component Gp

θ of unity for each θ
instead of the whole group Gθ. Gp

θ is called the principal (symmetry)
group of the system Lθ. The generators of one-parametric subgroups of
Gp

θ form a Lie algebra Aθ of vector fields in the space of (x, u), which is
called the maximal Lie invariance (or principal) algebra of infinitesimal
symmetry operators of Lθ. The kernel of principal groups of the class L|S
is the group G∩p = G∩p(L|S) =

⋂
θ∈S Gp

θ for which the Lie algebra is
A∩ = A∩(L|S) =

⋂
θ∈S Aθ.

Knowing Aθ, one can reconstruct Gθ. Then the problem of group
classification is reformulated in finding all possible inequivalent cases of
extensions for Aθ, i.e. in listing allG∼-inequivalent values of the arbitrary
parameters θ together with Aθ satisfying the condition Aθ �= A∩ [1, 17].

6. Gauge equivalence groups. The equivalence group G∼ of the
class L|S can contain transformations which act only on arbitrary ele-
ments and do not really change systems, i.e. which generate gauge admi-



246 R.O. Popovych

ssible transformations. In general, transformations of such type can be
considered as trivial [15] (gauge) equivalence transformations and form
the gauge subgroup Gg∼ = {Φ ∈ G∼ | Φx = x, Φu = u, Φθ

g∼ θ} of the
equivalence group G∼. Moreover, Gg∼ is a normal subgroup of G∼.
Application of gauge equivalence transformations is equivalent to

rewriting systems in another form. In spite of regular equivalence trans-
formations, their role in group classification comes not to choice of rep-
resentatives in equivalence classes but to choice of form of these repre-
sentatives. It is quite common that the gauge equivalence relation on the
set of arbitrary elements of a class of differential equations is generated
by its gauge equivalence group.
We use the name “gauge equivalence transformation” since there exist

really trivial equivalence transformations which do not transform even
arbitrary elements. Such transformations arise if the auxiliary system
implies functional dependence of arbitrary elements. They form normal
subgroups in the corresponding equivalence groups and in the correspon-
ding gauge equivalence groups. We will neglect these transformations and
assume that equivalence groups coincide if they have the same factor
group with respect to the trivial equivalence subgroups.

7. Conditional equivalence groups. The concept of conditional
equivalence arises as an extension of the notion of conditional symmetry
transformations of a single system of differential equations [4] to equiva-
lence transformations in classes of systems. It is even more natural
than the concept of conditional symmetry since description of any class
includes, as a necessary element, an auxiliary system (a condition) for
arbitrary elements. Imposing additional constraints on arbitrary elements,
we may single out a subclass in the class under consideration, the equi-
valence group of which is not contained in the equivalence group of the
whole class.
Let L|S∩S′ denote the subclass of the class L|S , which is singled out

with the additional constrained system S′(x, u(p), θ(q)(x, u(p))) = 0. Here
S ∩ S ′ is the set of solutions of the united system S = 0, S′ = 0.
We assume that the united system is compatible for the subclass to be
nonempty.

Definition 4. The equivalence group G∼(L|S∩S′) of the subclass L|S∩S′

is called a conditional equivalence group of the whole class L|S under the
condition S′ = 0. The conditional equivalence group is called nontrivial
iff it is not a subgroup of the equivalence group G∼(L|S).
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The equivalence group G∼(L|S) generates an equivalence relation on
the set of pairs of additional auxiliary conditions and the correspondi-
ng conditional equivalence groups. Namely, if a transformation from
G∼(L|S) transforms the system S′ = 0 to the system S′′ = 0 then the
conditional equivalence groups G∼(L|S∩S′) and G∼(L|S∩S′′) are similar
with respect to this transformation and will be called G∼-equivalent.
Basing on the concept of conditional equivalence, we can formulate

the problem of description of T(L|S) similarly to the group classifi-
cation problem. Nontrivial additional auxiliary conditions for arbitrary
elements naturally arise under studying T(L|S). Steps of investigation
could be the following:

1. Construction of G∼(L|S) (or G∼
gen(L|S) etc).

2. Description of conditional equivalence transformations in L|S , i.e.
searching for a complete family of G∼-inequivalent additional auxi-
liary conditions Sγ , γ ∈ Γ, such that any Sγ determines the set Sγ

of arbitrary elements, for which G∼(L|S∩Sγ
) �⊂ G∼(L|S).

3. Finding admissible transformations which belong to no conditional
equivalence groups.

Actually, the proposed procedure is wide of optimality. We return to
discussion of it after presentation of a more developed technique.

8. Normalized classes of differential equations. Solving group
classification problems is essentially simpler if the class L|S of system
differential equations under consideration has an additional property of
normalization with respect to point transformations. The procedure of
investigation of T(L|S) can also be additionally enhanced with consi-
deration of conditional equivalence groups for subclasses possessing this
property.

Definition 5. The class L|S is called normalized if ∀(θ, θ̃, ϕ)∈T(L|S)
∃Φ∈G∼: θ̃ = Φθ and ϕ = Φ|(x,u).
The class L|S is called normalized in generalized sense if ∀(θ, θ̃, ϕ)∈

T(L|S) ∃Φ∈G∼
gen: θ̃ = Φθ and ϕ = Φ(·, ·, θ(·, ·))|(x,u).

Proposition 3. If the class L|S is normalized (in usual or generali-
zed sense) then for any θ0 ∈S the point symmetry group Gθ0 coincides
with restriction, on the space of (x, u), of the subgroup of G∼ (or G∼

gen)
preserving the value θ = θ0(x, u(p)).
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Definition 6. The class L|S is called strongly normalized if it is normali-
zed and G∼|(x,u) =

∏
θ∈S Gθ.

The class L|S is called strongly normalized in generalized sense if it
is normalized in generalized sense and ∀θ0 ∈S: G∼

gen|θ=θ0

(x,u) =
∏

θ∈Sθ0
Gθ,

where Sθ0 = {θ′ ∈ S | G∼
gen|θ=θ′

(x,u) = G∼
gen|θ=θ0

(x,u)}.

Definition 7. The class L|S is called semi-normalized if ∀(θ, θ̃, ϕ) ∈
T(L|S) ∃ϕ̃∈Gθ, ∃Φ∈G∼ : ϕ = ϕ̃ ◦ Φ|(x,u), i.e.

T(L|S) = {(θ,Φθ, ϕ̃ ◦ Φ|(x,u)) | θ∈S, ϕ̃∈Gθ, Φ∈G∼}.

(T(L|S) = {(θ0,Φθ0, ϕ̃ ◦ Φ|θ=θ0

(x,u)) | θ0 ∈ S, ϕ̃ ∈ Gθ, Φ ∈ G∼
gen} if L|S is

semi-normalized in generalized sense.)

Roughly speaking, the class L|S is normalized if any admissible trans-
formation in this class belongs to the equivalence group G∼ and is
strongly normalized if additionally G∼|(x,u) is generated by elements
from Gθ, θ ∈ S. The set of admissible transformations of a semi-nor-
malized class is generated by the transformations from the equivalence
group of the whole class and the transformations from the Lie symmetry
groups of equations of this class.
Intersection of normalized subclasses of the class L|S with the same

equivalence group G∼
0 is a normalized subclass possessing G∼

0 as a sub-
group of the equivalence group, which generates the whole corresponding
set of admissible transformations. Indeed, let L|S′ and L|S′′ be normali-
zed subclasses of the class L|S and G∼(L|S′) = G∼(L|S′′) = G∼

0 . If
Φ ∈ G∼

0 then (θ,Φθ,Φ|(x,u)) ∈ T(L|S′∩S′′) for any θ ∈ S ′ ∩ S ′′, i.e.
Φ ∈ G∼(L|S′∩S′′). In view of normalization of L|S′ or L|S′′, for any
(θ, θ̃, ϕ) ∈ T(L|S′∩S′′) there exist Φ ∈ G∼

0 such that θ̃ = Φθ and ϕ =
Φ|(x,u). Therefore, L|S′∩S′′ is a normalized subclass. The proof in case of
normalization in generalized sense is analogous.

9. Examples of normalized classes. There exist a number of obvi-
ous examples of normalized classes. Thus, it is intuitively understandable
that the extreme cases of classes formed by either a single system of di-
fferential equations or all systems having a fixed number of independent
variables, unknown functions and differential equations with or without
restriction of order are normalized. Let us demonstrate it within the
framework of the above formal approach.
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Consider a system L(x, u(p)) = 0 of l differential equations for m
unknown functions u of n independent variables x, which admits the
maximal point symmetry group G. We assume that the tuple θ consists
of a single arbitrary element denoted also as θ and L depends on θ
constantly. The auxiliary system S for the arbitrary element θ is possible
to be chosen in different ways. Here we discuss two possibilities.
The first one is to constrain θ with a single (algebraic or differential)

equation, for example, θ = 0. Hence, S is a one-element set consisting of
the function identically vanishing on J (p), T(L|S) = { (0, 0, ϕ) | ϕ ∈ G }
and G∼ = { (x̃, ũ) = ϕ(x, u), θ̃ = F (x, u(p), θ)θ | ϕ ∈ G, F (·, ·, 0) �=
0 }, i.e. in view of definition 1 the class L|S is normalized. It possesses
the nonempty trivial equivalence group G∼

triv = { (x̃, ũ) = (x, u), θ̃ =
F (x, u(p), θ)θ | F (·, ·, 0) �= 0} which should be neglected, and G∼/G∼

triv =
{ (x̃, ũ) = ϕ(x, u), θ̃ = θ | ϕ ∈ G }.
The second possibility is to demand no constraints on θ, so S is

the whole set of p-th order differential functions of (x, u), T(L|S) =
{ (θ, θ̃, ϕ) | θ, θ̃ ∈ S, ϕ ∈ G} and G∼ = { (x̃, ũ(p)) = prp ϕ(x, u(p)), θ̃ =
F (x, u(p), θ) | ϕ ∈ G, ∂F/∂θ �= 0 }. Therefore, L|S is normalized. This
class gives an example of classes without one-to-one correspondence
between arbitrary elements and systems of differential equations.
The class of all systems of l differential equations for m unknown

functions of n independent variables, which have order no greater than p,
(here l, m, n and p are fixed integers) can be included within the frame-
work of the formal approach after putting the left part of equations them-
selves as arbitrary elements and taking the empty auxiliary system S, i.e.
k = l, L ≡ θ and S is the whole set of l-tuples of functionally independent
p-th order differential functions of (x, u). Then T(L|S) = { (θ, θ̃, ϕ) |
θ ∈ S, θ̃ = F (x, u(p),prp ϕ) ◦ θ, |∂ϕ/∂(x, u)| �= 0, ∂F/∂θ|θ=0 �= 0 } and
G∼ = {Φ = (ϕ(x, u), F (x, u(p), θ)) | |∂ϕ/∂(x, u)| �= 0, ∂F/∂θ|θ=0 �= 0 }
that obviously shows normalization of this class.
Normalization property has been proved in some ways for a number

of different classes of differential equations being important for applicati-
on. For example, generalized Burgers equations [8], eikonal equations of
space dimensions 1, 2 and 3 [3], quasi-linear one-dimensional evoluti-
ons equations [2, 25], different multi-dimensional quasi-linear parabolic
equations [23], (1 + 1)-dimensional generalized nonlinear wave equati-
ons [14], different kinds of (1 + 1)-dimensional nonlinear Schrödingher
equations [5, 6, 19, 21, 22, 26], multi-dimensional generalized nonlinear
Schrödingher equations [11].
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10. Normalized classes and group classification problems.
The notion of normalized classes was implicitly used in solving the group
classification problems for many classes of system of differential equati-
ons. The most known classical group classification problems such as the
Lie’s classifications of second-order ordinary differential equations [13]
and of second-order two-dimensional linear partial differential equati-
ons [12] were solved with essential usage of strong normalization of the
above classes. Similar classification technique implicitly based on the
properties of normalized classes was recently applied in solving group
classification problems by a number of authors (see e.g. [2,3,5,14,21,25,
26]).

Proposition 4. Let the class L|S be normalized and Gi, i = 1, 2, be local
groups of point transformations in the space of (x, u), for which Si = {θ∈
S |Gp

θ = Gi} �= ∅. Then S1 ∼ S2 mod G∼ iff G1 ∼ G2 mod G∼.

Proposition 5. Two systems from a semi-normalized class are trans-
formed each to other by a point transformation iff they are equivalent
with respect to the equivalence group of this class.

Proposition 6. Any normalized class of systems of differential equati-
ons is semi-normalized.

Proposition 7. Let the class L|S be normalized and a subset S ′ of S
determine a subclass L|S′ which is invariant under action of G∼(L|S).
Then the subclass L|S′ is normalized (in the same sense). G∼(L|S) is a
subgroup of G∼(L|S′), which generates T(L|S′) and, if L|S is normali-
zed in usual sense, coincides with G∼(L|S′) up to gauge equivalence
transformations in L|S′.

Proof. G∼(L|S′) ⊃ G∼(L|S), since for any Φ ∈ G∼(L|S) and for any
θ ∈ S ′ we have Φθ ∈ S ′, i.e. (θ,Φθ,Φ|(x,u)) ∈ T(L|S′) that implies Φ ∈
G∼(L|S′). Since T(L|S′) ⊂ T(L|S), for any (θ, θ̃, ϕ) ∈ T(L|S′) there exists
Φ ∈ G∼(L|S) such that θ̃ = Φθ and ϕ = Φ|(x,u), i.e. the subclass L|S′

is normalized. The above part of the proof is simply extended to the
generalized case.
Any Ψ ∈ G∼(L|S′) and any θ ∈ S ′ give the admissible transformation

(θ,Ψθ,Ψ|(x,u)) ∈ T(L|S′). Therefore, there exists Φ ∈ G∼(L|S) such that
Ψ|(x,u) = Φ|(x,u) and Ψθ = Φθ.

Note that under the above supposition the subclass L|S\S′ has similar
properties.
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Given the class L|S and a local (connected) group G of point transfor-
mations of (x, u) such that G = Gp

θ for some θ∈S, consider the subsets
of S

SG = { θ∈S | Gp
θ ⊃ G}, S̄G = { θ∈S | Gp

θ ⊃ G mod G∼},
S ′

G = { θ∈S | Gp
θ = G}, S̄ ′

G = { θ∈S | Gp
θ = G mod G∼}.

Corollary 1. Let the class L|S be normalized. Then L|S̄G
and L|S̄′

G
are

normalized subclasses of L|S . G∼(L|S) is a subgroup of G∼(L|S̄G
) and

G∼(L|S̄′
G
) and generates T(L|S̄G

) and T(L|S̄′
G
).

Proposition 8. The subclass L|S0 is invariant with respect to G∼(L|S),
where S0 = S ′

G∩, G∩ = G∩p(L|S).

Proof. Let us fix any Φ ∈ G∼(L|S) and any θ ∈ S0. It is necessary
to show that Φθ ∈ S0. Gp

Φθ = AdΦGp
θ = AdΦG∩, where AdΦ is the

action of Φ on transformation groups: G � ψ → ϕ−1 ◦ ψ ◦ ϕ ∈ AdΦG,
ϕ := Ψ|(x,u). Since Φθ ∈ L|S , Gp

Φθ ⊃ G∩. If Gp
Φθ = AdΦG∩ �= G∩

then G∩ �= AdΦ−1G∩ ⊂ G∩. But AdΦ−1G∩ = Gp
Φ−1θ, Φ−1θ ∈ L|S and,

therefore, AdΦ−1G∩ ⊃ G∩ that implies a contradiction. That is why,
Gp

Φθ = G∩, i.e. Φθ ∈ S0.

Proposition 9. L|S′
G

is normalized in usual sense if L|S is normalized
in usual sense. T(L|S′

G
) is generated by the group G∼(L|S′

G
) ∩ G∼(L|S)

the projection of which in (x, u) is the normalizer of G in G∼(L|S)|(x,u).

Proof. Let us fix arbitrary (θ, θ̃, ϕ) ∈ T(L|S′
G
). Since T(L|S′

G
) ⊂ T(L|S),

there exists Φ ∈ G∼(L|S) such that θ̃ = Φθ and ϕ = Φ|(x,u), θ, θ̃ ∈ S ′
G,

hence G = Gp

θ̃
= ϕ−1 ◦ Gp

θ ◦ ϕ = ϕ−1 ◦ G ◦ ϕ, i.e. ϕ = Φ|(x,u) belongs to
the normalizer of G in G∼(L|S)|(x,u).
Consider any Φ ∈ G∼(L|S) such that ϕ = Φ|(x,u) belongs to the

normalizer ofG inG∼(L|S)|(x,u). Then (θ,Φθ, ϕ) ∈ T(L|S′
G
) for arbitrary

θ ∈ S ′
G since Φθ ∈ S ′

G. Indeed, Φθ ∈ S and G = Gp
Φθ = ϕ−1 ◦ Gp

θ ◦ ϕ =
ϕ−1 ◦ G ◦ ϕ = G. Therefore, Φ ∈ G∼(L|S′

G
).

Proposition 10. G∩p(L|SG
) = G. G∼(L|SG

) ⊂ G∼(L|S′
G
). If L|S is

normalized in usual sense, projections of these groups in (x, u) coincide.

Proof. The first statement trivially follows from the definition of L|SG
.

Then in view of proposition 8 L|S′
G
is invariant with respect to G∼(L|SG

),
i.e. G∼(L|SG

) ⊂ G∼(L|S′
G
). Proposition 9 implies the latter statement.

In particular, G∼(L|SG
) ∩ G∼(L|S) = G∼(L|S′

G
) ∩ G∼(L|S).
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Note 2. In general, the class L|SG
is not normalized.

In view of the above propositions, the group classification problem
in any normalized class of differential equations is reduced to subgroup
analysis of the corresponding equivalence group. The property of strong
normalization allows us to hope that essential part of subgroups will
be Lie symmetry groups of systems from the class under consideration.
Moreover, under classification a hierarchy of normalized classes corres-
ponding to symmetry extension cases are naturally obtained.

11. Normalized subclasses and admissible transformations.
Investigation of normalization of the class L|S or its subclasses is necessa-
ry for description of T(L|S) and can be included as a step in stu-
dying T(L|S). The problem of classification of admissible transformati-
ons can be assumed solved, for example, in the following cases.
In view of the definition of normalized classes, the set of admissible

transformations is known if the class proves to be normalized and its
equivalence group are calculated. Then

T(L|S) = { (θ,Φθ,Φ|(x,u)) | θ ∈ S,Φ ∈ G∼}.

Suppose that the class L|S is presented as a union of disjoint normali-
zed subclasses, and there are no admissible transformations between
systems from different subclasses. That is, S =

⋃
γ∈Γ Sγ , L|Sγ

is normali-
zed for any γ ∈ Γ, Sγ ∩ Sγ′ = ∅ and T(θ, θ′) = ∅, where θ ∈ Sγ ,
θ′ ∈ Sγ′, γ �= γ′. Then obviously G∼(L|Sγ

) ⊃ G∼(L|S) for any γ ∈ Γ and
T(L|S) is the union of the simply constructed sets T(L|Sγ

) of admissible
transformations in the subclasses:

T(L|S) =
⋃
γ∈Γ

{ (θ,Φθ,Φ|(x,u)) | θ ∈ Sγ ,Φ ∈ G∼(L|Sγ
) }.

The class of nonlinear Schrödinger equations with potentials and
general modular nonlinearities has the set of admissible transformations
of the above structure for all space dimensions [11,18,19].
A more nontrivial situation is when normalized subclasses intersect

each other. Let S ′,S ′′ ⊂ S, S ′∩S ′′ �= ∅, the subclasses L|S′ and L|S′′ are
normalized, S ′ = G∼(L|S′) S ′ ∩ S ′′ and S ′′ = G∼(L|S′′) S ′ ∩ S ′′. Then
any admissible transformation (θ′, θ′′, ϕ) with θ′∈ S ′ and θ′′∈ S ′′, can be
presented in the form (θ′,Φ2(Φ1θ′), (Φ1◦Φ2)|(x,u)), where Φ1 ∈ G∼(L|S′),
Φ2 ∈ G∼(L|S′′) and Φ1θ′ ∈ S ′ ∩ S ′′.
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A set of admissible transformations of such structure arises under
investigation of a class of variable coefficient diffusion–reaction equa-
tions [24].

12. Conclusion. Consideration in this paper is quite informal. The
aim was to give a description of major tools of modern group analysis
and to present a new treatment of group classification problems. Most of
adduced definitions and statements are flexible and can be made rigorous
after fixing a class of system of differential equations under investigation.

The author is grateful to Prof. M. Kunzinger for fruitful discussion.
The research of the author was supported by the Austrian Science Fund
(FWF), Lise Meitner project M923-N13.
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Симетрiйнi властивостi та
перетворення еквiвалентностi
рiвнянь нелiнiйної математичної
фiзики
М.I. СЄРОВ

Полтавський нац. технiчний унiверситет iм. Юрiя Кондратюка
E-mail: k26@pntu.poltava.ua

Наведено основнi результати в областi симетрiйного аналiзу диферен-
цiальних рiвнянь, одержанi за останнi 10 рокiв групою науковцiв Пол-
тавського нацiонального технiчного унiверситету iменi Юрiя Кондра-
тюка.

Basic results in the field of symmetry analysis of differential equations,
which were obtained for 10 last years by the scientific group of the Yury
Kondratyuk Poltava National Technical University, are presented.

1. Вступ. Ця робота присвячена пам’ятi видатного українського ма-
тематика, фундатора школи симетрiйного аналiзу рiвнянь нелiнiйної
математичної фiзики на Українi, Вiльгельма Iллiча Фущича. Док-
тор фiз.-мат. наук, професор, член-кореспондент НАН України, за-
вiдувач вiддiлу прикладних дослiджень Iнституту математики НАН
України, лауреат державної премiй України, В.I.Фущич добре вi-
домий своїми науковими працями серед учених, якi займаються те-
матикою даного напряму математичної фiзики, не тiльки в нашiй
країнi, але й за її межами – в США, Канадi, Японiї, Iталiї, Австра-
лiї, Нiмеччинi, Польщi, Росiї та iнших країнах. Вiн є автором понад
300 наукових статей та 9 монографiй. Але не тiльки цi досягнення є
основними в роботi Вiльгельма Iллiча. Одним з основних i найбiльш
вагомих його досягнень є те, що вiн зумiв повести за собою по шля-
ху наукових дослiджень своїх учнiв, молодих науковцiв не тiльки
Iнституту математики НАН України, а й багатьох iнших iнститутiв
та унiверситетiв Києва, Ужгорода, Полтави, Житомира, Миколаєва,
Вiнницi, Днiпропетровська та деяких iнших мiст України. Усi свої
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знання, весь багатий досвiд наукових дослiджень Вiльгельму Iллiчу
вдалось передати своїм учням та послiдовникам. Група вчених згур-
тована Вiльгельмом Iллiчем навколо вiддiлу прикладних дослiджень
Iнституту математики НАН України по праву заслуговує носити iм’я
наукової школи симетрiйного аналiзу рiвнянь математичної фiзики.
Вiдзначаючись великою працездатнiстю i широкою обiзнанiстю

в своїй областi дослiджень, Вiльгельм Iллiч Фущич своєю енергiйнi-
стю, глибоким розумiнням багатьох проблем надихав нас, його учнiв,
до пошуку шляхiв розв’язання все нових i нових важливих задач.
Науковий шлях Вiльгельма Iллiча починався з вивчення си-

метрiйних властивостей лiнiйних рiвнянь та систем математичної
фiзики. Разом зi своїми учнями В.А.Салогубом, Л.П.Сокуром,
А.Г.Нiкiтiним, С.П.Онуфрiйчуком, Ю.М.Сегедою, В.В.Наконеч-
ним, В.А.Владiмiровим та iншими, вiн досяг значних успiхiв в цiй
галузi. В той же час, багато його наукових досягнень вiдносяться до
симетрiйного аналiзу рiвнянь нелiнiйної математичної фiзики.
Першi нелегкi кроки в цьому напрямi Вiльгельм Iллiч робив ра-

зом зi своїми учнями Ю.М.Сегедою, С.С.Москалюком, В.М.Ште-
ленем у кiнцi 70-х – на початку 80-х рокiв минулого столiття. Поряд
з широкими дослiдженнями в галузi симетрiйного аналiзу лiнiйних
рiвнянь, вивчення нелiнiйних задач у той час тiльки починалось.
Кожне нелiнiйне рiвняння, зi слiв Вiльгельма Iллiча, потребувало
iндивiдуального пiдходу, вимагало розробки спецiальних методiв йо-
го дослiдження. Незважаючи на цi принципову рису нелiнiйних рiв-
нянь, Вiльгельму Iллiчу вдалося розробити ряд важливих пiдходiв
дослiдження нелiнiйних диференцiальних рiвнянь i узагальнити їх
для цiлих класiв рiвнянь та систем нелiнiйної математичної фiзики.
Вiльгельм Iллiч вiдзначав [1] важливiсть вiдбору серед всiх допу-

стимих математичних моделей тих, якi описують конкретнi фiзичнi
процеси i мають багатi симетрiйнi властивостi, а саме задовольняють
принципам вiдносностi Галiлея та Пункаре–Ейнштейна. У зв’язку з
цим всi рiвняння з частинними похiдними вiн подiляв на два вели-
ких класи: рiвняння релятивiстської та рiвняння нерелятивiстської
фiзики. Багато його робiт разом з А.Г.Нiкiтiним, В.М.Штеленем,
Р.М.Чернiгою, Р.З.Ждановим, Р.М.Поповичем та iншими присвя-
чено цiй тематицi.
Важливий напрям, розроблений Вiльгельмом Iллiчем та його уч-

нямиЮ.М.Сегедою, В.М.Штеленем, В.М.Федорчуком, Л.Ф.Баран-
ником, А.Ф.Баранником, В.I.Лагном та багатьма iншими, полягає в
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застосуваннi алгебр та груп iнварiантностi нелiнiйних диференцiаль-
них рiвнянь до знаходження їх розв’язкiв. За допомогою пiдалгебр
алгебри iнварiантностi диференцiальних рiвнянь будують спецiальнi
пiдстановки, якi названо “анзацами”. Анзаци редукують вихiдне рiв-
няння до рiвняння з меншою кiлькiстю незалежних змiнних. Це дало
можливiсть одержати цiлi класи точних розв’язкiв багатьох основ-
них рiвнянь та систем нелiнiйної математичної фiзики: Дiрака, Да-
ламбера, Шрьодiнгера, Ламе, Максвелла тощо.
Продовжуючи вивчення нелокальних симетрiй диференцiальних

рiвнянь, якi Вiльгельм Iллiч розпочинав сумiсно з А.Г.Нiкiтiним для
лiнiйних задач (ця тематика одержала назву нелiївської симетрiї ди-
ференцiальних рiвнянь), разом з В.А.Тичинiним було отримано ряд
важливих результатiв i для нелiнiйних рiвнянь Кортевега–де Фрiза,
Борна–Iнфельда, Даламбера та деяких iнших.
Одним з найвагомiших в областi симетрiйного аналiзу є напрям,

який одержав назву “умовна симетрiя диференцiальних рiвнянь”.
Цей напрям розроблено Вiльгельмом Iллiчем сумiсно з I.М.Цифрою,
В.I.Чопиком та автором. Вiльгельм Iллiч стверджував, що з розроб-
кою методу та концепцiї умовної симетрiї виникла необхiднiсть пе-
регляду з цiєї точки зору всiх результатiв для всеможливих рiвнянь
як лiнiйної, так i нелiнiйної математичної фiзики, одержаних ранiше
класичними методами С. Лi.
Науковi iдеї Вiльгельма Iллiча Фущича живуть i розвиваються в

роботах його учнiв i послiдовникiв. Групи молодих вчених, якi за-
ймаються дослiдженнями в цiй областi, зосередженi в кiлькох мiстах
України i закордоном. Робота цих груп координується вiддiлом при-
кладних дослiджень Iнституту математики НАН України на чолi з
доктором фiз.-мат. наук, професором А.Г.Нiкiтiним. Одна з таких
груп складається з викладачiв та аспiрантiв кафедри вищої мате-
матики Полтавського нацiонального технiчного унiверситету iменi
Юрiя Кондратюка. Основнi публiкацiї та результати, одержанi ни-
ми за останнi десять рокiв, наведено в цiй статтi та деяких iнших
статтях цього збiрника.
2. Конформна iнварiантнiсть. Розглянемо клас квазiлiнiйних

рiвнянь з частинними похiдними другого порядку вигляду

Fμν
(
u, u

1

)
uμν + G

(
u, u

1

)
= 0, (1)

де Fμν(u, u
1
), G(u, u

1
), u = u(x) – гладкi функцiї, x = (x0, x1), u

1
=
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(u0, u1), uμ = ∂u
∂xμ

, uμν = ∂2u
∂xμ∂xν

, μ = 0, 1. Тут i далi за iндексами, що
повторюються, передбачається пiдсумовування.
До класу (1) входять такi класичнi рiвняння як рiвняння ейкона-

лу uμuμ = F (u) та нелiнiйнi хвильовi рiвняння

�u + G(u, u
1
) = 0.

Якщо Fμν = (1 − uαuα)gμν + uμuν , G = 0, то рiвняння (1) cпiвпадає
з рiвнянням Борна–Iнфельда (1 − uνuν)�u + uμuνuμν = 0. Наведенi
рiвняння володiють широкими алгебрами лiївських симетрiй. Вони
iнварiантнi вiдносно алгебр Пуанкаре, розширеної алгебри Пуанкаре,
конформної алгебри. В [2] доведено таке твердження.

Теорема 1. Рiвняння (1) iнварiантне вiдносно конформної алгебри
AC(1, 1), базиснi елементи якої задаються операторами

∂0, ∂1, J01 = x0∂1 + x1∂0,

D = x0∂0+x1∂1+ku∂u, Kμ = 2xμD − (x2−ku2)∂μ, μ = 0, 1,

тодi i тiльки тодi, коли воно або має вигляд

�u = (u2
0 − u1

1)f(u)

при k = 0 або

(1 − uνuν)�u + uμuνuμν =
2
u

(
1 − uνuν)(1 + λ

√
1 − uνuν

)
(2)

при k = 1, де λ – довiльна стала, f = f(u) – довiльна функцiя.

Рiвняння (2) можна розглядати як рiвняння Борна–Iнфельда з
правою частиною. Вiдомо, що максимальною алгеброю iнварiантно-
стi (МАI) рiвняння Борна–Iнфельда є розширена алгебра Пуанкаре
AP1(1, n+1). Отже, права частина розширює алгебру iнварiантностi
рiвняння Борна–Iнфельда до конформної алгебри AC(1, n). У [2] та-
кож одержано узагальнення цього результату на випадок довiльної
кiлькостi змiнних.
Вiдомо [3], що багатовимiрне узагальнення рiвняння Борна–Iн-

фельда

(1 − uνuν)�u + uμuνuμν = 0, (3)
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iнварiантне вiдносно розширеної алгебри Пуанкаре AP1(1, n + 1) в
просторi (x0, x1, . . . , xn, xn+1), де роль змiнної xn+1 вiдiграє фун-
кцiя u. Симетрiї цього рiвняння можна застосувати для побудови
iнварiантних анзацiв, проведення редукцiї та знаходження точних
розв’язкiв рiвняння (3). Оскiльки невiдома функцiя u = u(x) в iн-
варiантнi анзаци входить неявно, проведення редукцiї рiвняння (3)
пов’язане зi значними технiчними труднощами. Так, наприклад, у
випадку x = (x0, x1, x2) ∈ R

3 загальний вигляд iнварiантного анзаца
для рiвняння (3) задається формулою

z = ϕ(ω, θ),

де ω = ω(x, u), θ = θ(x, u), z = z(x, u) – iнварiанти алгебри AP1(1, 3),
ϕ – нова невiдома функцiя. Тiльки пiсля того, як редуковане рiв-
няння для функцiї ϕ вдалося записати у коварiантному виглядi [4],
процес редукцiї значно спростився, що дало змогу побудувати класи
точних розв’язкiв рiвняння (3).
Одним з основних рiвнянь геометричної оптики є рiвняння ейко-

налу

uμuμ = F (u). (4)

За допомогою локальної замiни змiнних рiвняння (4) можна звести
до одного з таких трьох випадкiв:

uμuμ = 0, uμuμ = 1, uμuμ = −1. (5)

Симетрiйнi властивостi рiвнянь (5) добре вивченi (див., наприк-
лад, [3]). МАI двох останнiх рiвнянь (5) є конформнi алгебри AC(1,
n + 1) та AC(1 + 1, n) вiдповiдно. Причому роль xn+1 для алгебри
AC(1, n + 1) та роль другої часової змiнної для алгебри AC(1 + 1, n)
вiдiграє функцiя u.
Природною є задачу опису рiвнянь чи систем рiвнянь, якi, напри-

клад, при x = (x0, x1, x2, x3), iнварiантнi вiдносно алгебр AC(1, 5),
AC(2, 4) чи AC(3, 3). Якщо розглянути систему двох рiвнянь ейко-
налу для двох функцiй u та w

uμuμ = ±1, wμwμ = ±1, (6)

то виявляється, що вона не є конформно iнварiантною. Конформно
iнварiантною система (6) стає лише при додатковiй умовi

uμwμ = 0, (7)
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яка задає свого роду взаємодiю двох полiв u та w. Встановлено [5],
що при додатковiй умовi (7) системи

uμuμ = 1, uμuμ = 1, uμuμ = −1,

wμwμ = 1; wμwμ = −1; wμwμ = −1,

iнварiантнi вiдносно алгебр AC(1, 5), AC(2, 4) та AC(3, 3) вiдповiдно.
Подiбну задачу розв’язано в [6] для рiвняння Гамiльтона–Якобi,

яке є параболiчним аналогом рiвняння ейконалу.
При дослiдженнi симетрiйних властивостей рiвнянь та систем ма-

тематичної фiзики виникає задача класифiкацiї зображень можли-
вих алгебр iнварiантностi. Було розглянуто задачу опису нееквiва-
лентнi лiнiйнi представлення алгебр Пуанкаре та конформної алге-
бри, вiдносно яких iнварiантнi рiвняння гiперболiчного типу у ви-
падку u ∈ R

2 при умовi, що вихiдна система допускає лiнiйнi пере-
творення еквiвалентностi. Одержано 6 нееквiвалентних лiнiйних зо-
бражень [7] загальної лiнiйної алгебри порядку два, на основi яких
у [8] отримано нееквiвалентнi лiнiйнi зображення розширеної алге-
бри Пуанкаре AP1(1, 1) та конформної алгебри AC(1, 1) для випадку
u ∈ R

2. Побудованi лiнiйнi зображення алгебр Пуанкаре та конформ-
ної алгебри застосовано для дослiдження симетрiйних властивостей
систем квазiлiнiйних хвильових рiвнянь вигляду

�u = (F 0(u)∂0 + F 1(u)∂1)u,

де u = (u1, u2), F 0, F 1 – функцiональнi матрицi розмiрностi 2 × 2.
3. Iнварiантнiсть вiдносно узагальненої алгебри Галiлея.

У роботах [7, 9] дослiджено iнварiантнiсть систему нелiнiйних рiв-
нянь конвекцiї–дифузiї

u0 = �u + F a(u)ua, (8)

вiдносно узагальненої алгебри Галiлея для рiзних розмiрностей ве-
кторного поля u та просторових змiнних �x. Тут u = u(x0, �x) ∈ R

m,
�x ∈ R

n, F a – функцiональнi матрицi розмiрностi m × m, a = 1, n.
Вивчено всi випадки для m ≤ 3 та n ≤ 3. У [7] встановлено, що у
випадку n = 1, m = 2 iснує 5 систем, iнварiантних вiдносно названої
алгебри, наприклад, система

u0 + u1u1 + u11 = 0
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iнварiантна вiдносно алгебри AG2(1, 1) з базисними операторами

∂0, ∂1, G = x0∂1 + ∂u1 , D = 2x0∂0 + x1∂1 − u1∂u1 ,

Π = x2
0∂0 + x0x1∂1 + (x1 − x0u

1)∂u1 . (9)

У роботi [9] показано, що у випадку n = 1, m = 3 таких систем 20.
При n = m = 2 є лише одна система, iнварiантна вiдносно узагаль-
неної алгебри Галiлея; вона спiвпадає з класичною системою рiвнянь
Бюргерса. У випадку n = 2, m = 3 таких систем чотири. Крiм того,
встановлено (8), що в класi систем для двовимiрного та тривимiрно-
го векторних полiв при n > m не iснує систем, iнварiантних вiдносно
узагальненої алгебри Галiлея.
Системи рiвнянь третього порядку вигляду

u0 + F (u)u1 + Ku11 + Λu111 = 0, (10)

де u ∈ R
2, F – функцiональна, а K i Λ – сталi матрицi розмiрно-

стi 2×2, при конкретних нелiнiйностях знаходять широке застосува-
ння в теорiї щiльних частотних полiв, у загальних розтягах i дефор-
мацiях скiнченних середовищ, подiбних до розтягiв Хабла Всесвiту
в астрофiзицi [10], в явищах турбулентної дифузiї [11], в процесах,
пов’язаних з рiдинами Ван-дер-Ваальса [12]. Для деяких систем (10)
дослiджено симетрiйнi властивостi i методами лiївської та умовної
симетрiї знайдено точнi розв’язки [13–16].
Розглянуто також задачу про побудову функцiй F ab, при яких

система (10) iнварiантна вiдносно алгебри Галiлея та її розширень
операторами масштабних та проективних перетворень. Тобто, серед
всеможливих допустимих математичних моделей вигляду (10) вiдi-
брано тi, що задовольняють принцип вiдносностi Галiлея. Доведе-
но [17], що в класi систем (10) iснує лише 5 локально нееквiвалентних
систем третього порядку, iнварiантних вiдносно реалiзацiй розшире-
ної алгебри Галiлея AG2(1, 1). Серед них, наприклад, система

u1
0 + u1u1

1 + k11u
1
11 + λ12u

2
111 = 0,

u2
0 + u1u2

1 + k22u
2
11 = 0,

для якої максимальна в сенсi Лi алгебра iнварiантностi породжена
операторами (9).
Важливiсть цього результату полягає ще й тому, що серед систем

диференцiальних рiвнянь третього порядку вперше виокремлено си-
стеми, що iнварiантнi вiдносно узагальненої алгебри Галiлея.
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4. Iнварiантнiсть цилiндрично-симетричних рiвнянь. До-
бре вiдомо (див., наприклад, [3]), що нелiнiйне хвильове рiвняння
�u = F (u), де u = u(x), x = (x0, . . . , xn), F = F (u) – довiльна гладка
функцiя, iнварiантне вiдносно конформної алгебри AC(1, n), якщо
воно має вигляд

�u = λu
n+3
n−1 , λ = const. (11)

Аналогiчний результат встановлено також i для нелiнiйного рiвнян-
ня Шрьодiнгера

iψt − 1
2m

� ψ = F (ψ,ψ). (12)

Рiвняння (12) iнварiантне вiдносно узагальненої алгебри Галiлея
AG2(1, n) тодi i тiльки тодi, коли воно має вигляд

iψt − 1
2m

� ψ = λ|ψ| 4
n ψ, λ = const. (13)

Пiд час обговорення цих результатiв Вiльгельм Iллiч Фущич ста-
вив запитання: “Чому степенi нелiнiйностей n+3

n−1 та
4
n рiвнянь (11) та

(13) так жорстко зафiксованi? В той час, як з фiзичної точки зору
данi степенi нiчим особливим не вiдрiзняються вiд iнших степенiв”.
Цю “жорсткiсть” вдалося послабити для кiлькох рiвнянь, якi воло-
дiють цилiндричною симетрiєю [18].
Теорема 2. Цилiндрично-симетричне нелiнiйне хвильове рiвняння

�u − N

xn
un = F (u) (14)

iнварiантне вiдносно конформної алгебри AC(1, n−1) тодi i тiльки
тодi, коли F = λuk, де λ, k �= 1 – довiльнi сталi, N = 1 − n + 4

k−1 .
Теорема 3. Цилiндрично-симетричне нелiнiйне рiвняння Шрьодiн-
гера

iψt − 1
2m

(
� ψ + N

xn
ψn

)
= F (ψ,ψ)

iнварiантне вiдносно узагальненої алгебри Галiлея AG2(1, n−1), то-
дi i тiльки тодi, коли F (ψ,ψ) = λ|ψ|kψ, де λ, k—довiльнi сталi,
N = 4

k − n.

Симетрiйнi властивостi та перетворення еквiвалентностi 263

При описаннi процесiв теорiї проникання (див., наприклад, [19])
використовують систему рiвнянь

ut + 1
2 (��u)2 = F (ρ),

vt + ��u��v = 0, (15)
ρt + ��u��ρ + ρ � u = 0

та вiдповiдну цилiндрично-симетричну систему

ut + 1
2 (��u)2 = F (ρ),

vt + ��u��v = 0, (16)

ρt + ��u��ρ + ρ
(

� u + N
xn

un

)
= 0,

де u = u(t, �x) – потенцiал поля швидкостей частинки, v = v(t, �x) –
ентропiя, ρ = ρ(t, x) – густина.
Для систем (15) та (16) в [17,20] отримано результати, аналогiчнi

результатам щодо рiвнянь (14).
Теорема 4. Система (15) iнварiантна вiдносно узагальненої алге-
бри Галiлея AG(1, n) тодi i тiльки тодi, коли F (ρ) = λρ

2
n , де λ –

довiльнi стала.
Теорема 5. Система рiвнянь (16) iнварiантна вiдносно узагальне-
ної алгебри Галiлея AG(1, n−1) тодi i тiльки тодi, коли F (ρ) = λρk

де λ, k – довiльнi сталi, N = 2
k − n.

5. Умовна симетрiя.При дослiдженнiQ-умовної симетрiї дифе-
ренцiального рiвняння виникає проблема iнтегрування системи ви-
значальних рiвнянь для визначення координат iнфiнiтезимального
оператора. Ця система досить складна, причому складнiсть її розв’я-
зання, як правило, перевищує складнiсть розв’язання вихiдного рiв-
няння.
Поняття Q-умовної симетрiї бере початок з роботи Блумена i Ко-

ула [21], де вони ввели означення так званої некласичної симетрiї.
Розглянувши приклад лiнiйного рiвняння теплопровiдностi, вони зiт-
кнулися з проблемою iнтегрування складної нелiнiйної системи ви-
значальних рiвнянь, розв’язати яку їм не вдалося. Можливо це стало
однiєю з причин того, що в своїх подальших дослiдженнях вони до
теми некласичної симетрiї не поверталися.
У зв’язку з цим пiсля введення поняття умовної симетрiї в [3]

та рядi наступних робiт розв’язувалася задача про побудову хоча б
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частинних розв’язкiв визначальної системи, що, безумовно, давало
новi результати, порiвняно з лiївською симетрiєю.
Нелiнiйне рiвняння акустики u00 = uu11 було першим, для яко-

го нам вдалося повнiстю розв’язати задачу дослiдження Q-умовної
симетрiї [22,23]. Одержано ряд операторiв, один з яких має вигляд

Q6=∂0+

(
℘̇

℘
− Λ̇

Λ

)
∂1+

[
℘̇

℘
u+

(
℘̇−℘

Λ̇
Λ

)
x2

1+
x1

Λ
+

c0

℘

]
∂u,

де c0 – довiльна стала, ℘ = ℘(x0) – функцiя Веєрштрасса, Λ = Λ(x0) –
функцiя Ламе.
В [23] поставлено та розв’язано задачу знаходження iнволютив-

ної множини двох операторiв умовної iнварiантностi двовимiрного
рiвняння акустики

u00 = u(u11 + u22).

Клас нелiнiйних (1 + 2)-вимiрних рiвнянь теплопровiдностi

H(u)u0 + u11 + u22 = F (u), (17)

де u = u(x), x = (x0, x1, x2), H(u) та F (u) — довiльнi гладкi функцiї,
розглянуто в [17]. Якщо у випадку рiвняння акустики вдалося повнi-
стю розв’язати задачу знаходження операторiв Q-умовної iнварiан-
тностi для одного конкретного рiвняння, то в [17] проведено повний
опис операторiв Q-умовної iнварiантностi для класу рiвнянь (17), в
який входять двi довiльнi функцiї H(u) i F (u).
Теорема 6 [17]. Будь-який оператор Q-умовної симетрiї нелiнiйно-
го рiвняння теплопровiдностi (17) або є еквiвалентним оператору
лiївської симетрiї цього рiвняння, або з точнiстю до перетворень
з групи еквiвалентностi та додаткових перетворень є еквiвален-
тним одному з наступних операторiв:

1. Q = ∂0 + (λ1u + λ2)∂u у випадку F = (λ1u + λ2)(H + λ0);

2. Q = ∂0 + [λ2u − b(�x)]∂u, де �b = b2 + λ1b + λ2λ0,

H = u, F = λ2u
2 + λ1u + λ0;

3. Q = ∂1 + a(x0, x1)u∂u, де a0 + a11 = −2aa1 + λa,

H = 1, F = λu ln u, λ �= 0.

Тут λ, λ0, λ1, λ2 – довiльнi сталi.
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Для класу (17) знайдено в явному виглядi широкi класи iнволю-
тивних множин двох операторiв Q-умовної симетрiї.
Отриманi оператори використано для побудови анзацiв та про-

ведення редукцiї вiдповiдних рiвнянь до диференцiальних рiвнянь
з двома змiнними. Показано, що наслiдком Q-умовної симетрiї для
рiвнянь такого типу є можливiсть роздiлення змiнних та проведення
антиредукцiї.
У роботi [24] умовна iнварiантнiсть нелiнiйного хвильового рiвня-

ння

�u = F (u) (18)

вивчалась при додатковiй умовi, що складається з двох рiвнянь

uμuμ = G(w, u), Qu = 0. (19)

Тут u = u(x), x = (x0, �x), �x ∈ R
n, F = F (u), G = G(w, u), H =

H(w, u) – довiльнi гладкi функцiї, w = αx = αμxμ, α – довiльний
сталий вектор,

Q = αμ∂μ − H(w, u)∂u. (20)

Теорема 7. Рiвняння (18) iнварiантне вiдносно оператора (20) при
умовi (19), якщо функцiї F , G, H задовольняють систему

2Hw + Gu = 2F, α2Gw + HGu − 2(HuG + HHw) = 0.

Наведемо деякi з знайдених у явному виглядi функцiй F , G, H:

1. F = λu, G = u2(λ − cosh−2 w), H = u tanh w;

2. F = λ sinhu, G = 4λ sinh2 u

2
+

16
cosh2 w

sinh2 u

4
,

H = 2 tanh w sinh
u

2
;

3. F = λ sinu, G = 4λ sin2 u

2
− 16

cosh2 w
sin2 u

4
,

H = 2 tan w sin
u

2
;

4. F = − sin u, H = −2[(x1 + C) cos u
2 + cosh x1 sin u

2 ]
(x1 + C) sinh x1 − cosh x1

,

G =
4
H

(H cos u − Hu sinu + 2HH1u − H11).
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6. Нелокальнi перетворення еквiвалентностi. Розглянемо
систему нелiнiйних рiвнянь дифузiї

ut = ∂x[f(u)ux], (21)

де u ∈ R
2, f(u) = (fab); ua = ua(t, x), fab = fab(u) – довiльнi гладкi

функцiї, a, b = 1, 2. Застосувавши до системи (21) ланцюжок нело-
кальних перетворень

t = t, x = x, ua = va
x, (22)

де va = va(t, x) – новi невiдомi функцiї;

t = x0, x = w1, v1 = x1, v2 = w2, (23)

де x0, x1 – новi незалежнi змiннi, wa = wa(x0, x1) – новi залежнi
змiннi,

x0 = x0, x1 = x1, w1
1 = z1, w2

1 = z2, (24)

де za = za(x0, x1) – новi залежнi змiннi, одержимо систему

z0 = ∂1[F (z)z1], (25)

де z ∈ R
2, zμ = ∂z

∂xμ
, ∂1 = ∂

∂x1
, F (z) = (F ab), F ab = F ab(z), μ = 0, 1,

причому функцiї F ab(z) пов’язанi iз функцiями fab спiввiдношення-
ми

F 11 = (z1)−2
[
f11 + z2f12

]
,

F 12 = −(z1)−1f12,

F 21 = (z1)−3
[
z2(f11 + z2f12) − (f21 + z2f22)

]
, (26)

F 22 = (z1)−2
[
f22 − z2f12

]
,

де fab = fab( 1
z1 , z2

z1 ), F ab = F ab(z).
Таким чином [25], ланцюжок замiн (22)–(24) зводить систему (21)

до системи рiвнянь(25) того ж вигляду i навпаки, неважко переко-
натися, що система (25) за допомогою вказаних замiн зводиться до
системи (21).
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Якщо припустити, що система (21) лiнiйна, тобто f(u) = Λ, де
Λ = (λab) – стала матриця, то, використавши формули (26), одержи-
мо систему

z1
0 = ∂1

[
λ11 + λ12z

2

(z1)2
z1
1 − λ12

z1
z2
1

]
, (27)

z2
0 = ∂1

[
z2(λ11 + λ12z

2) − (λ21 + λ22z
2)

(z1)3
z1
1 +

λ22 − λ12z
2

(z1)2
z2
1

]
,

яка за допомогою перетворень (22)–(24) зводиться до лiнiйної систе-
ми вигляду ut = Λuxx.

Розглянемо неiнварiантна вiдносно алгебри Галiлея систему

z1
0 = ∂1

[
z1
1

2(z1)2

]
,

z2
0 = ∂1

[
− z2

(z1)3

(
1
2

+ g

(
z2

z1

))
z1
1 + g

(
z2

z1

)
z2
1

(z1)2

]
. (28)

Неважко переконатися, що ця система одержується дiєю перетворень
(22)–(24) на систему

u1
t = ∂x

[
1
2
u1

x

]
,

u2
t = ∂x

[
u2

u1
u1

x + g(u2)u2
x

]
, (29)

яка iнварiантнa [26] вiдносно алгебри Галiлея AG(1, 1). Побудувавши
по операторах алгебри AG(1, 1) анзаци для системи (29) та подiяв-
ши на них перетвореннями (22)–(24), одержимо нелокальнi анзаци
для системи (28) [27], якi неможливо отримати в рамках теорiї С. Лi.
Цi анзаци редукують систему (28) до систем звичайних диференцi-
альних рiвнянь, розв’язавши якi за допомогою вiдповiдних анзацiв,
можна знайти розв’язки системи (28).
В данiй роботi зроблено огляд основних досягнень другого поко-

лiння полтавських вчених з наукової школи, створеної Вiльгельмом
Iллiчем Фущичем. Наведенi результати свiдчать про те, що його iдеї
живуть i розвиваються молодими науковцями.
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Некласичне узагальнення
одновимiрної системи рiвнянь
Нав’є–Стокса
М.М. СЄРОВА

Полтавський нац. технiчний унiверситет iм. Юрiя Кондратюка
E-mail: k26@pntu.poltava.ua

Система одновимiрних рiвнянь Нав’є–Стокса узагальнена на випадок
двовимiрного векторного поля та однiєї просторової змiнної iз збере-
женням iнварiантностi вiдносно узагальненої алгебри Галiлея.

The system of one-dimensional Navier–Stokes equations is generalized two
the case of two-dimensional vector field and one space variable, with
preserving invariance under generalized Galilei algebra.

1. Вступ. Основними рiвняннями, якi описують процеси гiдроди-
намiки є система рiвнянь Нав’є–Стокса. В одновимiрному випадку
дана система має вигляд:

u0 + uu1 + u11 = − 1
ρ∂1p,

ρ0 + ∂1(ρu) = 0, p = f(ρ), (1)

де u = u(x) – швидкiсть, ρ = ρ(x) – густина, p = p(x) – тиск рiдини,
x = x(x0, x1), uμ = ∂u

∂xμ
, μ = 0, 1, f(ρ) – довiльна гладка функцiя.

У роботах [1–6] дослiдженi симетрiйнi властивостi системи рiв-
нянь Нав’є–Стокса та одержанi її iнварiантнi розв’язки. При довiль-
нiй гладкiй функцiї f(ρ) система (1) iнварiантна вiдносно алгебри
Галiлея AG(1, 1), базиснi оператори якої мають вигляд

∂0, ∂1, G = x0∂1 + ∂u. (2)

Якщо ж f(ρ) = λρk (λ, k – довiльнi сталi), то базиснi елементи (2)
розширюються оператором масштабних перетворень

D = 2x0∂0 + x1∂1 − u∂u + 2
1−kρ∂ρ. (3)
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Найбiльш широку симетрiю система Нав’є–Стокса (1) допускає
у випадку f(ρ) = λρ3. При такому значеннi f(ρ) максимальною в
розумiннi С. Лi алгеброю iнварiантностi системи (1) є узагальнена
алгебра Галiлея AG2(1, 1) з базисними операторами

∂0, ∂1, G, D = 2x0∂0 + x1∂1 − u∂u − ρ∂ρ,

Π = x0(x0∂0 + x1∂1 − ρ∂ρ) + (x1 − x0u)∂u. (4)

Класичним узагальненням системи (1) на випадок довiльної кiль-
костi незалежних змiнних x = (x0, �x) ∈ R

1+n є система:

u0 + (�u�∇)�u + m��u = − 1
ρ
�∇p,

ρ0 + div(ρ�u) = 0, p = f(ρ). (5)

Таке узагальнення (5) є правильним як з фiзичної точки зору,
так i з точки зору симетрiйного аналiзу, оскiльки симетрiйнi вла-
стивостi системи (5) вiдповiдають симетрiйним властивостям систе-
ми (1), враховуючи розширення простору (�x, �u), тобто максималь-
ною алгеброю iнварiантностi системи (5) є узагальнена алгебра Га-
лiлея AG2(1, n) з наступними базисними операторами:

∂0, ∂1, Ga = x0∂a + ∂ua , D = 2x0∂0 + xa∂a − ua∂ua − nρ∂ρ,

Π = x0(x0∂0 + xa∂a − nρ∂ρ) + (xa − x0u
a)∂ua .

Але, незважаючи на це, система (5) має недолiк: вона може застосо-
вуватися тiльки тодi, коли кiлькiсть функцiй �u спiвпадає з кiлькiстю
незалежних просторових змiнних �x. Зауважимо, що при описаннi де-
яких гiдродинамiчних процесiв виникають ситуацiї, коли розмiрнiсть
простору незалежних змiнних �x не спiвпадає з розмiрнiстю вектор-
ного поля �u (див. наприклад, [7, 8]). У таких випадках данi процеси
моделюються iншими рiвняннями.
Одним iз прикладiв такого моделювання може бути симетрiйний

принцип, на основi якого в данiй роботi пропонуються iншi матема-
тичнi моделi, якi узагальнюють одновимiрну систему (1) i iнварiантнi
вiдносно узагальненої алгебри Галiлея, у яких розмiрнiсть вектора
поля �u не спiвпадає з кiлькiстю просторових змiнних �x.
Оскiльки основу системи Нав’є–Стокса складає рiвняння Бюр-

герса

u0 + uu1 + u11 = 0, (6)
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то спочатку необхiдно його узагальнити на випадок багатьох залеж-
них змiнних.
Добре вiдомо, що максимальною алгеброю iнварiантностi рiвня-

ння (6) є узагальнена алгебра Галiлея AG2(1, 1), базиснi елементи
якої

∂0, ∂1, G, D = 2x0∂0 + x1∂1 − u∂u − ρ∂ρ,

Π = x0(x0∂0 + x1∂1 − ρ∂ρ) + (x1 − x0u)∂u (7)

задовольняють комутацiйним спiввiдношенням

[∂0, ∂1] = 0, [∂0, G] = ∂1, [∂0,D] = 2∂0,

[∂0,Π] = D, [∂1, G] = 0, [∂1,D] = ∂1,

[∂1,Π] = G, [G,D] = −G, [G,Π] = 0, [D,Π] = 2Π. (8)

Розглянемо випадок �u = �u(x0, x1) = {u1, u2} ∈ R
2. Рiвняння (6)

узагальнимо наступною системою

ua
0 + F ab(u)ub

1 + ua
11 = 0, (9)

де F ab – довiльнi гладкi функцiї, a, b = 1, 2.
Будемо вимагати, щоб система (9) була iнварiантна вiдносно уза-

гальненої алгебри Галiлея AG2(1, 1) з базисними операторами вигля-
ду

∂0, ∂1, G = x0∂1 + ηa(x, u)∂ua ,

D = 2x0∂0 + x1∂1 + ζa(x, u)∂ua ,

Π = x0(x0∂0 + x1∂1) + σa(x, u)∂ua . (10)

У роботi [9] показано, що зображення операторiв (10) можуть бу-
ти лише лiнiйними по змiнних u, тобто

ηa = aab(x)ub + ba(x), ζa = αab(x)ub + βa(x),

σa = cab(x)ub + da(x), (11)

де aab, αab, cab, ba, βa, da – довiльнi гладкi функцiї.
Для того щоб оператори (10) утворювали базис алгебри AG2(1, 1),

потрiбно щоб вони задовольняли комутацiйним спiввiдношенням (8).
Враховуючи формули (11) i (8), одержуємо що оператори (10)

мають вигляд

∂0, ∂1, G = x0∂1 + Q1, D = 2x0∂0 + x1∂1 + Q2,
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Π = x0(x0∂0 + x1∂1) + x1Q1 + x0Q2, (12)

де Qi = (miabu
b + nia)∂ua , miab, nia – довiльнi сталi.

Таким чином, наша задача звелася до знаходження таких функ-
цiй F ab(u) i сталих miab, nia, при яких система рiвнянь (9) буде iнва-
рiантна вiдносно алгебри з базисними операторами (12). Детальний
опис таких систем проведено в [9].
Використавши, наприклад, наступну систему з [9]

u1
0 + u1u1

1 + u1
11 = 0, u2

0 + u1u2
1 + u2

11 = 0,

яка iнварiантна вiдносно узагальненої алгебри алгебри з базисними
операторами вигляду

∂0, ∂1, x0∂1 + ∂u1 , 2x0∂0 + x1∂1 − u1∂u1 ,

x2
0∂0 + x0x1∂1 + (x1 − x0u

1)∂u1 ,

одновимiрну систему рiвнянь Нав’є–Стокса (1) будемо узагальнюва-
ти на випадок двовимiрного векторного поля �u та однiєї просторової
змiнної x1 наступним чином

�u0 + u1�u1 + �u11 = �f(ρ)ρ1, ρ0 + ∂1[�g(ρ)�u] = 0, (13)

де �f = (f1(ρ), f2(ρ)), �g = (g1(ρ), g2(ρ)) – довiльнi гладкi вектор-
функцiї.
Вимагаємо щоб система (13) була iнварiантна вiдносно узагальне-

ної алгебри Галiлея AG2(1, 1), базиснi елементи якої з врахуванням
комутaцiйних спiввiдношень (8) мають вигляд

∂0, ∂1, G = x0∂1 + ∂u1 ,

D = 2x0∂0 + x1∂1 − u1∂u1 + mu2∂u2 + kρ∂ρ,

Π = x0(x0∂0 + x1∂1 − u1∂u1 + mu2∂u2 + kρ∂ρ) + x1∂u1 , (14)

де m, k – довiльнi сталi. Справедливе наступне твердження.
Теорема. Система (13) iнварiантна вiдносно узагальненої алгебри
Галiлея з базисними операторами (14), тодi i тiльки тодi, коли

k = −1, m = 0,

f1 = λ1ρ, f2 = λ2, g1 = ρ, g2 = λ3ρ
2, (15)

де λ1, λ2, λ3 – довiльнi сталi.
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Доведення. Використавши критерiй С. Лi [10, 11] iнварiантностi си-
стеми (13) вiдносно алгебри з базисними операторами (14), одержу-
ємо систему визначальних рiвнянь вiдносно невiдомих функцiй �f , �g
та сталих k, m:

kρf1 + (k + 2)f1 = 0, kρḟ2 + (k − m + 1)f2 = 0,

m = 0, kg̈1 = 0, ġ1 = 1, k(ρġ1 − g1) = 0, g1 = −kρ,

kρg̈2 + (m + 1)ġ2 = 0, kρġ2 + (m − k + 1)g2 = 0. (16)

Неважко бачити, що система (16) сумiсна лише при k = −1, m = 0 i
її загальний розв’язок задається формулами (15). �

Отже, система

u1
0 + u1u1

1 − u1
11 = λ1ρρ1, u2

0 + u1u2
1 − u2

11 = λ2ρ1,

ρ0 + ∂1[ρ(u1 + λ3ρu2)] = 0 (17)

iнварiантна вiдносно узагальненої алгебри Галiлея AG2(1, 1) з базис-
ними операторами

∂0, ∂1, G = x0∂1 + ∂u1 , D = 2x0∂0 + x1∂1 − u1∂u1 − ρ∂ρ,

Π = x0(x0∂0 + x1∂1 − u1∂u1 − ρ∂ρ) + x1∂u1 .

Так як система (17) узагальнює одномiрну систему рiвнянь Нав’є–
Стокса як по формi так i по симетрiйних властивостях, то вона пре-
тендує на описання реальних процесiв гiдродинамiки у випадку дво-
вимiрного векторного поля �u, та однiєї просторової змiнної x1.
Аналогiчно для узагальнення системи (1) можна використати iн-

шi результати [9].
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Запропоновано метод узагальнення бiгамiльтонових динамiчних сис-
тем. Для iнтегрування отриманих систем використовується метод бi-
нарних одягаючих перетворень Дарбу.

A method of generalization of bi-Hamiltonian dynamical systems is propo-
sed. For integrating the obtained generalized systems the binary Darboux
dressing-method is applied.

1. Вступ. Робота складається iз вступу, двох роздiлiв i заключних
зауважень. У роздiлi 2 наводяться основнi поняття, означення i необ-
хiднi в подальших роздiлах формули i властивостi з теорiї формаль-
них символiв iнтегродиференцiальних операторiв. У роздiлi 3 побу-
довано векторне узагальнення породжуючого оператора нелiнiйної
моделi Шредiнгера, знайдено для нього групу операторiв перетворе-
ння типу Дарбу та доведена теорема Дарбу, яка дозволяє будувати
широкi класи точних розв’язкiв для нелiнiйної багатокомпонентної
моделi типу Шредiнгера.
2. Вихiднi положення. Розглянемо над полем C лiнiйний про-

стiр ζ мiкродиференцiальних операторiв (МДО) (формальних сим-
волiв) вигляду

L ∈ ζ =

⎧⎨⎩
n(L)∑

i=−∞
aiDi : i, n(L) ∈ Z

⎫⎬⎭ , (1)

де коефiцiєнти ai є матричними (N × N)-функцiями “просторової”
змiнної x = t1: ai ∈ MatN×N (R → C) i еволюцiйних параметрiв t2 :=
t, t3, . . . . Матричнi коефiцiєнти ai(t), t = (t1, t2, . . .), вважаються
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гладкими функцiями векторної змiнної t, яка має скiнчену кiлькiсть
компонент, i належать деякому функцiональному простору H, який
є диференцiальною алгеброю стосовно звичайних арифметичних дiй,
а оператор диференцiювання D := ∂

∂x .
Структура алгебри Лi на лiнiйному просторi ζ визначається ко-

мутатором Лi [·, ·] : ζ × ζ → ζ, [L1, L2] = L1L2 − L2L1, де композицiя
(операторне множення) МДО L1 та L2 iндукується загальним пра-
вилом Лейбнiца

Dnf :=
∞∑

j=0

(
n
j

)
f (j)Dn−j , (2)

де n ∈ Z, f ∈ H ⊂ ζ, f (j) := ∂jf
∂xj ∈ H ⊂ ζ, DnDm = DmDn = Dn+m,

∀n,m ∈ Z,
(

n
j

)
:= n(n−1)···(n−j+1)

j! , j > 0;
(

n
0

)
:= 1.

Формула (2) задає композицiю оператора Dn ∈ ζ i оператора мно-
ження на функцiю f ∈ H ⊂ ζ (як оператора нульового порядку) на
вiдмiну вiд позначення Dk{f} := ∂kf

∂xk ∈ H, k ∈ Z+. Порядком опе-

ратора L =
n(L)∑

i=−∞
aiDi, де an(L) �= 0, називається цiле число n(L):

ord L = n(L).
Для оператора S ∈ ζ транспонований i спряжений оператори за-

даються формулами

Sτ :=
n(S)∑

i=−∞
(−1)iDis�i , S∗ :=

n(S)∑
i=−∞

(−1)iDis∗i ,

де s∗i := s̄i
� – ермiтово-спряжена матриця, тобто S∗ := S̄τ , “�” –

символ операцiї звичайного матричного транспонування.
Пiд символом ϕD−1ψ� ∈ ζ згiдно правила Лейбнiца при n = −1

розумiємо формальний ряд

ϕD−1ψ� = ϕψ�D−1 − ϕψ�
x D−2 + · · · =

∞∑
i=0

(−1)iϕ(ψ(i))�D−i−1,

де ϕ, ψ ∈ MatN×K(R → C). Цей ряд є символом оператора Вольтери
K̂ по змiннiй x з виродженим ядром

K̂{f} =
∫ x

K(x, y)f(y) dy, K(x, y) = ϕ(x)ψ�(y).
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Нехай αn ∈ C, I � tn – еволюцiйний параметр з деякої множини
параметрiв I; 1 < n ∈ N, ∂tn

:= ∂
∂tn

– оператор диференцiювання;
∂tn

f := f∂tn
+ ftn

= f∂tn
+ ∂f

∂tn
, ∂tn

{f} := ∂f
∂tn
, ∂tn

Dj = Dj∂tn
. По-

значимо через E елемент центру алгебри ζ. Розглянемо множину ζ̂,
яка мiстить алгебру Лi ζ в якостi пiдмножини:

ζ̂ � (αn;S) ∼= αnE∂tn
− S = αnE∂tn

−
n(S)∑

i=−∞
siDi,

[(αn;A), (αm;B)] := (0;αmEAtm
− αnEBtn

+ [A,B]) ∈ ζ̂.

Зауваження. З попередньої формули видно, що ζ̂ є мультиплiка-
тивно-замкненою вiдносно операцiї Лi (комутатора) множиною.
Таким чином, елементами множини ζ̂ є еволюцiйнi iнтегродифе-

ренцiальнi оператори вигляду ζ̂ � L = αnE∂tn
−

n(L)∑
i=−∞

uiDi, ζ̂≥0 �

L≥0 = αnE∂tn
−

n(L)∑
i=0

uiDi, ζ̂≤0 = ζ≤0.

Ермiтово-спряжений оператор L∗ має вигляд: L∗ := −ᾱnE∗∂tn
−

n(L)∑
i=−∞

(−1)iDia∗
i . Транспонований оператор Lτ i оператор L∗ задо-

вольняють спiввiдношення L∗ = L̄τ .
Надалi обмежимося випадком E = Iζ := I.
Нехай σ – невироджена стала матриця розмiрностi N × N .

Означення 1. Iнтегро-диференцiальний оператор L називається σ-
косоермiтовим (ермiтовим), якщо L∗ = −σLσ−1 (L∗ = σLσ−1).

Означення 2. Iнтегро-диференцiальний оператор L називається σ-
кососиметричним (σ-симетричним), якщо Lτ =−σLσ−1 (Lτ =σLσ−1).

Очевидно, σ-косоермiтовi i σ-кососиметричнi iнтегро-диференцi-
альнi оператори утворюють мультиплiкативно-замкненi множини
стосовно операцiї Лi-комутатора ([A,B] := AB − BA).
Означення 3. Iнтегро-диференцiальний операторW називається σ-
унiтарним, якщо W−1 = σW ∗σ−1.
Означення 4. Iнтегро-диференцiальний операторW називається σ-
ортогональним, якщо W−1 = σW τσ−1.
Надалi через σi позначено стандартнi матрицi Паулi, i = 1, 2, 3.
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Лема 1. Нехай L0 ∈ ζ задовольняє 2 редукцiї:

1) L∗
0 = −σ3L1σ3, 2) Lτ

0 = σ2L1σ2.

Тодi L = WL0W
−1 задовольняє цi двi редукцiї тодi i лише тодi,

коли виконуються умови:
1) W – σ3-унiтарний, 2) W – σ2-ортогональний.

Доведення.

1) L∗
0 = −σ3L0σ3,

L∗ = (WL0W
−1)∗ = (W−1)∗L∗

0W
∗ =

= σ3Wσ3(−σ3L0σ3)σ3W
−1σ3 = −σ3WL0W

−1σ3 = −σ3Lσ3.

2. Lτ
1 = σ2L0σ2,

Lτ
2 = (WL0W

−1)τ = (W−1)τLτ
0W τ =

= σ2Wσ2(σ2L0σ2)σ2W
−1σ2 = σ2WL1W

−1σ2 = σ2Lσ2.

3. Побудова та iнтегрування рекурсiйних зображень Ла-
кса для нелiнiйного рiвняння Шрьодiнгера. Для нелiнiйного
рiвняння Шрьодiнгера (NS)

iq1t = q1xx + μ|q1|2q1 = K[q1], (3)

де q1(x, t) – скалярна комплекснозначна функцiя, μ ∈ R, вiдоме опе-
раторне зображення Лакса:

−iLt = [L,K ′τ ] ⇐⇒ [L, i∂t − K ′τ ] = 0,

де оператор L називається породжуючим (рекурсiйним) оператором
i факторизується узгодженою парою гамiльтонових операторiв (див.,
наприклад, [1–3]),

L = σ3D + μ

(
q1

αq̄1

)
D−1(q̄1 − ᾱq1), μ ∈ R, |α|2 = 1,

K
′τ = σ3D2 +

(
2μ|q1|2 −μᾱq2

1

μαq̄2
1 −2μ|q1|2

)
, (4)

K ′ – похiдна Фреше оператора K.
Безпосереднiми обчисленнями нескладно перевiрити справедли-

вiсть наступного твердження для операторiв L i M := i∂t−K ′τ пари
Лакса (4).
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Твердження 1. 1) Оператор L є σ3-косоермiтовим та σ2-симет-
ричним, тобто

L∗ = −σ3Lσ3, Lτ = σ2Lσ2.

2) Оператор M є σ3-ермiтовим та σ2-кососиметричним, тобто

M∗ = σ3Mσ3, Mτ = −σ2Mσ2.

В цьому роздiлi ми будуємо комутуючу пару операторiв LNS i
MNS , якi є векторними узагальненнями пари Лакса L, M (4) i збе-
рiгають її властивостi, сформульованi в твердженнi 1.
Для пари операторiв LNS iMNS побудовано також групу перетво-

рень типу Дарбу, а вiдповiдна теорема Дарбу дозволяє побудувати
широкi класи точних розв’язкiв рiвняння Лакса [LNS ,MNS ] = 0, яке
рiвносильне векторному узагальненню нелiнiйного рiвняння Шрьо-
дiнгера (3).
Розглянемо пару операторiв:

L = σ3D + u + qD−1r∗, (5)

M = i∂t − σ3D2 − vD − w, (6)

де

q =
(

q1

q2

)
=
(

q11, q12, . . . , q1l

q22, q22, . . . , q2l

)
,

r =
(

r1

r2

)
=
(

r11, r12, . . . , r1l

r22, r22, . . . , r2l

)
,

i кожна з чотирьох систем функцiй qi, ri є лiнiйно незалежною, i =

1, 2, l ∈ N, u =
(

0 u1

u2 0

)
, v =

(
v11 v12

v21 v22

)
, w =

(
w11 w12

w21 w22

)
,

тут uij , vij , wij , i, j = 1, 2 – гладкi функцiї змiнних x, t.
Теорема 1. Оператори L, M (5)–(6) комутують i задовольняють
твердження 1 тодi i тiльки тодi, якщо вони мають вигляд

L := LNS = σ3D +
(

q1

q̄1N�E

)
ND−1(q1

∗ − E∗N̄q1
�) =

= σ3D + Φ̆ND−1Φ̆∗σ3,
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M := MNS = i∂t − σ3D2 −
(

v11 0
0 v11

)
D − (7)

−
(

2q1Nq1
∗ −q1E−1q1

�

q̄1Ē−1q1
∗ −2q̄1N̄q1

�

)
, v11 = −v̄11, v11 = v11(t).

де q1 = (q1, q2, . . . , ql)(x) – l-компонентна комплекснозначна вектор-
функцiя, Φ̆ =

(
q1

q̄1N�E

)
, N ∈ Matl×l(C) – унiтарна, E ∈ Matl×l(C) –

симетрична, NĒN�E� = I, i вектор-функцiя q1 задовольняє рiв-
няння типу Шрьодiнгера

iq1t = q1xx + 2q1Nq∗
1q1 − q1E

−1q�
1 q̄1N

�E.

Доведення. Коефiцiєнти оператора M (6) виражаються через коефi-
цiєнти оператора L (5) з умови комутативностi [L,M ] = 0. Зв’язки
мiж коефiцiєнтами оператора L (5) рiвносильнi редукцiйним обме-
женням твердження 1. Векторне рiвняння типу Шрьодiнгера рiвно-
сильне умовi комутативностi операторiв LNS i MNS (7).
Теорема 2. Нехай ϕ =

(
ϕ1
iϕ̄1

)
– фiксована (2×K)-матриця розв’язкiв

лiнiйної системи:

σ3

(
ϕ1

iϕ̄1

)
x

=
(

ϕ1

iϕ̄1

)
Λ, де Λ ∈ MatK×K(iR),

i

(
ϕ1

iϕ̄1

)
t

= σ3

(
ϕ1

iϕ̄1

)
xx

, (8)

а f – довiльний розв’язок цiєї системи. Тодi

1) L := Wσ3DW−1 = σ3D + ΦN̆D−1Φ∗σ3, (9)

де

W := I + ΦD−1

(
ϕ1

iϕ̄1

)�
, (10)

Φ =
(

ϕ1

iϕ̄1

)(
C +

∫ x

(ϕ�
1 ϕ̄1 − ϕ∗

1ϕ1)ds

)−1

=:
(

Φ1

Φ2

)
,

ϕ�
1 ϕ̄1 −ϕ∗

1ϕ1 ∈ MatK×K(C) – ермiтова та кососиметрична матри-
чна функцiя, а сталi матрицi N̆ , C задовольняють спiввiдношення
N̆ = Λ�C − CΛ ∈ MatK×K(R) – симетрична; C∗ = C, C = −C�.

2) f → F = W{f}, де F є розв’язком рiвняння: L{F} = FΛ.
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Доведення. Оператор W (10) отримується з оператора загальних бi-
нарних перетворень Дарбу [4] пiсля врахування редукцiйних обме-
жень твердження 1 на власнi функцiї оператора L i спряженого опе-
ратора L∗. Неважко перевiрити, що оператори L0 = σ3D, M0 =
i∂t − σ3D2 i W задовольняють умови леми 1, отже i оператори L :=
WL0W

−1 та M := WM0W
−1 задовольняють редукцiйнi обмежен-

ня теореми 1. Явний вигляд операторiв L (9) i M (7) можна знайти
як в результатi безпосереднiх обчислень, так i як частковий випа-
док загального iнтегродиференцiального оператора L, отриманого в
роботi [4] пiсля врахування редукцiйних обмежень твердження 1.
Наслiдок 1. При K = l та N = N̆ функцiя

Φ1 = (Φ11,Φ12, . . . ,Φ1K)

є розв’язком l-компонентного нелiнiйного рiвняння Шрьодiнгера:

iq1t = q1xx + 2q1Nq∗
1q1 − q1E

−1q�
1 q̄1N

�E.

3. Заключнi зауваження. Один iз систематичних методiв отри-
мання векторно-матричних узагальнень вiдомих iнтегровних моде-
лей започатковано в роботах [5, 6] (див. також [7, 8]). Цей метод
базується на використаннi “нестандартних” – iнтегродиференцiаль-
них зображень Лакса. Використання iнших, специфiчних зображень
(теж iнтегродиференцiальних), пов’язаних з бiгамiльтоновiстю бiль-
шостi вiдомих iнтегровних моделей, коли вiдповiднi оператори Лакса
(рекурсiйнi оператори, див. наприклад [1–3]) виникають як факто-
ризацiя двох гамiльтонових, було продемонстровано з цiєю ж метою
в роботi [7] для скалярної алгебри ζ. В попередньому роздiлi ми роз-
ширили цей пiдхiд на випадок матричної алгебри ζ, в якiй крiм ре-
курсiйних зображень Лакса для НРШ мiститься також багато iнших
цiкавих зображень. Зокрема бiгамiльтоновi зображення рiзних моди-
фiкованих систем типуШрьодiнгера [1, 2], для яких можна отримати
аналогiчнi результати. Цим питанням планується присвятити окре-
му роботу.
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В статтi розглядається задача групової класифiкацiї квазiлiнiйних рiв-
нянь елiптичного типу в двовимiрному просторi. Отримано перелiки
усiх рiвнянь цього класу, якi допускають напiвпростi алгебри Лi опе-
раторiв симетрiї та алгебри Лi операторiв симетрiї з нетривiальним
розкладом Левi.

In the paper the problem of group classification of quasi-linear elliptic type
equations in two-dimensional space is considered. We obtain the list of
all equations of this type admitting semisimple Lie algebras of symmetry
operators and Lie algebras of symmetry operators with non-trivial Levi
decomposition.

We consider quasilinear two-dimensional equations of elliptic type

Δu = f(x, y, u, ux, uy). (1)

In (1) and below Δ = ∂xx+∂yy = ∂2

∂x2 + ∂2

∂y2 is a two-dimensional Laplace
operator, u = u(x, y), F is an arbitrary smooth function in some domain
of the space W = R

2 × V
1

= 〈x, y〉 × 〈u, ux, uy〉, that is nonlinear, at
least, with respect to one variable u, ux, uy.

Statement 1. The Lie invariance group of equation (1) is generated by
the infinitesimal operator

v = a(x, y)∂x + b(x, y)∂y + c(x, y, u)∂u, (2)

where functions a, b, c, F satisfy the following system of equations:

ay + bx = 0, ax − by = 0,
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cxx + cyy + 2uxcxu + 2uycyu + (u2
x + u2

y)cuu + (cu − 2ax)F = (3)

= aFx + bFy + cFu + [cx + ux(cu − ax) − uybx]Fux
+

+ [cy + uy(cu − by) − uxay]Fuy
.

It is not difficult to see that the first two equations are Cauchy–
Riemann conditions, that means that functions a and b are harmonic
ones.
The group E is formed by those transformations

x̄ = α(x, y, u), ȳ = β(x, y, u), v = γ(x, y, u),
D(x̄, ȳ, v)
D(x, y, u)

�= 0,

preserving differential structure of equation (1), that transform it to an
equation of the form

vx̄x̄ + vȳȳ = Φ(x̄, ȳ, v, vx̄, vȳ).

Statement 2. The group E of equation (1) is formed by the following
transformations:

x̄ = α(x, y), ȳ = β(x, y), v = γ(x, y, u), (4)

where

αx = εβy, αy = −εβx (ε = ±1),

α2
x + α2

y = β2
x + β2

y �= 0, γu �= 0.

Lemma 1. There exist such transformations from the group E that re-
duce operator (2) to one of the following operators:

v = ∂x, v = ∂u. (5)

We start the group classification from the description of equations
invariant with respect to Lie algebras with a non-trivial Levi decomposi-
tion.
First we will consider the following two equations of form (1):

Δu = f(u)(u2
x + u2

y), f �= 0; (6)

Δu = λeγu, λ, γ ∈ R, λγ �= 0. (7)
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These equations are invariant with respect to groups of infinitesimal
transformation with infinite number of parameters that are generated
by operators of form (2).
Equation (6) can be reduced by the substitution

v =
∫ u

Φ−1(ξ)dξ, Φ(u) = exp
(∫ u

f(η)dη

)
to the two-dimensional Laplace equation. Equation (7) is connected to
the Laplace equation by the Bäcklund transformation.
Invariance of equation (1) with respect to Lie algebras of

symmetry operators with non-trivial Levi decomposition. It is
well known in the theory of abstract Lie algebras [1] that arbitrary
Lie algebra with a non-trivial Levi decomposition contains some simple
(semisimple) Lie algebra as a subalgebra. For this reason, first of all, we
will describe equations that are invariant with respect to simple (semi-
simple) Lie algebras of symmetry operators.

Theorem 1. Up to E-equivalence, there are two classes of quasilinear
equations of form (1) admitting Lie algebras of symmetry operators that
are different realizations of the algebra so(3):

I. Δu = ch−2 yF̃ (u, ω), ω = (u2
x + u2

y) ch2 y :

so1(3) = 〈∂x, sh y cos x∂x − ch y sinx∂y,

− sh y sinx∂x − ch y cos x∂y〉;
II. Δu = ch−2 yF̃ (ξ ch y, η ch y), ξ = (ux − thy) sin u + uy cos u,

η = (ux − thy) cos u − uy sin u :

so2(3) = 〈∂x, sh y cos x∂x − ch y sinx∂y + ch y cos x∂u,

− sh y sinx∂x − ch y cos x∂y − ch y sin x∂u〉.
Theorem 2. Up to E-equivalence, there are two classes of quasilinear
equations of form (1) admitting Lie algebras of symmetry operators that
are different realizations of the algebra sl(2, R):

I. Δu = y−2F̃ (u, ω), ω = y2(u2
x + u2

y) :

sl1(2, R) = 〈2x∂x + 2y∂y,−(x2 − y2)∂x − 2xy∂y, ∂x〉;
II. Δu = y−2F̃ (v, ω), v = (1 − 2yux) cos 2u + 2yuy sin 2u,

ω = 2yuy cos 2u − (1 − 2yux) sin 2u :

Preliminary group classification: results 287

sl2(2, R) = 〈2x∂x + 2y∂y,−(x2 − y2)∂x − 2xy∂y + y∂u, ∂x〉.
It is well known from the theory of abstract Lie algebra over the field

R that there exist four types of classical simple algebras:

1) type An−1(n > 1) that contains four real forms of the algebra
sl(n,C): su(n), sl(n, R), su(p, q) (p + q = n, p ≥ q), su∗(2n);

2) type Dn (n > 1) that contains three real forms of the algebra
so(2n,C): so(2n), so(p, q) (p + q = 2n, p ≥ q), so∗(2n);

3) type Bn (n > 1) that contains two real forms of the algebra so(2n+
1, C): so(2n + 1), so(p, q) (p + q = 2n + 1, p > q);

4) type Cn (n ≥ 1) that contains three real forms of the algebra
sp(n,C): sp(n), sp(n, R), sp(p, q) (p + q = n, p ≥ q).

and the following special cases of semisimple real algebras: G1, F4, E6,
E7, E8.

Theorem 3. Equations of form (1) invariant with respect to a symmetry
algebra with a non-trivial Levi decomposition are exhausted by ones pre-
sented in theorems 1 and 2.

Sketch of proof. 1. so(4) = 〈ei|i = 1, 2, 3〉 ⊕ 〈ēi|i = 1, 2, 3〉. Then in
accordance to the results of theorem 2 the operators ei (i = 1, 2, 3)
represent a basis of realizations so1(3) or so2(3). Direct calculations show
that in such case the operators ēi (i = 1, 2, 3) belong to the class of
operators c(u)∂u, and in accordance to the statement obtained in the
process of proof of theorem 2, there is no realizations of the algebra
so(3) in this class of operators. Thus, there exist no nonlinear equation
of form (1) whose invariance algebra is isomorphic to the algebra so(4).
2. The type G2 contains one compact real form g2 and one non-

compact form g′2. Since g2 ∩ g′2 ∼ su(2) ⊕ su(2) ∼ so(4) and algebra
so(4) does not have realizations in the given class of operators, in this
class of operators the algebras g2 and g′2 also do not have realizations.
3. For the algebras so(3, 1) we will use Cartan’s decomposition:

so(3, 1) = 〈e1, e2, e3〉 ⊕· 〈N1, N2, N3〉, де 〈e1, e2, e3〉 = so(3), [ei, Nj ] =

εijlNl, [Ni, Nj ] = −εijlel; i, j, l = 1, 2, 3; εijl is antisymmetric tensor of
third rank, ε123 = 1.
It can be proved that the realization has the form:

e1 = ∂x, N1 = ∂y,
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e2 = ε1(sh y cos x∂x − ch y sinx∂y) + sh y sin x∂u,

e3 = −ε1(sh y sinx∂x + ch y cos x∂y) + sh y cos x∂u,

N2 = ε1(ch y sin x∂x + sh y cos x∂y) − ch y cos x∂u,

N3 = ε1(sh y cos x∂x − sh y sin x∂y) + ch y sin x.

The respective invariant solution having the form

Δu = λe2ε1u, λ ∈ R, λ �= 0,

is the subcase of equation (7). �

Invariance with respect to decomposable algebras. In accor-
dance to the above here we study existence of equations of form (1)
invariant with respect to algebras of form S⊕N , i.e. satisfying conditions

[S, S] ⊂ S, [N,N ] ⊂ N, [S,N ] = 0. (8)

Possible realisations so1(3), so2(3), sl1(2, R), sl2(2, R) of semisimple al-
gebras S (Levi factor) have been found in the theorems 1 and 2.
There exist six classes of nonlinear equations of form (1), whose maxi-

mal invariance algebras can be decomposed into the direct sum of the
Levi factor and solvable Lie algebra:

1) Δu = ch−2 yF̃ (ω), ω = (u2
x + u2

y) ch2 y : so1(3) ⊕ 〈∂u〉;
2) Δu = ch−2 yF̃ (ω), ω = (ux ch y − sh y)2 + u2

y ch2 y :

so2(3) ⊕ 〈∂u〉;
3) Δu = y−2F̃ (ω), ω = (u2

x + u2
y)y2 : sl1(2, R) ⊕ 〈∂u〉;

4) Δu = y−2F̃ (ω), ω = 4y2u2
y + (1 − 2yux)2 : sl2(2, R) ⊕ 〈∂u〉;

5) Δu = λ ch−1 y
√

u2
x + u2

y, λ �= 0 : so1(3) ⊕ 〈∂u, u∂u〉;

6) Δu = λy−1
√

u2
x + u2

y, λ �= 0 : sl2(2, R) ⊕ 〈∂u, u∂u〉.

Here F̃ = F̃ (ω) is an arbitrary smooth function, F̃ωω �= 0.
Invariance with respect to non-decomposable algebras. Here

we will investigate an existence of equations of form (1) invariant with
respect to algebras of form S ⊂+N , i.e. satisfying conditions

[S, S] ⊂ S, [N,N ] ⊂ N, [S,N ] ⊂ N. (9)
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In this investigation we will use results of the paper [2], where classifi-
cation of Lie algebras of dimension not greater then eight, and whose
Levi factor coincides with the algebras so(3) and sl(2, R).
Result. There exist no nonlinear equations of form (1) with invariance
algebras of such structure.
Invariance with respect to solvable algebras of symmetry

operators. For each two-dimensional and three-dimensional solvable
algebras A2.i = 〈e1, e2〉, (i = 1, 2) and A3.i = 〈e1, e2, e3〉 (i = 1, . . . , 9)
below we adduce realizations and corresponding forms of the functions F .

A2.1 ([e1, e2] = 0):

A1
2.1 = 〈∂x, ∂y〉, F = F̃ (u, ux, uy);

A2
2.1 = 〈∂x, ∂u〉, F = F̃ (y, ux, uy);

A3
2.1 = 〈∂u, g(x, y)∂u〉 (g �= const)

F =
gxux + gyuy

g2
x + g2

y

(gxx + gyy) + G(x, y, ω),

ω = gyux − gxuy, g2
x + g2

y �= 0.

A2.2 ([e1, e2] = e2):

A2
2.2 = 〈−x∂x − y∂y, ∂x〉 : F = (u2

x + u2
y)F̃ (u, ω1, ω2),

ω1 = yux, ω2 = yuy;

A1
2.2 = 〈∂x − u∂u, ∂u〉 : F = e−xF̃ (y, ω1, ω2),

ω1 = exux, ω2 = exuy;

A3
2.2 = 〈−u∂u, ∂u〉 : F = (ux + uy)F̃ (x, y, ω), ω = uxu−1

y .

Let us note that for arbitrary forms of functions F̃ the respective reali-
sations are the maximal invariance algebras of equations.

A3.1 ([ej , el] = 0, j, l = 1, 2, 3):

A1
3.1 = 〈∂x, ∂y, ∂u〉, F = G(ux, uy);

A2
3.1 = 〈∂x, ∂u, f(y)∂u〉, f ′(y) �= 0, F =

f ′′

f ′ uy + G(y, ux);

A3
3.1 = 〈∂u, f(x, y)∂u, g(x, y)∂u〉.

Further analysis of the determining equations for operators f(x, y)∂u and
g(x, y)∂u shows that either the respective invariant equation is linear or
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g(x, y) = λf(x, y) + μ, where λ, μ are constants, and then the case A3
3.1

is reduced to the two-dimensional case.
A3.2 ([e1, e2] = e2, [e1, e3] = [e2, e3] = 0):

A1
3.2 = 〈−x∂x − y∂y, ∂x, ∂u〉, F = u2

xG(yux, yuy);

A2
3.2 = 〈−u∂u, ∂u, ∂x〉, F = (ux + uy)G

(
y,

ux

uy

)
;

A3
3.2 = 〈λ∂y − u∂u, ∂u, ∂x〉, λ �= 0,

F = (ux + uy)G(ey/λux, ey/λuy);

A4
3.2 = 〈∂x − u∂u, ∂u, f(y)e−x∂u〉, f(y) �= 0,

F = −f + f ′′

f
ux + e−xG(y, exf ′ux + exfuy).

A3.3 ([e2, e3] = e1, [e1, e2] = [e1, e3] = 0):

A1
3.3 = 〈∂u, ∂x, λ∂y + x∂u〉, λ �= 0, F = G(λux − y, uy);

A2
3.3 = 〈∂u, (f(y) − x)∂u, ∂x〉, F = −f ′′ux + G(y, uy + f ′ux).

A3.4 ([e1, e3] = e1, [e2, e3] = e1 + e2, [e1, e2] = 0):

A1
3.4 = 〈∂u, ∂x, x∂x + y∂y + (u + x)∂u〉, F = e−uxG(uy, ye−ux);

A2
3.4 = 〈∂u, (f(y) − x)∂u, ∂x + u∂u〉,

F =
f ′uy − ux

1 + (f ′)2
f ′′ + exG(y, f ′e−xux + e−xuy).

A3.5 ([e1, e3] = e1, [e2, e3] = e2, [e1, e2] = 0):

A1
3.5 = 〈∂x, ∂y, x∂x + y∂y〉, F = (ux + uy)2G

(
u,

ux

uy

)
;

A2
3.5 = 〈∂x, ∂u, x∂x + y∂y + u∂u〉, F = y−1G(ux, uy);

A3
3.5 = 〈∂u, f(y)∂u, ∂x + u∂u〉, f ′ �= 0,

F =
uy

f ′ f
′′ + exG(y, f ′e−xux);

A4
3.5 = 〈∂u, f(x, y)∂u.u∂u〉,

The equation that is invariant with respect to A4
3.5 is linear.
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A3.6 ([e1, e3] = e1, [e2, e3] = −e2, [e1, e2] = 0):

A1
3.6 = 〈∂x, ∂u, x∂x + y∂y − u∂u〉, F = y−3G(y2ux, y2uy);

A2
3.6 = 〈∂u, e2xf(y)∂u, ∂x + u∂u〉, f(y) �= 0,

F =
2fux + f ′uy

4f2 + (f ′)2
(f ′′ + 4f) + exG(y, f ′e−xux − 2fe−xuy);

A3.7 ([e1, e3] = e1, [e2, e3] = qe2 (0 < |q| < 1), [e1, e2] = 0):

A1
3.7 = 〈∂x, ∂u, x∂x + y∂y + qu∂u〉, F = yq−2G(y1−qux, y1−quy);

A2
3.7 = 〈∂u, ∂x, qx∂x + qy∂y + u∂u〉,

F = y(1−2q)/qG(y(q−1)/qux, y(q−1)/quy);

A3
3.7 = 〈∂u, e(1−q)xf(y)∂u, ∂x + u∂u〉,

F =
(1 − q)fux + f ′uy

(1 − q)2f2 + (f ′)2
(f ′′ + f(1 − q)2) +

+ exG(y, f ′e−xux + (q − 1)fe−xuy).

A3.8 ([e1, e3] = −e2, [e2, e3] = e1, [e1, e2] = 0):

A1
3.8 = 〈∂x, ∂y, y∂x − x∂y〉, F = G(u, u2

x + u2
y);

A2
3.8 = 〈∂u, tg(f(y) − x)∂u, ∂x − u tg(f(y) − x)∂u〉,

F =
f ′uy − ux

(f ′)2 + 1
f ′′ + 2(f ′uy − ux) tg(f − x) +

+ (f ′ux + uy)G(y, cos(f − x)(f ′ux + uy)).

A3.9 ([e1, e3] = qe1 − e2, [e2, e3] = e1 + qe2 (q > 0), [e1, e2] = 0):

A1
3.9 = 〈∂x, ∂y, (qx + y)∂x + (qy − x)∂y〉,

F = (u2
x + u2

y)G
(

u, ln(u2
x + u2

y) + 2q arctan
ux

uy

)
;

A2
3.9 = 〈∂u, tg(f(y) − x)∂u, ∂x + (q − tg(f(y) − x))u∂u〉,

F =
f ′uy − ux

(f ′)2 + 1
f ′′ + 2(f ′uy − ux) tg(f − x) +

+ (f ′ux + uy)G(y, cos(f − x)(f ′ux + uy)e−qx).
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Симетрiйний аналiз та редукцiя
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матрицею дифузiї
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E-mail: valeriy_stogniy@mail.ru

В данiй статтi дослiджено симетрiю i знайдено точнi розв’язки одно-
го двовимiрного рiвняння Фоккера–Планка з теорiї стохастичних про-
цесiв, яке має однорiдний коефiцiєнт знесення та змiнний коефiцiєнт
дифузiї.

Fokker–Planck equation from the stochastic theory, which has a
homogeneous drift coefficient and a variable diffusion coefficient is consi-
dered. Lie symmetries are investigated and exact solutions are constructed.

Протягом багатьох рокiв спостерiгається стiйкий iнтерес до дослiд-
ження та побудови точних розв’язкiв рiвняння Фоккера–Планка [1,2]

∂u(t, x)
∂t

= −
n∑

i=1

∂

∂xi
[Ai(t, x)u(t, x)] +

+
1
2

n∑
i,j=1

∂2

∂xi∂xj
[Bij(t, x)u(t, x)], (1)

де x = (x1, x2 . . . , xn), коефiцiєнти знесення A(t, x) та дифузiї B(t, x)
визначаються вiдповiдно як вектор i матриця

A = A(t, x) = (A1(t, x), A2(t, x), . . . , An(t, x)),
B = B(t, x) = ||Bij(t, x)||ni,j=1.
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Одновимiрне рiвняння Фоккера–Планка є добре вивченим. Щодо
рiвнянь Фоккера–Планка в просторах вищої розмiрностi, то, наскiль-
ки нам вiдомо, було дослiджено лише окремi класи рiвнянь вигля-
ду (1) у двовимiрному випадковi.
Так, в роботi [6] було знайдено умови, при яких рiвняння (1) з

однорiдним коефiцiєнтом знесення i сталою дiагональною матрицею
дифузiї є iнварiантним вiдносно дев’яти параметричної групи ло-
кальних перетворень. З використанням пiдгруп групи iнварiантно-
стi вiльного рiвняння Крамерса в [7] знайдено деякi його iнварiантнi
розв’язки. Нарештi, в [8] було розглянуто задачу групової класифi-
кацiї рiвняння Фоккера–Планка з однорiдним коефiцiєнтом знесення
та сталою дiагональною матрицею дифузiї, а також, для деяких з
отриманих рiвнянь з нетривiальною симетрiєю, було знайдено iнва-
рiантнi розв’язки.
Отже, рiвняння Фоккера–Планка у просторах розмiрностi вищої

за одиницю ще потребують систематичного вивчення.
В данiй статтi дослiджено симетрiю i знайдено точнi розв’язки

одного двовимiрного рiвняння Фоккера–Планка з теорiї стохасти-
чних процесiв [1], яке має однорiдний коефiцiєнт знесення та змiнний
коефiцiєнт дифузiї:

A = (ε − kx2y, ε − kxy2),

B =
( −kx2 0

0 −ky2

)
, де k �= 0, ε ∈ R.

Використавши перетворення

t → kt, x → x, y → y, u → u,

бачимо, що, не зменшуючи загальностi мiркувань, можемо дослiджу-
вати рiвняння

ut + 2(1 − 2xy)u + (2x + ε − x2y)ux + (2y + ε − xy2)uy +

+ 1
2x2uxx + 1

2y2uyy = 0, (2)

в якому ε ∈ R, u = u(t, x, y), ut = ∂u
∂t , ux = ∂u

∂x i т.д.
Використовуючи стандартний алгоритмом Лi [4, 5], можна дове-

сти наступне твердження.
Твердження. Максимальною скiнченновимiрною алгеброю iнварi-
антностi рiвняння (2), в якому ε �= 0, є двовимiрна абелева алгебра
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Лi L2 = 〈∂t, u∂u〉. Якщо ж в (2) ε = 0, то максимальною скiнченно-
вимiрною алгеброю iнварiантностi цього рiвняння є чотиривимiрна
розв’язна алгебра Лi операторiв симетрiї L4 з такими базисними
операторами:

P0 = ∂t, I = u∂u, D1 = −x∂x + y∂y,

D2 = −xt∂x + yt∂y − (ln |x| − ln |y|)u∂u.

Зауваження. Тут ми не враховуємо симетрiї ν = β(t, x, y)∂u, де
функцiя β є розв’язком рiвняння (2) i наявнiсть якого обумовлюється
лiнiйнiстю дослiджуваного рiвняння.
У подальшому дослiдженнi ми будемо використовувати однови-

мiрнi пiдалгебри алгебри L2 та одно- i двовимiрнi пiдалгебри алге-
бри L4. Класифiкацiя пiдалгебр дiйсних алгебр Лi невисоких розмiр-
ностей з точнiстю до спряженостi, яку визначають групи внутрiшнiх
автоморфiзмiв цих алгебр Лi, проведена в [9]. Згiдно з результатами
цiєї роботи, одновимiрнi пiдалгебри алгебри L2 вичерпуються алгеб-
рами

〈∂t〉 , 〈∂t + αu∂u〉 (α �= 0), 〈u∂u〉 .

Для алгебри L4 одновимiрнi пiдалгебри вичерпуються алгебрами

〈I〉 , 〈D1〉 , 〈D2〉 , 〈P0〉 , 〈D2 + αP0〉 ,

〈P0 + αI〉 (α �= 0),

а двовимiрнi пiдалгебри такими алгебрами:

〈I,D1〉 , 〈I, P0〉 , 〈D1, P0〉 , 〈I,D2〉 ,

〈D1, P0 + αI〉 , 〈I,D2 + αP0〉 (α �= 0).

Одним iз застосувань симетрiйних властивостей диференцiаль-
них рiвнянь з частинними похiдними є симетрiйна редукцiя рiвнянь
з нетривiальною симетрiєю до рiвнянь з меншою кiлькiстю неза-
лежних змiнних, зокрема, до звичайних диференцiальних рiвнянь
(див., наприклад, [3–5]).
Рiвняння (2), в якому ε �= 0, допускає двовимiрну алгебру iнва-

рiантностi L2. Оскiльки оператор I не задовольняє необхiдну умову
iснування iнварiантних розв’язкiв [4], то тут для симетрiйної реду-
кцiї ми можемо використовувати лише одновимiрнi пiдалгебри

〈∂t〉 , 〈∂t + αu∂u〉 (α �= 0).
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В просторi змiнних t, x, y, u iнварiантами оператора ∂t є змiннi x, y,
u, тому вiдповiдна пiдстановка (анзац) має вигляд

u = ϕ(x, y),

а вiдповiдне редуковане рiвняння буде таким:

2(1 − 2xy)ϕ + (2x + ε − x2y)ϕx + (2y + ε − xy2)ϕy +

+ 1
2x2ϕxx + 1

2y2ϕyy = 0.

Для оператора 〈∂t + αu∂u〉 (α �= 0) iнварiанти мають вигляд ω =
ue−αt, x, y, а тому вiдповiдний анзац буде таким:

u = eαtϕ(x, y). (3)

Пiдстановка (3) в (2) приводить до такого диференцiального рiвня-
ння:

(α + 2 − 4xy)ϕ + (2x + ε − x2y)ϕx + (2y + ε − xy2)ϕy +

+ 1
2x2ϕxx + 1

2y2ϕyy = 0.

Тепер зупинимося на рiвняннi (2), в якому ε = 0. Тут необхiдну
умову iснування iнварiантних розв’язкiв задовольняють одновимiр-
нi пiдалгебри 〈D1〉, 〈D2〉, 〈P0〉, 〈D2 + αP0〉, 〈P0 + αI〉 (α �= 0), яким
вiдповiдає симетрiйна редукцiя рiвняння (2) до рiвнянь з частинними
похiдними в просторi двох незалежних змiнних. Розглянемо деталь-
но випадок алгебри 〈D1〉. Анзац побудований по цiй одновимiрнiй
пiдалгебрi має вигляд

u = ϕ(t, ω), ω = xy, (4)

де ϕ – нова невiдома функцiя змiнних t та ω, яка пiдлягає визначен-
ню. Пiдстановка (4) в (2), де ε = 0, приводить до такого редукованого
рiвняння:

ϕt + 2(1 − 2ω)ϕ + (4ω − 2ω2)ϕω + ω2ϕωω = 0.

Нижче для кожної з одновимiрних пiдалгебр, що залишилися, наве-
дено вiдповiднi анзаци та редукованi рiвняння:

〈D2〉 : u = exp

(
ln2 |xy |

4t

)
ϕ(t, ω), ω = xy,
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ϕt +
[
2(1 − 2ω) + 1

2t

]
ϕ + 2ω(2 − ω)ϕω + ω2ϕωω = 0;

〈P0〉 : u = ϕ(x, y), 2(1 − 2xy)ϕ + (2x − x2y)ϕx +

+ (2y − xy2)ϕy + 1
2x2ϕxx + 1

2y2ϕyy = 0;

〈D2 + αP0〉 : u = exp
(
− t

α ln |xy | − 2
3α2 t3

)
ϕ(ω, υ),

ω = xy, υ = ln |xy | + 1
α t2, α �= 0,[

2(1 − 2ω) − 1
αυ
]
ϕ + 2ω(2 − ω)ϕω + ω2ϕωω + ϕυυ = 0;

〈P0 + αI〉 : u = eαtϕ(x, y), α �= 0,

[2(1 − 2xy) + α] ϕ + (2x − x2y)ϕx + (2y − xy2)ϕy +

+ 1
2x2ϕxx + 1

2y2ϕyy = 0.

Серед двовимiрних пiдалгебр алгебри L4 необхiдну умову iсну-
вання iнварiантних розв’язкiв задовольняють 〈D1, P0〉, 〈D1, P0 + αI〉
(α �= 0). Їм вiдповiдає симетрiйна редукцiя рiвняння (1), в якому
ε = 0, до звичайних диференцiальних рiвнянь. Анзац, що вiдповiдає
пiдалгебрi 〈D1, P0〉,

u = ϕ(ω), ω = xy,

зводить дослiджуване рiвняння до такого звичайного диференцiаль-
ного рiвняння:

ω2ϕ̈ + 2ω(2 − ω)ϕ̇ + 2(1 − 2ω)ϕ = 0, (5)

де ϕ̇ = dϕ
dω , ϕ̈ = d2ϕ

dω2 .
Для алгебри 〈D1, P0 + αI〉 (α �= 0)

u = eαtϕ(ω), ω = xy,

а редуковане рiвняння має такий вигляд

ω2ϕ̈ + 2ω(2 − ω)ϕ̇ + [2 − 4ω + α] ϕ = 0. (6)

Ще одним важливим застосуванням нетривiальних симетрiйних
властивостей, саме лiнiйних диференцiальних рiвнянь, є побудова
систем координат, в яких такi рiвняння допускають вiдокремлення
змiнних. Добре вiдомо (див., наприклад, [10]), що розв’язок з вiд-
окремленими змiнними певного рiвняння можна отримувати як вла-
сну функцiю деяких наборiв операторiв симетрiї першого та вищих
порядкiв цього рiвняння, що комутують мiж собою.
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Зупинимося на цiй проблемi для рiвняння (2), в якому ε = 0,
тобто для рiвняння

Lu = ut + 2(1 − 2xy)u + (2x − x2y)ux + (2y − x2y)uy +

+ 1
2x2uxx + 1

2y2uyy = 0, (7)

використовуючи знайденi вище оператори симетрiї першого порядку.
Вiдразу зауважимо, що у вiдокремленнi змiнних оператор I вi-

дiграє тривiальну роль, тому у подальшому дослiдженнi ми вико-
ристовуємо такi пiдалгебри алгебри L4: 〈D1〉, 〈D2〉, 〈P0〉, 〈D2 + αP0〉
(α �= 0), 〈D1, P0〉.
Повне вiдокремлення змiнних дає двовимiрна пiдалгебра 〈D1, P0〉,

тому розглянемо її випадок детально. Розв’язок з вiдокремленими
змiнними рiвняння (6) ми отримаємо проiнтегрувавши таку систему
диференцiальних рiвнянь:

Lu = 0, D1u = −xux + yuy = λu, P0u = ut = γu, (8)

де λ, γ ∈ R – сталi вiдокремлення. Саме ж вiдокремлення змiнних
ми проводимо, iнтегруючи два останнi рiвняння системи (8). Безпо-
середнi обчислення показують, що власна функцiя операторiв D1 та
P0 має такий вигляд:

u = |y|λ eγtϕ(ω), ω = xy. (9)

Здiйснивши пiдстановку (9) в перше рiвняння системи (8), ми отри-
муємо таке звичайне диференцiальне рiвняння для визначення фун-
кцiї ϕ:

ω2ϕ̈ + [4 + λ − 2ω] ωϕ̇ +

+
[
γ + 1

2λ2 + 3
2λ + 2 − (4 + λ)ω

]
ϕ = 0. (10)

Отже, вiдповiдний алгебрi 〈D1, P0〉 розв’язок з вiдокремленими змiн-
ними має вигляд (9), де функцiя ϕ задовольняє звичайне диферен-
цiальне рiвняння (10).
Одновимiрним пiдалгебрам алгебри L4 вiдповiдає часткове вiд-

окремлення змiнних. Нижче ми наводимо для кожної з таких пiд-
алгебр вигляд функцiй u та рiвняння з частинними похiдними для
визначення функцiї ϕ:

〈D1〉 : u = |y|λ ϕ(t, ω), ω = xy,
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ϕt + ω2ϕωω +
[
(4 + λ)ω − 2ω2

]
ϕω +

+
[
3
2λ + 1

2λ2 + 2 − (λ + 4)ω
]
ϕ = 0;

〈D2〉 : u = |xy |−
λ
2 exp

(
ln2 | x

y |
4t

)
ϕ(t, ω), ω = xy,

ϕt + ω2ϕωω + 2ω(2 − ω)ϕω +
[
2(1 − 2ω) + 1

2t + λ2

4

]
ϕ = 0;

〈P0〉 : u = eλtϕ(x, y),
1
2x2ϕxx + 1

2y2ϕyy + (2x − x2y)ϕx +

+ (2y − xy2)ϕy + [2(1 − 2xy) + λ] ϕ = 0;

〈D2 + αP0〉 : u = exp
(

λt
α − t ln | x

y |
α − 2t3

3α2

)
ϕ(ω, υ),

ω = xy, υ = ln |xy | + 1
α t2,[

λ−υ
α + 2(1 − 2ω)

]
ϕ + 2ω(2 − ω)ϕω + ω2ϕωω + ϕυυ = 0.

У наведених вище спiввiдношеннях α �= 0, λ ∈ R – стала вiдокрем-
лення.
Використаємо результати симетрiйної редукцiї та вiдокремлення

змiнних для побудови точних розв’язкiв рiвняння (6). Безпосередня
перевiрка дозволяє переконатися, що загальний розв’язок рiвняння
(5) має вигляд

ϕ = (C1e
2ω + C2)ω−2,

де C1, C2 – довiльнi сталi iнтегрування. У вiдповiдностi з цим отри-
муємо такий частковий (стацiонарний) розв’язок рiвняння (6):

u = 1
x2y2

(
C1e

2xy + C2

)
, C1, C2 ∈ R.

Рiвняння (10), в якому λ = −4, γ = −6 теж iнтегрується в елемен-
тарних функцiях i його загальний розв’язок має такий вигляд:

ϕ = C1

(
1 + 1

ω

)
+ C2

(
1 − 1

ω

)
e2ω, C1, C2 ∈ R.

Вiдповiдний частковий (нестацiонарний) розв’язок рiвняння (6) та-
кий:

u = y−4e−6t
[
C1

(
1 + 1

xy

)
+ C2

(
1 − 1

xy

)
e2xy

]
, C1, C2,∈ R.
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Аналогiчний розгляд рiвняння (10), в якому λ = γ = −4 приводить
ще до такого розв’язку рiвняння (6):

u = y−4e−4t(C1 + C2e
2xy), C1, C2 ∈ R.

Нарештi, рiвняння (5) замiною змiнних ϕ = ωkη(ω), де k = − 3
2 ±√

1 − 4α (α � 1
4 ) зводиться до рiвняння

ωη′′ + [−2ω + 2k + 4] η′ − (2k + 4)η = 0,

розв’язками якого є функцiї

η = ω−k−2eωη(0, k + 1, 2ω),

де η(0, k + 1, 2ω) – розв’язок рiвняння Уiттекера (див., наприклад,
[11]). Згiдно з цим отримуємо ще такий клас точних розв’язкiв рiв-
няння (6):

u = eαt+xy(xy)−2ψ(0, k + 1, 2ω),

де k = − 3
2 ± √

1 − 4α (α � 1
4 ), ψ(0, k + 1, 2ω) – розв’язок рiвняння

Уiттекера

4ω2ψ′′ = (ω2 + 4(k + 1)2 − 1)ψ, ω = xy.

Певну iнформацiю про структуру точних розв’язкiв рiвняння (6) да-
ють i диференцiальнi рiвняння з частинними похiдними, якi були
отриманi в результатi редукцiї та вiдокремлення змiнних за одно-
вимiрними пiдалгебрами. Так, наприклад, рiвняння, отримане реду-
кцiєю за пiдалгеброю 〈D2〉, замiною змiнних

ϕ = t−
1
2 ψ(t, ω)

зводиться до рiвняння

ψt + ω2ψωω + 2ω(2 − ω)ψω + 2(1 − 2ω)ψ = 0. (11)

Покладемо, наприклад,

ψ = eβtΦ(ω) + e−βtF (ω), β ∈ R. (12)

Пiдстановка (12) в (11) показує, що функцiя буде розв’язком рiвня-
ння (11) за умови, що функцiї Φ i F задовольняють рiвняння

ω2Φωω + 2ω(2 − ω)Φω + [2(1 − 2ω) + β] Φ = 0,
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ω2Fωω + 2ω(2 − ω)Fω + [2(1 − 2ω) − β] F = 0,

якi є рiвняннями вигляду (5) i точнi розв’язки яких, як було по-
казано вище, визначаються через розв’язки рiвняння Уiттекера. До
аналогiчного результату приводить i розгляд рiвнянь, отриманих в
результатi вiдокремлення змiнних в рiвняннi (6) за пiдалгебрами
〈D1〉 , 〈D2〉 .
Отриманi результати дозволяють стверджувати, що наявнiсть в

диференцiального рiвняння хоча б невисоких симетрiйних властиво-
стей дозволяє редукувати багатовимiрну задачу до задачi в просто-
рi з меншою кiлькiстю змiнних. Наскiльки нам вiдомо, останнiй тип
розв’язкiв у рiвнянь Фоккера–Планка в просторах розмiрностi вищої
за два ще систематично не дослiджувався. А як випливає з отрима-
них результатiв, цi розв’язки є бiльш загальними, нiж iнварiантнi
розв’язки, яким в основному придiлялася увага дослiдникiв.
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Проведено повну класифiкацiю всiх неспряжених пiдалгебр алгебри Лi
групи Пуанкаре P (1, 4) розмiрностi ≤ 3.

The complete classification of all non-conjugate subalgebras of dimensions
≤ 3 of the Lie algebra of Poincaré group P (1, 4) is performed.

1. Вступ. Добре вiдомо, що неспряженi пiдгрупи груп Лi точкових
перетворень широко використовуються при розв’язуваннi рiзних за-
дач математики, теоретичної та математичної фiзики, механiки, га-
зової динамiки тощо (див., наприклад, [1–6]). Виявилося однак, що
можливостi вищезгаданих застосувань, а також результати отрима-
нi внаслiдок цього, суттєвим чином залежать вiд структурних вла-
стивостей неспряжених пiдгруп груп Лi точкових перетворень. То-
му вивчення структурних властивостей неспряжених пiдгруп груп
Лi точкових перетворень (неспряжених пiдалгебр алгебр Лi груп
Лi точкових перетворень) є важливим з рiзних точок зору. Одним
iз способiв вивчення структурних властивостей неспряжених пiдал-
гебр алгебр Лi є класифiкацiя цих пiдалгебр в класи iзоморфних
пiдалгебр. З розв’язанням цiєї класифiкацiйної задачi тiсно пов’я-
зане розв’язування iнших важливих задач. Так, наприклад, задача
про побудову повної множини нееквiвалентних реалiзацiй [7] дiйсних
низькорозмiрних алгебр Лi i задача про опис всiх iнварiантних опе-
раторiв (узагальнених операторiв Казiмiра) [8] для дiйсних низько-
розмiрних алгебр Лi базуються на класифiкацiї цих алгебр Лi [9,10].
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Всi можливi комплекснi алгебри Лi розмiрностi ≤ 4 були описанi
ще С. Лi [1]. Повна класифiкацiя дiйсних структур алгебр Лi розмiр-
ностi ≤ 5 отримана Г.М. Мубаракзяновим [9, 10]. В [11] неспряженi
пiдалгебри алгебри Лi групи Пуанкаре P (1, 3) прокласифiкованi в
класи iзоморфних. Для кожного такого класу пiдалгебр знайденi всi
iнварiантнi функцiї вiд групових генераторiв. В [8] всi iнварiантнi
функцiї вiд групових генераторiв (узагальненi оператори Казiмiра)
знайденi для всiх дiйсних алгебр Лi розмiрностi ≤ 5 i для всiх дiй-
сних нiльпотентних алгебр Лi розмiрностi 6.
Ця робота присв’ячена класифiкацiї низькорозмiрних неспряже-

них пiдалгебр алгебри Лi групи Пуанкаре P (1, 4) в класи iзоморфних
пiдалгебр. Група P (1, 4) є групою поворотiв i зсувiв п’ятивимiрного
простору Мiнковського M(1, 4). Вона широко використовується при
розглядi рiзних питань теоретичної i математичної фiзики (див., на-
приклад, [4, 12, 13]). Пiдгрупова структура групи P (1, 4) вивчена в
роботах [14–18]. В основу нашої роботи покладено повний список не-
спряжених (з точнiстю до P (1, 4)-спряженостi) пiдалгебр алгебри Лi
групи P (1, 4), який можна знайти в [5]. На даний час, використову-
ючи класифiкацiю отриману Г.М. Мубаракзяновим [9,10], проведено
класифiкацiю всiх неспряжених пiдалгебр алгебри Лi групи P (1, 4)
розмiрностi ≤ 3, а також, бiльшостi неспряжених пiдалгебр алгебри
Лi групи P (1, 4) розмiрностей 4 i 5. Для представлення отриманих
результатiв потрiбно розглянути алгебру Лi групи P (1, 4).
2. Алгебра Лi групи P (1, 4). Алгебра Лi групи P (1, 4) задає-

ться 15 базисними елементами Mμν = −Mνμ (μ, ν = 0, 1, 2, 3, 4) i P ′
μ

(μ = 0, 1, 2, 3, 4), якi задовольняють комутацiйним спiввiдношенням[
P ′

μ, P ′
ν

]
= 0,

[
M ′

μν , P ′
σ

]
= gμσP ′

ν − gνσP ′
μ,[

M ′
μν ,M ′

ρσ

]
= gμρM

′
νσ + gνσM ′

μρ − gνρM
′
μσ − gμσM ′

νρ,

де gμν (μ, ν = 0, 1, 2, 3, 4) – метричний тензор з компонентами g00 =
−g11 = −g22 = −g33 = −g44 = 1, gμν = 0, якщо μ �= ν. Тут i всюди
надалi M ′

μν = iMμν .

Надалi перейдемо вiд M ′
μν i P ′

μ до таких лiнiйних комбiнацiй:

G = M ′
40, L1 = M ′

32, L2 = −M ′
31, L3 = M ′

21,

Pa = M ′
4a − M ′

a0, Ca = M ′
4a + M ′

a0 (a = 1, 2, 3),

X0 = 1
2 (P ′

0 − P ′
4) , Xk = P ′

k (k = 1, 2, 3), X4 = 1
2 (P ′

0 + P ′
4) .
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3. Класифiкацiя одновимiрних неспряжених пiдалгебр
алгебри Лi групи P (1, 4). Вiдомо, що є тiльки один тип дiй-
сних алгебр Лi розмiрностi один [9]. Ми позначатимемо його A1 [11].
Оскiльки всi одновимiрнi алгебри Лi є iзоморфними, то вони будуть
типу A1. Нижче приводимо результати класифiкацiї одновимiрних
неспряжених пiдалгебр алгебри Лi групи P (1, 4):

〈G〉; 〈L3 + eG, e > 0〉; 〈P3 + C3 + 2L3〉; 〈P3 + C3 + eL3, e > 2〉;
〈P3 + C3 + 2L3 + α(X0 + X4), α < 0〉; 〈P3 + X0〉; 〈P3 + X1〉;
〈L3 − P3 + α0X0, α0 < 0〉; 〈L3 + d̃(X0 + X4), d̃ < 0〉;
〈G + cX1, c < 0〉; 〈L3 + eG + κ3X3, e > 0, κ3 < 0〉;
〈P3〉; 〈L3 − P3〉; 〈L3〉; 〈X0 + X4〉; 〈X0 − X4〉; 〈X4〉;
〈P3 + C3 + eL3 + α(X0 + X4), e > 2, α < 0〉;
〈L3 + αX3, α < 0〉; 〈L3 − X4〉.

4. Класифiкацiя двовимiрних неспряжених пiдалгебр ал-
гебри Лi групи P (1, 4). Iснує два рiзнi типи дiйсних двовимiрних
алгебр Лi: розкладний A1 ⊕ A1 ≡ 2A1 i нерозкладний A2 [9]. Алге-
бри Лi типу 2A1 – абелевi. Базиснi елементи (e1 i e2) алгебр Лi типу
A2 задовольняють комутацiйнi спiввiдношення: [e1, e2] = e2 [8]. Ал-
гебри Лi типу A2 є розв’язними [8, 9]. Нижче приводимо результати
класифiкацiї двовимiрних неспряжених пiдалгебр алгебри Лi групи
P (1, 4).
Алгебри Лi типу 2A1:

〈G,L3〉; 〈G,X1〉; 〈L3 + eG,X3, e > 0〉; 〈P3 + C3, L3〉;
〈P3 + C3 + 2L3,X0 + X4〉; 〈P3 + C3 + eL3,X0 + X4, e > 2〉;
〈P1, P2〉; 〈L3, P3〉; 〈P3,X1〉; 〈P3,X4〉; 〈L3 − P3,X4〉; 〈L3,X4〉;
〈L3,X0 + X4〉; 〈L3,X0 − X4〉; 〈X0 + X4,X0 − X4〉; 〈X1,X4〉;
〈X1,X0 − X4〉; 〈L3 − X4, P3 + hX0, h > 0〉; 〈L3 − X4, P3〉;
〈L3, P3 + X0〉; 〈G + aX3, L3, a < 0〉; 〈G,L3 + dX3, d < 0〉;
〈P3 + X0,X1〉; 〈P3 + X2,X1〉; 〈P3 + X0,X4〉; 〈P3 + X1,X4〉;
〈L3 + d3X3,X0 + X4, d3 < 0〉; 〈L3 + d3X3,X0 − X4, d3 < 0〉;
〈L3 + d4X4,X0 − X4, d4 < 0〉; 〈L3 + α(X0 + X4),X4, α < 0〉;
〈G + a2X2,X1, a2 < 0〉; 〈L3 − P3 + α0X0,X4, α0 < 0〉;
〈P1 + X3, P2〉; 〈P1, P2 + X2〉; 〈L3 + a3X3,X4, a3 < 0〉;
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〈L3 + α(X0 + X4), P3 + C3 + β(X0 + X4), α < 0, β < 0〉;
〈P1 + X3, P2 + γX2, γ > 0〉; 〈P1, P2 + X2 + βX3, β > 0〉;
〈P3 + C3, L3 + d(X0 + X4), d < 0〉; 〈L3 − X4,X3〉;
〈P1 + X3, P2 + γX2 + βX3, γ > 0, β > 0〉;
〈G + αX3, L3 + βX3, α < 0, β < 0〉.

Алгебри Лi типу A2:

〈−G,P3〉; 〈−G − 1
dL3, P3, d > 0〉; 〈−G − 1

eL3,X4, e > 0〉;
〈−G − aX1, P3, a < 0〉; 〈−G − cX1,X4, c < 0〉; 〈−G,X4〉;
〈− (G + 1

eL3 + κ3
e X3

)
,X4, e > 0, κ3 < 0〉.

5. Класифiкацiя тривимiрних неспряжених пiдалгебр ал-
гебри Лi групи P (1, 4). Утворюючи прямi суми одновимiрних ал-
гебр Лi типу A1 з алгебрами Лi розмiрностi два, отримуємо два типи
алгебр Лi розмiрностi три: 3A1, A2⊕A1. Крiм того, iснує 9 типiв дiй-
сних нерозкладних алгебр Лi A3.1, . . . , A3.9 (див. [8, 9]), два з яких
залежать вiд параметрiв (тобто складають континууми алгебр Лi).
Надалi символ Aa

r.j означатиме j-у алгебру Лi вимiрностi r (a – непе-
рервний параметр вiд якого залежить алгебра). При заданнi конкре-
тної алгебри Лi ми виписуватимемо тiльки вiдмiннi вiд нуля кому-
тацiйнi спiввiдношення. Нижче приводимо результати класифiкацiї
тривимiрних неспряжених пiдалгебр алгебри Лi групи P (1, 4).
Алгебри Лi типу 3A1:

〈G,L3,X3〉; 〈G,X1,X2〉; 〈P3 + C3, L3,X0 + X4〉;
〈P1, P2, P3〉; 〈P1, P2,X3〉; 〈P1, P2,X4〉; 〈L3, P3,X4〉;
〈P3,X1,X2〉; 〈P3,X1,X4〉; 〈L3,X0,X4〉; 〈L3,X3,X4〉;
〈L3,X3,X0 − X4〉; 〈X0 + X4,X1,X0 − X4〉; 〈X4,X1,X2〉;
〈X1,X2,X0 − X4〉; 〈L3, P3 + X0,X4〉; 〈P3 + X0,X1,X2〉;
〈G + a3X3,X1,X2, a3 < 0〉; 〈L3 + d3X3,X0,X4, d3 < 0〉;
〈L3 + d̃4X4,X3,X0 + X4, d̃4 < 0〉; 〈P1, P2 + X2,X3〉;
〈L3 + α(X0 + X4),X3,X4, α < 0〉; 〈P1, P2 + X2,X4〉;
〈P1 + X3, P2,X4〉; 〈P1, P2 + αX2, P3 + γX3, α > 0〉;
〈P1 + γX3, P2 + X2 + δX3,X4, γ > 0〉;
〈P3 + X0,X1,X4〉; 〈P3 + X2,X1,X4〉;
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〈P1, P2 + X2 + δX3,X4, δ > 0〉.
Алгебри Лi типу A2 ⊕ A1:

〈−G − aX3,X4, a < 0〉 ⊕ 〈L3〉; 〈−G,X4〉 ⊕ 〈L3 + dX3, d < 0〉;
〈−G,P3〉 ⊕ 〈L3〉; 〈−G,X4〉 ⊕ 〈L3〉; 〈−G,P3〉 ⊕ 〈X1〉;
〈−G,X4〉 ⊕ 〈X1〉; 〈−G − 1

eL3,X3, e > 0〉 ⊕ 〈X4〉;
〈−G − aX3,X4, a < 0〉 ⊕ 〈L3 + dX3, d < 0〉;
〈−G − a2X2, P3, a2 < 0〉 ⊕ 〈X1〉;
〈−G − ã2X2,X4, ã2 < 0〉 ⊕ 〈X1〉.

Алгебри Лi типу A3.1 ([e2, e3] = e1, нiльпотентна):

〈−4X4, P1 + X2 + γX3, P2 − X1 + μX2 + δX3, μ > 0, γ > 0〉;
〈−2X4, L3 − P3,X3〉; 〈−2dX4, L3 + dX3, P3 + X0, d < 0〉;
〈2X4, P3 + X1,X3〉; 〈−2X4, L3 − P3 + α0X0,X3, α0 < 0〉;
〈−2dX4, L3 + dX3, P3, d < 0〉; 〈2X4, P3 + X0,X3〉;
〈−4X4, P1 + X2, P2 − X1 + μX2 + δX3, δ > 0〉;
〈2X4, P3,X3〉; 〈2bX4, P3,X1 + bX3, b > 0〉;
〈−4X4, P1 + X2, P2 − X1 + μX2, μ > 0〉;
〈−4X4, P1 + X2 + βX3, P2 − X1, β > 0〉;
〈2bX4, P3 + X2,X1 + bX3, b > 0〉;
〈2bX4, P3 + X0,X1 + bX3, b > 0〉; 〈−4X4, P1 + X2, P2 − X1〉.

Алгебри Лi типу A3.2 ([e1, e3] = e1, [e2, e3] = e1 + e2, розв’язна):

〈2a3X4, P3, G + a1X1 + a3X3, a1 < 0, a3 < 0〉;
〈2α3

d X4, P3, G + 1
dL3 + α3

d X3, d > 0, α3 < 0〉;
〈2a3X4, P3, G + a3X3, a3 < 0〉.

Алгебри Лi типу A3.3 ([e1, e3] = e1, [e2, e3] = e2, розв’язна):

〈P1, P2, G + a3X3, a3 < 0〉; 〈P3,X4, G + a1X1, a1 < 0〉;
〈P1, P2, G〉; 〈P3,X4, G〉; 〈P3,X4, G + 1

dL3, d > 0〉.
Алгебри Лi типу A3.4 ([e1, e3] = e1, [e2, e3] = −e2, розв’язна):

〈X0,X4,−G − 1
eL3 − κ3

e X3, e > 0, κ3 < 0〉;
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〈X0,X4,−G〉; 〈X0,X4,−G − 1
eL3, e > 0〉;

〈X0,X4,−G − cX1, c < 0〉.

Алгебри Лi типу A3.6 ([e1, e3] = −e2, [e2, e3] = e1, розв’язна):

〈P1, P2, L3 + d3X3, d3 < 0〉; 〈−P1 − X1, P2 + X2, P3 − L3〉;
〈−P1, P2,−L3〉; 〈−P1, P2, P3 − L3〉; 〈−X1,X2, P3 − L3〉;
〈X1,X2, L3 + 1

e (P3 + C3) + α
e (X0 + X4), e > 2, α < 0〉;

〈X1,X2, L3 + 1
2 (P3 + C3) + α

2 (X0 + X4), α < 0〉;
〈X3,X0 − X4,− 1

2 (P3 + C3) − e
2L3, e > 0〉;

〈X1,X2, L3 + eG + κ3X3, e > 0, κ3 < 0〉;
〈X1,X2, L3 + eG, e > 0〉; 〈X1,X2, L3〉; 〈−P1, P2,X4 − L3〉;
〈X1,X2, L3 − X4〉; 〈X1,−X2,−L3 − 1

e (P3 + C3) , e > 2〉;
〈−X1,X2,−L3 − d̃(X0 + X4), d̃ < 0〉;
〈X1,X2, L3 − P3 + α0X0, α0 < 0〉;
〈−X1,X2,−L3 − αX3, α < 0〉; 〈X1,X2, L3 + 1

2 (P3 + C3)〉.

Алгебри Лi типу Aa
3.7 ([e1, e3] = ae1 − e2, [e2, e3] = e1 + ae2, a > 0,

розв’язна):

〈P1, P2, L3 + cG + bX3, c > 0, b < 0〉; 〈P1, P2, L3 + cG, c > 0〉.

Алгебри Лi типу A3.8 ([e1, e3] = −2e2, [e1, e2] = e1, [e2, e3] = e3,
напiвпроста):

〈−P3, G,C3〉.

Алгебри Лi типу A3.9 ([e1, e2] = e3, [e2, e3] = e1, [e3, e1] = e2,
напiвпроста):

〈 1
2L1 + 1

4 (P1 + C1), 1
2L2 + 1

4 (P2 + C2), 1
2L3 + 1

4 (P3 + C3)〉;
〈L1, L2, L3〉.
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Вивчається симетрiйна редукцiя рiвнянь в частинних похiдних з двома
незалежними змiнними за допомогою операторiв симетрiї Лi–Беклунда
нелiнiйних звичайних диференцiальних рiвнянь. Метод редукцiї засто-
совується до нелiнiйних диференцiальних рiвнянь еволюцiйного та хви-
льового типу.

The symmetry reduction of nonlinear partial differential equations with
two independent variables is studied. The method is based on the Lie–
Bäcklund symmetry operators of nonlinear ordinary differential equations.
The reduction method is applied to partial differential equations of evoluti-
on and wave types.

1. Вступ.Одним з ефективних методiв побудови розв’язкiв нелiнiй-
них диференцiальних рiвнянь математичної фiзики є метод симе-
трiйної редукцiї, що дає можливiсть зводити диференцiальне рiвня-
ння з частинними похiдними до звичайного диференцiального рiвня-
ння. В роботах [1–3, 5, 6] запропоновано пiдходи, якi узагальнюють
класичний метод С. Лi i суттєво розширюють його можливостi при
побудовi розв’язкiв нелiнiйних диференцiальних рiвнянь з частин-
ними похiдними. Серед цих методiв слiд вiдзначити метод умовної
iнварiантностi [1–5] та метод антиредукцiї [6, 7]. За допомогою цих
методiв побудованi широкi класи нових розв’язкiв в явному вигля-
дi багатьох нелiнiйних рiвнянь математичної фiзики. Для побудови
анзацiв, за допомогою яких проводиться редукцiя вихiдного рiвня-
ння до звичайного рiвняння або системи звичайних диференцiаль-
них рiвнянь можуть використовуватись iнфiнiтезимальнi операто-
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ри точкових перетворень як класичної так i умовної симетрiї, а та-
кож оператори Лi–Беклунда. В роботi [8] запропоновано метод реду-
кцiї нелiнiйних еволюцiйних рiвнянь, що базується на симетрiї Лi–
Беклунда звичайних лiнiйних однорiдних диференцiальних рiвнянь
i дає теоретико-групове обгрунтування методу “нелiнiйного роздiле-
ння змiнних”. В [9] цей метод узагальнюється на нелiнiйнi звичайнi
диференцiальнi рiвняння i показується, що його можна застосову-
вати не тiльки до рiвнянь еволюцiйного типу, а й взагалi кажучи,
до довiльного диференцiального рiвняння з частинними похiдними.
У данiй статтi теорема 1 з [9] використовується для редукцiї i по-
будови часткових розв’язкiв нелiнiйних диференцiальних рiвнянь з
двома незалежними змiнними.
2. Симетрiї Лi–Беклунда звичайних диференцiальних

рiвнянь i редукцiя рiвнянь з частинними похiдними. Розгля-
немо диференцiальне рiвняння

U(x1, x2, u, u
1
, u
2
, . . . , u

k
) = 0, (1)

де x = (x1, x2), u = u(x) ∈ Ck(R2, R1), а символом u
k
позначено набiр

всiх часткових похiдних k-го порядку по змiнним x1, x2. Розглянемо
також звичайне диференцiальне рiвняння загального вигляду

H

(
x1, x2, u,

∂u

∂x1
, . . . ,

∂mu

∂xm
1

)
= 0, (2)

де H є довiльною гладкою функцiєю своїх аргументiв, яке не обо-
в’язково має бути лiнiйним (як, наприклад, в [8])). Припустимо, що
iснує загальний розв’язок рiвняння (2) i вiн може бути записаний в
такому виглядi

u = F (x1, x2, C1, . . . , Cm),

де C1, . . . , Cm є довiльними функцiями вiд змiнної x2, а F є деяка
гладка функцiя своїх аргументiв. Справедливим є твердження про
симетрiйну редукцiю [9] а саме: якщо рiвняння (2) є iнварiантним
(в класичному сенсi) вiдносно оператора

Q = U(x1, x2, u, u
1
, u
2
, . . . , u

k
)∂u,

то рiвняння (1) за допомогою анзацу

u = F (x1, x2, ϕ1(x2), . . . , ϕm(x2)) (3)
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редукується в загальному випадку до системи k1 рiвнянь для m не-
вiдомих функцiй ϕ1(x2), . . . , ϕm(x2), причому k1 ≤ m.
Зауваження. В цьому пiдходi змiнна x2 є параметричною змiнною,
подiбно як в методi оберненої задачi розсiювання.
Далi розглянемо застосування цього методу на кiлькох прикла-

дах.
1. Розглянемо нелiнiйне еволюцiйне рiвняння вигляду

ut = f(u)uxx + a(u), (4)

де f(u), a(u) – деякi гладкi функцiї. Розглянемо також нелiнiйне
звичайне диференцiальне рiвняння

uxx = h(u), (5)

де h(u) є також деякою гладкою функцiєю. Виявляється, що рiвнян-
ня (5) є iнварiантним вiдносно групи Лi–Беклунда з iнфiнiтезималь-
ним оператором

Q = (ut − f(u)uxx − a(u))∂u,

тiльки тодi, коли h(u) є лiнiйною функцiєю, тобто h(u) = αu + β,
α, β = const. Нехай h = −u. Тодi f(u) =

(
A+ a(u)

u

)
, де A = const, для

довiльної функцiї a(u). Отже анзац

u = ϕ1(t) sin x + ϕ2(t) cos x, (6)

де ϕ1, ϕ2 є довiльними функцiями вiд змiнної t, що задовольняє
рiвняння

uxx = −u,

редукує нелiнiйне еволюцiйне рiвняння

ut =
(

A +
a(u)
u

)
uxx + a(u) (7)

до системи двох звичайних диференцiальних рiвнянь

ϕ′
1 = −Aϕ1, ϕ′

2 = −Aϕ2. (8)
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З (8), (6) легко отримати розв’язок рiвняння (7) у виглядi

u = (k1 sinx + k2 cos x)e−At,

де k1, k2 = const, для довiльної функцiї a(u).
2. Далi знайдемо оператори симетрiї Лi–Беклунда нелiнiйного

звичайного диференцiального рiвняння, що має вигляд

uuxx = 3u2
x − 3uux + u2. (9)

За допомогою iнфiнiтезимального методу [10] знаходимо оператори
симетрiї рiвняння (9), що мають вигляд

Q1 = [uxx + (λ − 3u2)u−3(u − ux)2 + 3(u − ux)]∂u, Q2 = ut∂u,

де λ – довiльна дiйсна стала. Тодi, як випливає з теореми 1 з [9]
вiдповiдний анзац

u = ϕ2(t)ex(ϕ1(t) + 2ex)−1/2,

що породжується рiвнянням (9), редукує рiвняння

ut = uxx + (λ − 3u2)u−3(u − ux)2 + 3(u − ux) (10)

до системи двох звичайних диференцiальних рiвнянь в такому ви-
глядi

ϕ′
2 = ϕ2, ϕ′

1 = −−2λ

ϕ2
2

.

Iнтегруючи цю систему отримуємо частковий розв’язок рiвнян-
ня (10) у виглядi

u(t, x) = C1e
t

(
λ

C2
1

e−2t + 2ex + C2

)−1/2

,

де C1, C2 = const.
3. На наступному прикладi покажемо, як цей метод застосовує-

ться до диференцiальних рiвнянь, що не є рiвняннями еволюцiйного
типу. Для цього розглянемо оператори симетрiї Лi–Беклунда зви-
чайного диференцiального рiвняння

uxx = u3
x. (11)
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Оператор Лi–Беклунда класичної симетрiї рiвняння (11) має такий
вигляд

Q1 = uxtu
−3
x ut∂u.

Крiм того ми побудували однопараметричну групу iнварiантностi
контактних перетворень, що задається генератором

Q2 =
[
G

(
u +

1
ux

)
ux + H

(
u +

1
ux

)]
∂u,

де F i H є довiльними гладкими функцiями вiд однiєї змiнної. З рiв-
няння (11) отримуємо анзац

u = ϕ2(t) −
√

ϕ1(t) − 2x, (12)

який повинен редукувати рiвняння

uxt =
u3

x

ut
(Gux + H) . (13)

Справдi пiдставляючи (12) в рiвняння (13) отримуємо систему двох
звичайних диференцiальних рiвнянь у виглядi

ϕ′
1ϕ

′
2 = −2H(ϕ2), (ϕ′

1)
2 = 4G(ϕ2)

при довiльних функцiях G, H.
4. В попереднiх прикладах ми будували оператори симетрiї зви-

чайних диференцiальних рiвнянь другого порядку, тому отриманi
анзаци мiстили двi невiдомi функцiї, а вiдповiдна редукована систе-
ма була системою двох звичайних диференцiальних рiвнянь. Згiдно
з теоремою 1 [9] число рiвнянь в редукованiй системi не може бу-
ти бiльше двох. Покажемо на простому прикладi, що iснують такi
рiвняння, що анзац з двома невiдомими функцiями редукує дослi-
джуване рiвняння до одного звичайного диференцiального рiвняння.
Оскiльки отримана система є недовизначеною, то в цьому випадку
iснує можливiсть побудови розв’язку з однiєю довiльною функцiєю.
Розглянемо звичайне диференцiальне рiвняння

ux1x1 = ux1 . (14)

Це рiвняння допускає оператори симетрiї

Q1 = ux1x2∂u, Q2 = ux1F (ux1 − u)∂u,
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де F є довiльною гладкою функцiєю однiєї змiнної. Вiдповiдний ан-
зац

u = −ϕ1(x2) + ex1ϕ2(x2),

що породжується рiвнянням (14), редукує рiвняння

ux1x2 = ux1F (ux1 − u) (15)

до одного звичайного диференцiального рiвняння

ϕ′
2 = ϕ2F (ϕ1(x2)). (16)

Iнтегруючи рiвняння (16) знаходимо частковий розв’язок нелiнiйно-
го рiвняння (15) у виглядi

u = −ϕ1(x2) + Cex1+
∫

F (ϕ1(x2))dx2 ,

де C – довiльна стала, що мiстить довiльну функцiю ϕ1(x2).
3. Висновки. Таким чином вищi симетрiї Лi–Беклунда нелiнiй-

них звичайних диференцiальних рiвнянь дозволяють провести си-
метрiйну редукцiю дослiджуваних рiвнянь в частинних похiдних з
двома незалежними змiнними до системи звичайних диференцiаль-
них рiвнянь. У цiй роботi ми розглядали звичайнi диференцiальнi
рiвняння другого порядку. Вiдповiдно збудованi анзаци мiстять двi
невiдомi функцiї. Максимальне число рiвнянь в редукованiй систе-
мi визначається порядком звичайного диференцiального рiвняння, а
його оператори симетрiї визначають вигляд диференцiального рiв-
няння, до якого може застосовуватись метод редукцiї. Ефективнiсть
цього методу виразно проявляється при застосуваннi до нелiнiйних
диференцiальних рiвнянь, якi не допускають оператори вищих си-
метрiй в класичному сенсi i не є “iнтегровними”. Однак, виявляє-
ться, що цей метод можна успiшно також застосовувати до рiвняння
Кортевега–де Фрiза вигляду

ut = uxxx + uux + α(t)(xux + 2u) + β(t)ux,

де α(t), β(t) – довiльнi гладкi функцiї змiнної t. Метод є загальним
в тому сенсi, що його можна застосовувати не тiльки в двовимiрно-
му просторi, а довiльному скiнченовимiрному, i не тiльки до рiвнянь
еволюцiйного типу (див. рiвняння (13), (15)). Тим не менше слiд
зауважити, що при дослiдженнi еволюцiйних рiвнянь сам метод i
вiдповiднi обчислення суттєво спрощуються. Треба також вiдмiти-
ти, що цей пiдхiд легко узагальнюється на оператори Лi–Беклунда
умовної симетрiї звичайних диференцiальних рiвнянь.
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Зроблено вичерпний опис Q-умовних симетрiй двох класiв нелiнiй-
них рiвнянь реакцiї-дифузiї-конвекцiї зi степеневими коефiцiєнтами ди-
фузiї. Використовуючи отриманi симетрiї, побудовано новi нелiївськi
розв’язки.

A complete description of Q-conditional symmetries for two classes of
reaction-diffusion-convection equations with power diffusivities is obtained.
Using the symmetries obtained new non-Lie solutions are constructed.

1. Вступ. Нелiнiйнi рiвняння реакцiї-дифузiї-конвекцiї (РДК) виг-
ляду

Ut = [A(U)Ux]x + B(U)Ux + C(U), (1)

де U = U(t, x) – невiдома функцiя, A(U), B(U), C(U) – деякi заданi
гладкi функцiї, iндекси t та x означають диференцiювання за цими
змiнними, лежать в основi багатьох математичних моделей для опису
найрiзноманiтнiших процесiв живої та неживої природи [1,2]. Почи-
наючи з вiдомої роботи Овсяннiкова [3] велика кiлькiсть робiт при-
свячена дослiдженням рiвнянь вигляду (1) теоретико-алгебраїчними
методами. Зокрема, вичерпно описано всi класичнi симетрiї цих рiв-
нянь та побудовано велику кiлькiсть лiївських розв’язкiв (див. [4, 5]
та цитованi там роботи).
В 1969 Блуман (Bluman) та Коул (Cole) [6] ввели суттєве узагаль-

нення класичних симетрiй, яке отримало назву некласичних симет-
рiй [7] або умовних симетрiй [8]. В [9] (див. детальнiше в [10, Sec-
tion 5.7]) Фущичем та його учнями було запропоновано подальше
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узагальнення поняття некласичних симетрiй, яке також отримало
назву умовна симетрiя. З метою уникнення двозначностi ми користу-
ватимемося поняттям Q-умовна симетрiя для позначення некласич-
ної симетрiї, яке було запропоновано в [10].
Виявляється, що шляхом застосування поняття Q-умовна симет-

рiя до рiвнянь РДК вигляду (1) можна як розширити симетрiю цих
рiвнянь, так i знайти новi нелiївськi розв’язки для рiвнянь, якi вiдо-
мi у застосуваннях [4,10–14]. Отже, настав час для вичерпного опису
Q-умовних симетрiй рiвняння (1). Оскiльки ця задача поки що ви-
глядає занадто складною, в цiй роботi ми її розв’яжемо в частковому
випадку, а саме для рiвнянь вигляду

Ut = [UmUx]x + λUmUx + C(U), (2)

та

Ut = [UmUx]x + λUm+1Ux + C(U), (3)

де λ �= 0, m �= 0 – довiльнi сталi, C(U) – довiльна гладка функцiя.
Окрiм того ми продемонструємо ефективнiсть отриманих симетрiй
для побудови точних розв’язкiв рiвнянь (2)–(3). Зауважимо, що ми
скрiзь нижче розглядатимемо рiвняння з ненульовим конвективним
членом, тобто λ �= 0. Ефект нелiнiйної конвекцiї в рiвняннях реакцiї-
дифузiї може мати вражаючий ефект для структури розв’язкiв. Як-
що конвекцiя виникає, як природне розширення закону збереження,
то ми отримуємо саме такi рiвняння, оскiльки найчастiше нелiнiйнос-
тi мають степеневий характер (детальнiше див. [2]).
2. Q-умовнi симетрiї. В роботi [4] (див. також [5]) отрима-

но вичерпний опис симетрiй Лi рiвняння реакцiї-дифузiї-конвекцiї
(РДК) (1) при B(U) �= 0. Проте для знаходження всеможливих Q-
умовних операторiв рiвняння (1) в роботi [4] побудовано лише систе-
му вiдповiдних визначальних рiвнянь та наведено окремi її частковi
розв’язки як приклади. В цiй роботi ми ставимо задачу про вiдшу-
кання всiх Q-умовних операторiв вигляду

Q = ∂t + ξ(t, x, U)∂x + η(t, x, U)∂U , (4)

де ξ та η – невiдомi функцiї, для рiвнянь (2)–(3). Зауважимо, що
ми не розглядаємо задачу вiдшукання всiх Q-умовних операторiв
вигляду

Q = ∂x + η(t, x, U)∂U ,
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оскiльки ця задача еквiвалентна розв’язанню власне рiвнянь (2)–
(3) [15].
Теорема 1. Рiвняння (2) Q-умовно iнварiантне вiдносно оператора
вигляду (4) тодi i тiльки тодi, коли воно та вiдповiдний оператор
набувають вигляду

(i) Ut = [UmUx]x + λUmUx + (λ1U
m+1 + λ2)(U−m − λ3), (5)

Q = ∂t + (λ1U + λ2U
−m)∂U , m �= −1; (6)

(ii) Ut = [U−1Ux]x + λU−1Ux + (λ1 ln U + λ2)(U − λ3), (7)
Q = ∂t + (λ1U ln U + λ2U)∂U ; (8)

(iii) Ut = [U− 1
2 Ux]x + λU−1

2 Ux + λ1U + λ2U
1
2 + λ3, (9)

Q = ∂t + f(t, x)∂x + 2(g(t, x)U + h(t, x)U
1
2 )∂U , (10)

де трiйка функцiй f , g, h є довiльним розв’язком нелiнiйної системи
диференцiальних рiвнянь

2ffx + ft + fg = 0, fxx − λfx − 2gx − fh = 0,

(g − λ1
2 )(g + 2fx) + gt = 0,

2gh − λ1h + 2fxh − λ2fx + ht − λgx − gxx = 0,

h2 − λ2
2 h − λ3fx + λ3

2 g − λhx − hxx = 0. (11)

Всi iншi випадки iнварiантностi рiвнянь вигляду (2) вiдносно
операторiв вигляду (4) є випадками класичної iнварiантностi в сен-
сi Лi.
Зауваження 1. Незважаючи на те, що система (11) мiстить п’ять
рiвнянь на три невiдомi функцiї, вона є сумiсною. Зокрема, при f =
g = 0, λ1 = 0 вона зводиться до одного звичайного диференцiального
рiвняння

hxx + λhx + λ2
2 h − h2 = 0 (12)

i тодi оператор

Q = ∂t + 2h(x)U
1
2 ∂U

є операторомQ-умовної симетрiї для будь-якого ненульового розв’яз-
ку рiвняння (12), причому при h = λ2

2 , отримуємо частинний випа-
док (i), коли m = − 1

2 , λ1 = 0.
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Зауваження 2. При h = 0 знайдено загальний розв’язок систе-
ми (11). Розв’язки дають нам лише оператори лiївської симетрiї (див.
випадки 8 та 11 в [4]).
Теорема 2. Рiвняння (3) при m �= 0 Q-умовно iнварiантне вiдносно
оператора вигляду (4) тодi i тiльки тодi, коли воно та вiдповiдний
оператор набувають вигляду

(i) Ut = [UmUx]x + λUm+1Ux + λ1U + λ2U
−m, m �= −1, (13)

Q = ∂t − λUm+1∂x + (λ1U + λ2U
−m)∂U ; (14)

(ii) Ut = [U− 1
2 Ux]x + λU

1
2 Ux +

+ (λ1U
3
2 + λ2U

1
2 + λ3)

(
λ1
2λ2 + U

1
2

)
, (15)

Q = ∂t +
(
−λU

1
2 + 3λ1

2λ

)
∂x + (λ1U

3
2 + λ2U

1
2 + λ3)∂U ; (16)

(iii) Ut = [U−1Ux]x + λUx + (λ1 ln U + λ2)(U − λ3), (17)
Q = ∂t − λ∂x + (λ1 ln U + λ2)U∂U . (18)

Всi iншi випадки iнварiантностi рiвнянь вигляду (3) вiдносно опера-
торiв вигляду (4) є випадками класичної iнварiантностi в сенсi Лi.
Зауваження 3. Всi Q-умовнi симетрiї рiвняння (3) при m = 0 по-
будованi в роботi [14]. Випадок (iii) локальною замiною y = x + λt
зводиться до випадку без конвективного члена, а саме:

Ut = [U−1Uy]y + (λ1 ln U + λ2)(U − λ3).

Оскiльки доведення обох теорем досить громiздкi, то тут ми об-
межимося лише доведенням другої (доведення першої буде наведено
в iншiй роботi).
Доведення теореми 2. Використавши для рiвняння (3) замiну

V =

{
Um+1, m �= −1,

ln U, m = −1,
(19)

отримаємо у випадку m �= −1

Vxx = V nVt − λV n+1Vx + F (V ), (20)

де n = − m
m+1 �= 0,−1, F (V ) = −(m+1)C(V

1
m+1 ), а у випадкуm = −1

Vxx = eV Vt − λeV Vx + F (V ), (21)
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де F (V ) = C(eV ). Одночасно оператор (4) набуде вигляду

Q∗ = ∂t + ξ∗(t, x, V )∂x + η∗(t, x, V )∂V (22)

(надалi зiрочки ми опускаємо). Використаємо роботу [4], в якiй побу-
довано систему вiдповiдних визначальних рiвнянь для всiх рiвнянь
РДК. Тодi для знаходження функцiй ξ, η тa F для рiвняння (20)
одержимо таку систему

ξV V = 0, ηV V = 2ξV (−λV n+1 − ξV n) + 2ξxV ,

ηFV + (2ξx − ηV )F + nη2V n−1 + 2ξxηV n +

+ ηtV
n − λV n+1ηx − ηxx = 0,

λξxV n+1+
(
(−2ξV + λ(n + 1))η + 2ξξx + ξt

)
V n +

+ ξηnV n−1 − 3ξV F + 2ηxV − ξxx = 0. (23)

А для рiвняння (21) – систему

ξV V = 0, ηV V = 2ξV (−λeV − ξeV ) + 2ξxV , (24)(
ξt + 2ξξx + (λ + ξ − 2ξV )η + λξx

)
eV − 3ξV F + 2ηxV − ξxx = 0,

ηFV + (2ξx − ηV )F + η2eV + 2ξxηeV + ηte
V − ληxeV − ηxx = 0.

Очевидно, що першi два рiвняння систем (23)–(24) легко iнтегру-
ються вiдносно змiнної V . Для повного розв’язання цих систем до-
цiльно по черзi розглянути такi випадки:

(a) ξ = ξ(V ), η = η(V ),
(b) ξ = f(t, x), η = g(t, x)V + h(t, x), (25)
(c) ξ = a(t, x)V + f(t, x), a(t, x) �= 0, η = η(t, x, V ).

При цьому для випадку (c) та системи (23)

η = − 2a(a + λ)
(n + 2)(n + 3)

V n+3 − 2af

(n + 1)(n + 2)
V n+2 +

+ axV 2 + g(t, x)V + h(t, x),

при n �= −2,−3;

η = −2a(a + λ)V ln V + 2af ln V + axV 2 +
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+ (2a(a + λ) + g(t, x))V + h(t, x),

при n = −2;

η = 2a(a + λ) ln V − afV −1 + axV 2 + g(t, x)V + h(t, x),

при n = −3.
А для системи (24)

η = −2a2V eV − 2a(λ + f − 2a)eV + axV 2 + g(t, x)V + h(t, x).

Випадок (a). Очевидно, що розв’язок першого рiвняння в (23)–
(24) має вигляд

ξ = λ∗
1V + λ∗

2, (26)

де λ∗
1, λ

∗
2 ∈ R. Тодi з другого рiвняння (23) з врахуванням (26), отри-

маємо функцiю

η = − 2λ∗
1(λ + λ∗

1)
(n + 2)(n + 3)

V n+3− 2λ∗
1λ

∗
2

(n + 1)(n + 2)
V n+2 + λ∗

3V + λ∗
4,(27)

де λ∗
3, λ

∗
4 ∈ R, n �= −2,−3, пiдставляючи яку в четверте рiвняння

системи (23), знаходимо функцiю

F =
η

3λ∗
1

[(
λ∗

1(n − 2) + λ(n + 1)
)
V n + nλ∗

2V
n−1
]
, λ∗

1 �= 0. (28)

Зауважимо, що випадок λ∗
1 = 0 для всiх F (V ) веде лише до лiїв-

ських операторiв. Отже, залишилося задовольнити третє рiвняння
системи (23), яке з врахуванням (28) набуває вигляду

η
[(

1 + 1
3λ∗

1
(λ∗

1(n − 2)+ λ(n + 1)
)
V n−1+ (n − 1)λ∗

2V
n−2
]

= 0. (29)

Припустивши η �= 0 i розчепивши цей вираз за степенями V , отри-
муємо умови

(λ∗
1 + λ)(n + 1) = 0, (n − 1)λ∗

2 = 0. (30)

Оскiльки n �= −1, то перша умова з (30) дає λ∗
1 = −λ, а друга дає n =

1 або λ∗
2 = 0. Отже, беручи до уваги формули (26)–(28), одержуємо

рiвняння

Vxx = V Vt − λV 2Vx − λ∗
2 + 3λV

3λ

(
1
3λ∗

2λV 3 + λ∗
3V + λ∗

4

)
, (31)
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та оператор Q-умовної симетрiї

Q = ∂t + (−λV + λ∗
2)∂x +

(
1
3λ∗

2λV 3 + λ∗
3V + λ∗

4

)
∂V , (32)

при n = 1; рiвняння

Vxx = V nVt − λV n+1Vx − (λ∗
3V + λ∗

4)V
n, (33)

та оператор

Q = ∂t − λV ∂x + (λ∗
3V + λ∗

4)∂V , (34)

при λ∗
2 = 0. Неважко переконатися, що розгляд випадкiв n = −2,

n = −3 веде лише до частинних випадкiв (33) та оператора (34).
Врештi-решт, зробивши в рiвняннях (31), (33) та операторах (32),
(34) замiну (19) та перепозначивши коефiцiєнти бiля степенiв U (λ∗

3 =
= λ1, λ∗

4 = λ2 для рiвняння (33), λ∗
2 = 3λ1

2λ , λ∗
3 = λ2

2 , λ∗
4 = λ3

2 для
рiвняння (31)) отримаємо вiдповiдно випадки (ii) та (i) теореми 2.
Якщо η = 0 в (29), то отримаємо частинний випадок рiвняння

(33) та оператора (34) при λ∗
3 = λ∗

4 = 0.
Розгляньмо тепер систему (24). Пiдставивши (26) в друге рiвнян-

ня (24), знаходимо функцiю

η = 2λ∗
1e

V (−λ∗
1V + 2λ∗

1 − λ − λ∗
2) + λ∗

3V + λ∗
4,

де λ∗
3, λ

∗
4 ∈ R, а пiдставивши в третє рiвняння – функцiю

F =
ηeV

3λ∗
1

(λ∗
1V + λ + λ∗

2 − 2λ∗
1) , λ∗

1 �= 0. (35)

Враховуючи (35), четверте рiвняння системи (24) набуває вигляду

eV η
(
1 + 1

3λ∗
1
(λ∗

1V + λ + λ∗
2 − λ∗

1)
)

= 0,

а це веде до η = 0, тобто, зокрема, λ∗
1 = 0, проте λ∗

1 �= 0 (див. (35)).
Якщо λ∗

1 = 0, то система (24) набуває вигляду

ξ = λ∗
2, η = λ∗

3V + λ∗
4, (λ∗

3V + λ∗
4)(λ

∗
2 + λ) = 0,

(λ∗
3V + λ∗

4)FV − λ∗
3F = −eV (λ∗

3V + λ∗
4)

2. (36)

Розв’язавши систему (36), отримаємо рiвняння

Vxx = eV Vt − λeV Vx + (λ∗
3V + λ∗

4)(λ
∗
5 − eV ), (37)
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та оператор

Q = ∂t − λ∂x + (λ∗
3V + λ∗

4)∂V . (38)

Зробивши в (37) та (38) замiну (19) та перепозначивши коефiцiєнти
бiля степенiв U (λ∗

3 = λ1, λ∗
4 = λ2, λ∗

5 = λ3), отримаємо випадок (iii)
теореми 2.
Випадок (b). Покажемо, що у цьому випадку не отримуються новi

Q-умовнi симетрiї. Розгляньмо систему (23). Розв’язком першого та
другого рiвнянь системи (23) будуть вирази (25). Пiдставивши (25)
в четверте рiвняння системи (23) i об’єднавши коефiцiєнти бiля вiд-
повiдних степенiв V , отримаємо

λ
(
(n + 1)g + fx

)
V n+1+

(
λ(n + 1)h + ft + 2ffx + nfg

)
V n +

+ nfhV n−1 + 2gx − fxx = 0.

Розгляньмо випадок n �= 1, тодi розчеплення за степенями V вiдбу-
вається таким чином

(n + 1)g + fx = 0, λ(n + 1)h + ft + 2ffx + nfg = 0,

fh = 0, 2gx − fxx = 0. (39)

Для розв’язання системи (39) необхiдно розглянути два випадки
(див. третє рiвняння): f = 0 i h = 0. Якщо f = 0, то негайно отри-
мується g = h = 0, оскiльки n + 1 �= 0 i λ �= 0, а це веде лише до
частинного випадку (a). Якщо ж h = 0, то використовуючи перше i
четверте рiвняння системи (39), отримаємо

g = g(t), f = −(n + 1)gx + ϕ(t),

звiдки за допомогою другого рiвняння цiєї системи одержуємо систе-
му звичайних диференцiальних рiвнянь (ЗДР)

gt − (n + 2)g2 = 0, ϕt − (n + 2)ϕg = 0. (40)

з загальним розв’язком

g =
−1

(n + 2)t + c1
, ϕ =

c2

(n + 2)t + c1
, ck ∈ R, k = 1, 2.

Пiдставивши його в третє рiвняння системи (23), одержуємо лiнiйне
ЗДР

FV − 2n + 3
V

F = 0.
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В пiдсумку, випадок (b) при n �= 1 приводить до рiвняння

Vxx = V nVt − λV n+1Vx + λ1V
2n+3, (41)

та оператора

Q = ∂t +
(n + 1)x + c2

(n + 2)t + c1
∂x − V

(n + 2)t + c1
∂V . (42)

Проте оператор (42) еквiвалентний оператору

X = c1∂t + c2∂x + (n + 2)t∂t + (n + 1)x∂x − V ∂V ,

який є звичайним оператором iнварiантностi рiвняння (41) [4].
При n = 1, отримаємо частинний випадок рiвняння (41) та опера-

тора (42).
Аналогiчний розгляд системи (24) у випадку (b) приводить лише

до операторiв лiївської симетрiї рiвнянь вигляду (21) при F = λ1 +
+λ2e

V та F = λ1e
λ2V .

Випадок (c). Детальнi викладки ми опускаємо, оскiльки при
a(t, x) �= const не отримується жодного оператора Q-умовної симе-
трiї, а при a(t, x) = const – лише частиннi випадки (a) i (b). Теорему
доведено.
3. Точнi розв’язки деяких рiвнянь РДК. Добре вiдомо [16–

18], що знаходження нових операторiв умовної симетрiї та нових
анзацiв ще не гарантує побудову нових розв’язкiв вiдповiдного не-
лiнiйного рiвняння, оскiльки отриманi розв’язки можуть виявитися
такими, що їх можна побудувати за допомогою класичних симетрiй
Лi. Нижче ми побудуємо точнi розв’язки деяких нелiнiйних рiвнянь
РДК, для яких було знайдено новi умовнi симетрiї, та покажемо, що
вони є нелiївськими розв’язками. Для спрощення викладок будемо
розглядати рiвняння для залежної змiнної V (t, x), а потiм зробимо
замiну (19), тобто повернемося до початкової змiнної U(t, x).
Розгляньмо випадок (i) теореми 1. Рiвняння (5) та вiдповiдний

оператор (6) пiсля замiни (19) набувають вигляду

Vxx = V nVt − λVx + (λ∗
1V + λ∗

2)(λ3 − V n), (43)

та

Q = ∂t + (λ∗
1V + λ∗

2)∂V (44)

вiдповiдно.
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Побудуємо за оператором (44) анзац за стандартною процедурою,
тобто шляхом розв’язування рiвняння Q(V ) = 0, або

dt

1
=

dV

λ∗
1V + λ∗

2

.

В залежностi вiд значення λ∗
1 отримаємо два анзаци: при λ∗

1 = 0,
одержимо

V = λ∗
2t + ϕ(x), (45)

а при λ∗
1 �= 0

V = ϕ(x)eλ∗
1t − λ∗

2
λ∗

1
, (46)

де ϕ(x) – нова невiдома функцiя. Пiдставивши анзац (45) в рiвняння
(43), отримуємо таке звичайне диференцiальне рiвняння (ЗДР)

ϕxx + λϕx + λ∗
4 = 0, λ∗

4 = −λ∗
2λ3,

яке легко розв’язується i має загальний розв’язок

ϕ = c1 + c2e
−λx − λ∗

4
λ x, ck ∈ R, k = 1, 2.

Отже, розв’язок рiвняння (43) при λ∗
1 = 0 має вигляд

V = λ∗
2t + c1 + c2e

−λx − λ∗
4

λ x.

Використавши замiну (19) отримаємо розв’язок

U =
[
λ2(m + 1)t + c1 + c2e

−λx − λ4(m+1)
λ x

] 1
m+1

,

рiвняння

Ut = [UmUx]x + λUmUx + λ2U
−m + λ4, m �= −1.

Оскiльки останнє рiвняння при λ2 �= 0 допускає лише тривiальну
алгебру iнварiантностi 〈∂t, ∂x〉 [4], то використовуючи цi оператори
ми можемо отримати тiльки розв’язки вигляду U = ϕ(c3x + c4t),
c3, c4 ∈ R. Як ми бачимо, отриманий нами розв’язок при c2 �= 0 має
iнший вигляд, а тому є нелiївськими. Так само показується, що i iншi
розв’язки, якi отримано нижче, є нелiївськими.
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Пiдставивши анзац (46) в рiвняння (43), знову отримаємо лiнiйне
ЗДР

ϕxx + λϕx + λ4ϕ = 0, λ4 = −λ∗
1λ3,

розв’язки якого суттєво залежать вiд значення δ = λ2 − 4λ4. Згiдно
з класичною теорiєю лiнiйних ЗДР отримуємо

ϕ1 = c1 exp
(

−λ+
√

δ
2 x

)
+ c2 exp

(
−λ−√

δ
2 x

)
при δ > 0,

ϕ2 = c1 exp
(−λ

2 x
)

+ c2x exp
(−λ

2 x
)

при δ = 0,

ϕ3 = exp
(−λ

2 x
) (

c1 cos
√−δ

2 x + c2 sin
√−δ

2 x
)

при δ < 0.
Отже, рiвняння (43) має три типи розв’язкiв в залежностi вiд

значення δ, δ = λ2 + 4λ1λ3(m + 1). Знову використавши замiну (19),
анзац (46) та отриманi функцiї ϕi(x), i = 1, 2, 3, будуємо розв’язки

U =
[
c1 exp

(
−λ+

√
δ

2 x + λ1(m + 1)t
)

+

+ c2 exp
(

−λ−√
δ

2 x + λ1(m + 1)t
)
− λ2

λ1

] 1
m+1

,

U =
[
c1 exp

(−λ
2 x + λ1(m + 1)t

)
+

+ c2x exp
(−λ

2 x + λ1(m + 1)t
)− λ2

λ1

] 1
m+1

,

U =
[

exp
(−λ

2 x + λ1(m + 1)t
)×

×
(
c1 cos

√−δ
2 x + c2 sin

√−δ
2 x

)
− λ2

λ1

] 1
m+1

рiвняння

Ut = [UmUx]x + λUmUx +
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+ (λ1U
m+1 + λ2)(U−m − λ3), (47)

де m �= −1.
Зауважимо, що нелiївськi розв’язки рiвняння (47) при λ2 = 0

було отримано в роботi [18], проте легко помiтити, що вищенаведенi
розв’язки мають iншу структуру, тобто є новими.
Розгляньмо випадок (ii) теореми 1. Рiвняння (7) та вiдповiдний

оператор (8) пiсля замiни (19) набувають виглядiв

Vxx = eV Vt − λVx + (λ1V + λ2)(λ3 − eV ),

та

Q = ∂t + (λ1V + λ2)∂V .

Аналогiчним чином, як i при розглядi випадку (i) отримаємо такi
два анзаци

V = λ2t + ϕ(x), λ1 = 0, (48)

V = ϕ(x)eλ1t − λ2
λ1

, λ1 �= 0. (49)

Оскiльки структура анзацiв (48) i (49) така сама що й (45) i (46),
то подальшi викладки повнiстю аналогiчнi. У пiдсумку отримаємо
розв’язок

U = exp
[
λ2t + c1 + c2e

−λx − λ4
λ x
]
,

нелiнiйного рiвняння РДК

Ut = [U−1Ux]x + λU−1Ux + λ2U + λ4.

Та три розв’язки

U = exp
[
c1 exp

(−λ+
√

δ
2 x + λ1t

)
+ c2 exp

(−λ−√
δ

2 x + λ1t
)− λ2

λ1

]
,

U = exp
[
c1 exp

(− λ
2 x + λ1t

)
+ c2x exp

(− λ
2 x + λ1t

)− λ2
λ1

]
,

U = exp
[
exp

(− λ
2 x + λ1t

)(
c1 cos

√−δ
2 x + c2 sin

√−δ
2 x

)− λ2
λ1

]
,

рiвняння

Ut = [U−1Ux]x + λU−1Ux + (λ1 ln U + λ2)(U − λ3)

в залежностi вiд знаку δ = λ2 + 4λ1λ3.
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Розгляньмо випадок (i) теореми 2. Рiвняння (13) та вiдповiдний
оператор (14) пiсля замiни (19) набувають вiдповiдно вигляду (33)
та (34). Рiвняння Q(V ) = 0 для оператора (34) має вигляд

Vt = λV Vx + λ∗
3V + λ∗

4. (50)

У цьому випадку зручнiше не будувати анзац, а спочатку виразити
Vt з (50) та пiдставити в (33). Тодi отримується лiнiйне ЗДР Vxx = 0,
яке породжує анзац

V = ϕ(t)x + ψ(t), (51)

де ϕ(t)x i ψ(t) – новi шуканi функцiї. Пiдставивши анзац (51) у рiв-
няння (50), одержимо вираз

ϕtx + ψt = λ(ϕx + ψ)ϕ + λ∗
3(ϕx + ψ) + λ∗

4, (52)

розчеплення якого за змiнною x веде до системи ЗДР

ϕt = λϕ2 + λ∗
3ϕ, ψt = λϕψ + λ∗

3ψ + λ∗
4. (53)

Розв’язавши систему (53) i пiдставивши отриманi вирази для ϕ та ψ
в анзац (51), одержимо розв’язки

V = 1
λt+c1

(−x + λ∗
4

(
λ
2 t2 + c1t

)
+ c2

)
,

та

V = 1

1+c1e−λ∗
3t

(
−λ∗

3
λ x + λ∗

4

(
t − c1

λ∗
3
e−λ∗

3t) + c2

)
,

для рiвняння

Vxx = V nVt − λV n+1Vx − (λ∗
3V + λ∗

4)V
n, n �= −1,

вiдповiдно при λ∗
3 = 0 та λ∗

3 �= 0. Зробивши замiну (19) i перепозна-
чивши сталi, отримаємо розв’язки

U =
[

1
λt+c1

(−x + λ2(m + 1)
(

λ
2 t2 + c1t

)
+ c2

)] 1
m+1

,

та

U =
[

1
1+c1e−λ1(m+1)t

(
−λ1(m+1)

λ x +
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+ λ2(m + 1)
(
t − c1

λ1(m+1)e
−λ1(m+1)t) + c2

)] 1
m+1

,

нелiнiйного рiвняння РДК

Ut = [UmUx]x + λUm+1Ux + λ1U + λ2U
−m, m �= −1 (54)

вiдповiдно при λ1 = 0 та λ1 �= 0. Зауважимо, що при m �= −1 рiвня-
ння (54) допускає лише тривiальну алгебру iнварiантностi [4], тому
отриманi розв’язки є нелiївськими.
4. Висновки. Таким чином в цiй роботi ми встановили двi тео-

реми, якi дають вичерпний опис Q-умовних симетрiй двох класiв
рiвнянь реакцiї-дифузiї-конвекцiї вигляду (2) та (3). Зауважимо, що
отриманi Q-умовнi симетрiї як правило можна використовувати i
для випадку виродження рiвняння РДК в рiвняння реакцiї-дифузiї,
тобто при λ = 0. Бiльше того, наскiльки нам вiдомо, деякi Q-умовнi
симетрiї є новими навiть у цьому частковому випадку.
В роботi також побудовано точнi розв’язки деяких нелiнiйних

РДК за допомогою отриманих симетрiй. Показано при яких умовах
цi розв’язки є нелiївськими, тобто не можуть бути отриманi класич-
ним методом Лi. В майбутньому ми плануємо бiльш детально дослi-
дити властивостi отриманих розв’язкiв та питання щодо їх можли-
вого застосування.
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З використанням спецiального анзацу знайдено хвильовi розв’язки не-
лiнiйного рiвняння дифузiї.

Wave solutions for a nonlinear diffusion equation are found by using the
special ansatz.

Вступ. Робота присвячена побудовi точних розв’язкiв нелiнiйного
рiвняння дифузiї

ut = uxx + λu
n−1

2 ux + a0u
n + a1u +

+ a2u
n+1

2 + a3u
3−n

2 + a4u
2−n, (1)

де u = u(t, x), ut = ∂u
∂t , uxx = ∂2u

∂x2 , ux = ∂u
∂x , λ ≥ 0, a0, a1, a2, a3, a4 ∈ R,

n �= 1. Якщо a0 �= 0, то a0 можна звести до 1 або −1, помноживши
функцiю u на вiдповiдний скаляр. Рiвняння (1) є узагальненням кла-
сичного рiвняння Бюргерса ut = uxx+μuux, а також вiдомих рiвнянь
Фiшера [1] ut = uxx = u(1− u) i Маррi [2] ut = uxx + λuux + εu2 + cu.
Важливим частинним випадком рiвняння (1) є рiвняння типу Кол-
могорова–Петровського–Пiскунова

ut = uxx + a0u
n + a1u + a2u

n+1
2 + a3u

3−n
2 + a4u

2−n, (2)

яке дослiджувалося в [3]. Вiдзначимо, що систематичне вивчення
умовної симетрiї цього рiвняння для n = 3, a4 = 0 було започатко-
вано в [4].
Для побудови точних розв’язкiв рiвняння (1) ми використовуємо

анзац

u = k
(zx

z

) 2
n−1

, (3)
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де k – стала, z = z(t, x), запропонований в [3] для побудови точних
розв’язкiв рiвняння (2).
В залежностi вiд значення коефiцiєнта a0 видiлимо два випадки.
Випадок a0 �= 0. Пiдставимо (3) в (1):

2k

n − 1
z

3−n
n−1
x zxtz

− 2
n−1 − 2k

n − 1
z

2
n−1
x ztz

− n+1
n−1 =

=
2k(3 − n)
(n − 1)2

z
4−2n
n−1

x z2
xxz−

2
n−1 +

2k

n − 1
z

3−n
n−1
x zxxxz−

2
n−1 −

− 4k

(n − 1)2
z

2
n−1
x zxxz−

n+1
n−1 − 2k(n + 1)

(n − 1)2
z

2
n−1
x zxxz−

n+1
n−1 +

+
2k(n + 1)
(n − 1)2

z
2n

n−1
x z−

2n
n−1 + λk

n−1
2 zxz−1 ×

×
(

2k

n − 1
z

3−n
n−1
x zxxz−

2
n−1 − 2k

n − 1
z

2
n−1
x zxz−

n+1
n−1

)
+

+ a0k
n
(zx

z

) 2n
n−1

+ a1k
(zx

z

) 2
n−1

+ a2k
n+1

2

(zx

z

) n+1
n−1

+

+ a3k
3−n

2

(zx

z

) 3−n
n−1

+ a4k
2−n

(zx

z

) 4−2n
n−1

. (4)

Будемо вважати, що в рiвняннi (4)

a0k
n−1 − 2λ

n − 1
k

n−1
2 +

2(n + 1)
(n − 1)2

= 0. (5)

Рiвняння (5) є квадратним вiдносно k
n−1

2 i має коренi

k
n−1

2 =
λ ±√λ2 − 2(n + 1)a0

a0(n − 1)
. (6)

Помноживши обидвi частини рiвняння (4) на z
2n−4
n−1

x z
n+1
n−1 , отримаємо

z

[
2

n − 1
zxzxt − 2

n − 1
zxzxxx − a3k

1−n
2 zzx − a4k

1−nz2 −

− 2(3 − n)
(n − 1)2

z2
xx

]
= z2

x

[
2

n − 1
zt + a1z + a2k

n−1
2 zx −

− 2(n + 3)
(n − 1)2

zxx +
2λk

n−1
2

n − 1
zxx

]
.
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Використовуючи позначення

a1 =
2λ1

n − 1
, a2 =

2λ2

n − 1
k

1−n
2 , a3 =

2λ3

n − 1
k

1−n
2 ,

a4 =
2λ4

n − 1
k1−n, λ̃ = λk

n−1
2 , (7)

попереднє рiвняння можна переписати в такому виглядi:

z

[
zxzxt − zxzxxx − λ3zzx − λ4z

2 +
n − 3
n − 1

z2
xx

]
=

= z2
x

[
zt + λ1z + λ2zx − n + 3

n − 1
zxx + λ̃zxx

]
. (8)

Розв’язок рiвняння (8) шукаємо у виглядi

z = φ(ξ), ξ = x + μt. (9)

Пiдставивши (9) в (8), отримуємо рiвняння

φ

[
μφ′φ′′ − φ′φ′′′ − λ3φφ′ − λ4φ

2 +
n − 3
n − 1

(φ′′)2
]

=

= (φ′)2
[
μφ′ + λ1φ + λ2φ

′ − n + 3
n − 1

φ′′ + λ̃φ′′
]

, (10)

де φ′ = dφ
dξ .

Розв’язки рiвняння (10) шукаємо у виглядi [5]

φ = ν0 + ν1ϕ + ν2ϕ
2 + · · · , (11)

де ν0, ν1, . . . – сталi, а функцiя ϕ задовольняє рiвняння

ϕ′ = ε
√

C0 + C1ϕ + C2ϕ2 + · · ·, ε = ±1. (12)

Для того, щоб функцiя (11) була розв’язком рiвняння (10), ми повин-
нi прирiвняти окремо всi доданки, якi мiстять парнi i непарнi степенi
квадратного кореня, визначеного формулою (12). Враховуючи це за-
уваження, отримуємо таку систему рiвнянь:

μφφ′φ′′ − λ3φ
2φ′ = (λ2 + μ)(φ′)3, (13)

φ

(
φ′φ′′′ + λ4φ

2 +
3 − n

n − 1
(φ′′)2

)
=
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= (φ′)2
(

n + 3
n − 1

φ′′ − λ̃φ′′ − λ1φ

)
. (14)

Подiлимо обидвi частини рiвняння (13) на μφ2φ′:

φ′′

φ
− λ3

μ
=
(

λ2

μ
+ 1
)

(φ′)2

φ2
.

Виконаємо замiну

Y =
φ′

φ
,

φ′′

φ
= Y ′ + Y 2,

яка перетворює рiвняння (13) в рiвняння Рiккатi

Y ′ − λ2

μ
Y 2 =

λ3

μ
. (15)

Загальний розв’язок рiвняння (15) утворюють функцiї

Y =
√−λ3

λ2
tanh

(√−λ2λ3

μ
ξ + C

)
,

Y =
√−λ3

λ2

(
tanh

(√−λ2λ3

μ
ξ + C

))−1

, якщо λ2λ3 < 0, (16)

Y =
√

λ3

λ2
tan

(√
λ2λ3

μ
ξ + C

)
, якщо λ2λ3 > 0, (17)

Y = − μ

λ2(ξ + C)
, якщо λ3 = 0, (18)

де C – стала iнтегрування.
Подiлимо обидвi частини рiвняння (14) на φ3:

φ′′′

φ

φ′

φ
+ λ4 +

3 − n

n − 1
(φ′′)2

φ2
=

(φ′)2

φ2

(
n + 3
n − 1

φ′′

φ
− λ̃

φ′′

φ
− λ1

)
.

Замiна

Y =
φ′

φ
,

φ′′

φ
= Y ′ + Y 2,

φ′′′

φ
= Y ′′ + 3Y Y ′ + Y 3,

перетворює рiвняння (14) в рiвняння

Y Y ′′ − n + 1
n − 1

Y 4 + λ4 +
3 − n

n − 1
(Y ′)2 +
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+ λ̃Y ′Y 2 + λ̃Y 4 + λ1Y
2 = 0. (19)

З’ясуємо, наприклад, при яких значеннях параметрiв λ1, λ2, λ3,
λ4 i μ функцiя (16) буде задовольняти рiвняння (19). Пiдставив-
ши (16) в (19) i прирiвнявши коефiцiєнти при вiдповiдних степенях
ch
(√−λ2λ3

μ ξ + C
)
, отримаємо систему рiвнянь

2
λ2

3

μ2
− n + 1

n − 1

(
λ3

λ2

)2

+
3 − n

n − 1
λ2

3

μ2
−

− λ̃

(
−λ3

λ2

) 3
2 (−λ2λ3)

1
2

μ
+ λ̃

(
−λ3

λ2

)2

= 0, (20)

−2
λ2

3

μ2
+ 2

n + 1
n − 1

(
−λ3

λ2

)2

+ λ̃

(
−λ3

λ2

) 3
2 (−λ2λ3)

1
2

μ
−

− 2λ̃

(
−λ3

λ2

)
+

λ1λ3

λ2
= 0, (21)

−n + 1
n − 1

(
λ3

λ2

)2

+ λ4 + λ̃

(
−λ3

λ2

)2

− λ1

(
λ3

λ2

)
= 0. (22)

З рiвняння (20) випливає, що

μ = ±λ2, якщо λ̃ = 0, μ = |λ2|, якщо λ̃ �= 0.

З рiвняння (21) знаходимо, що

λ1 =
(
− 4

n − 1
+ λ̃

)
λ3

λ2
. (23)

Пiдставивши в рiвняння (22), отримуємо

λ4 =
n − 3
n − 1

(
λ3

λ2

)2

. (24)

Отже, рiвняння (1) має розв’язок

u = k

(√
−λ3

λ2

) 2
n−1

[
tanh

(√
−λ3

λ2
(x + |λ2|t) + C

)] 2
n−1

,

де k визначається формулою (6), а коефiцiєнти a1, a2, a3, a4 рiвня-
ння (1) визначаються спiввiдношеннями (7), (23), (24). Вiдзначимо,
що розв’язки рiвняння (1) для λ = 0 наведенi в [3].
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Аналогiчно показуємо, що розв’язками рiвняння (1) є функцiї

u = k

(√
−λ3

λ2

) 2
n−1

[
tanh

(√
−λ3

λ2
(x + |λ2|t) + C

)]− 2
n−1

,

якщо λ2λ3 < 0;

u = k

(√
λ3

λ2

) 1
n−1

[
tan

(√
λ3

λ2
(x + |λ2|t) + C

)] 2
n−1

,

якщо λ2λ3 > 0.
Випадок a0 = 0. Рiвняння (1) набуває вигляду

ut = uxx + λu
n−1

2 ux + a1u + a2u
n+1

2 + a3u
3−n

2 + a4u
2−n. (25)

Будемо вважати, що в рiвняннi (25) λ �= 0. З рiвняння (5) знаходимо,
що

k
n−1

2 =
n + 1

λ(n − 1)
.

Отже, розв’язками рiвняння (25) є функцiї

u =

(
n + 1

λ(n − 1)

√
−λ3

λ2

) 2
n−1
[
tanh

(√
−λ3

λ2
(x + |λ2|t) + C

)] 2
n−1

,

u =

(
n + 1

λ(n − 1)

√
−λ3

λ2

) 2
n−1
[
tanh

(√
−λ3

λ2
(x + |λ2|t) + C

)]− 2
n−1

,

u =

(
n + 1

λ(n − 1)

√
−λ3

λ2

) 2
n−1
[
tan

(√
−λ3

λ2
(x + |λ2|t) + C

)] 2
n−1

.
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Такi люди живуть вiчно
у своїх справах
Леонiд Ф. БАРАННИК

Доля звела мене з Вiльгельмом Iллiчем у 1978 р., хоча ми були знайо-
мi ще з 1969 р. Бiльше того, я закiнчив ту саму школу на Закарпаттi,
що й Вiльгельм Iллiч, i той же унiверситет. Ще невиразно пам’ятаю
навiть святковi демонстрацiї у м. Iршава Закарпатської областi, де в
п’ятидесятих роках в колонi середньої школи крокувала футбольна
команда, в якiй був i Вiльгельм Iллiч. Але так сталося, що я почав
з ним спiвпрацювати тiльки пiсля закiнчення аспiрантури i захисту
кандидатської дисертацiї з алгебри i теорiї чисел. Для подальших
наукових дослiджень менi потрiбнi були творчi контакти, доступ до
публiкацiй, нарештi, моральна пiдтримка, яка допомогла б на пе-
риферiї працювати на вiддалену перспективу. I це я одержав вiд
Вiльгельма Iллiча.
Тематика групового аналiзу диференцiальних рiвнянь була для

мене абсолютно новою i складною. На перших порах опускалися ру-
ки перед численними труднощами, якi поставали на шляху її пiзнан-
ня. I якби не пiдтримка мого вчителя впродовж багатьох рокiв, то
я не змiг би ввiйти в цю тематику. Щотижня я мав декiлька розмов
по телефону, якi фактично були короткими консультацiями i вiдi-
гравали роль iмпульсiв що, “заряджали” мене до подальшої роботи.
Треба сказати, що робочий день Вiльгельма Iллiча був розписаний
по хвилинах, тому не так просто було домовитися про зустрiч. Проте
по телефону можна було розмовляти пiсля 22:00 щодня.
Фантастичною була обiзнанiсть Вiльгельма Iллiча з журнальною

лiтературою. Цiєю iнформацiєю вiн щедро дiлився зi своїми учнями.
Дуже часто для кожного з нас робив нотатки, з яких можна було
дiзнатися про найновiшi результати, що стосувалися наших наукових
iнтересiв. У мене є кiлька сторiнок, заповнених рукою Вiльгельма
Iллiча, котрi я зберiгаю як найцiннiшi релiквiї.
Спiвпраця вчителя з учнями продовжувалася i пiсля захисту ди-

сертацiй. Вiн успiшно “розводив” своїх учнiв, коли вони виходили на
однi й тi самi задачi. Це треба було робити, оскiльки нi вiд кого не бу-
ло нiяких таємниць i кiлькiсть учнiв постiйно зростала. Постановка
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нових задач у переважнiй бiльшостi випадкiв належала Вiльгельмовi
Iллiчу.
Вражаючою була також його працездатнiсть i вимогливiсть до iн-

ших трудитися з повною вiддачею сил. Iлюстрацiєю цього може бути
такий епiзод. З 1 жовтня 1991 р. (уже пiсля захисту докторської ди-
сертацiї) мене запросили на роботу в Слупську вищу педагогiчну
школу (Польща). В той перiод надзвичайно складно було придбати
залiзничний квиток з Києва до будь-якого польського мiста. Тому до-
велося кiлька разiв виїжджати з Києва в новорiчну нiч. Пам’ятаю,
як 31 грудня 1993 р., близько 21 години, я прийшов до Вiльгельма
Iллiча в Iнститут математики. Пiсля короткої розмови вiн поклав
передi мною купку журналiв i запропонував попрацювати до вiдхо-
ду поїзда (десь до 24:00 год.). Я подумав, що коли б ще хтось був з
нами, то й вiн одержав би подiбне завдання. Правда, я зiслався на
втому i о 23:00 провiв Вiльгельма Iллiча до тролейбусної зупинки.
По дорозi ми зайшли в гастроном, де Вiльгельм Iллiч зробив деякi
покупки до святкового столу. Казав, що Ольга Iванiвна в черговий
раз буде засмучена таким запiзнiлим приходом, але вiн не змiг вiд-
класти робочi справи на iнший день. Я не знаю жодного випадку,
коли б хтось з учнiв мого вчителя виражав незадоволення з приво-
ду його високої вимогливостi, оскiльки кожен прекрасно розумiв, що
тiльки завдяки їй нашi науковi дослiдження завершувалися публiка-
цiями в центральних вiтчизняних i престижних закордонних журна-
лах, доповiдями на мiжнародних конференцiях i, врештi, успiшними
захистами дисертацiй.
Постiйно пам’ятаю Вiльгельма Iллiча життєрадiсним, сповненим

нових творчих задумiв, цiкавим спiврозмовником. Для кожного вiн
знаходив добре слово, розпитував про життєвi труднощi, допомагав
порадами. В сiчнi 1997 р., будучи вже тяжко хворим, Вiльгельм Iл-
лiч у телефоннiй розмовi зi мною (я дзвонив до нього в лiкарню з
Польщi) не дозволив собi нарiкати на свою долю; натомiсть, вiн на-
магався пiдбадьорити мене у зв’язку з моїм захворюванням. Знайшов
слова пiдтримки i в розмовi з моєю дружиною, якiй зателефонував
з лiкарнi у Полтаву.
Такi люди живуть вiчно у своїх справах.

1997 р.
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Людина, що завжди поспiшала
Вячеслав М. БОЙКО

Свою першу лекцiю з Вiльгельмом Iллiчем я пропустив (поїхали з
товаришами за холодильником в кiмнату в гуртожиток). Було це
1 вересня 1990 року (субота). Вiльгельм Iллiч почав читати для нас,
студентiв IV курсу кафедри матфiзики, спецкурс. Це був напевне
єдиний випадок, коли я не з’явився на зустрiч з Вiльгельмом Iллiчем.
Таким чином, перша наша зустрiч вiдбулася лише через тиждень.
Хочу згадати специфiку викладання Вiльгельма Iллiча. На його

заняттях рiвною мiрою працювали i викладач, i студент. (Бiльшiсть
спецкурсiв проводилась в нас лише як лекцiї.) Iнколи Вiльгельм Iл-
лiч сам читав лекцiї по обраним темам, але в бiльшостi випадкiв ми
самi повиннi були готуватися до занять. Готували доповiдi на теми,
запропонованi Вiльгельмом Iллiчем, а потiм на парi один iз студен-
тiв доповiдав. Пiсля цього Вiльгельм Iллiч робив необхiднi акценти
та пояснення.
Зауважу, що на парах ми спiлкувалися виключно українською

мовою (це було досить незвично, оскiльки майже всi предмети в той
час нам викладали росiйською). Вiльгельм Iллiч постiйно пiдправ-
ляв нас, пiдчищав нашу мову. Особисто я вдячний Вiльгельму Iллiчу
за те, що вiн навчив мене самостiйно працювати з науковою лiтера-
турою.
Хотiлось вiдмiтити ще форму здачi екзаменiв Вiльгельму Iллiчу.

Кращим з нас вiн ставив “автомат”. Решта отримувала свою оцiнку
лише тодi, коли щось вивчили, iнколи навiть пiд час екзамену.
З весни 1991 року я почав вiдвiдувати семiнари вiддiлу прикла-

дних дослiджень. Перше враження про них: “Куди це я попав i про
що тут йде мова”? Лише з часом почало трохи “прояснюватися” i я
став потрохи “втягуватися”.
Не знаю, як склалася б моя доля, якби Вiльгельм Iллiч не запро-

понував менi спочатку писати дипломну роботу, а потiм – поступати
до нього в аспiрантуру. Навряд чи я сам насмiлився би вступати до
аспiрантури або навiть попросити когось про те, щоб мене взяли до
аспiрантури. Вступати до аспiрантури Вiльгельм Iллiч запропонував
менi десь наприкiнцi 5-го курсу (вiдбулося це якось буденно, неочiку-
вано для мене). Вступнi екзамени в аспiрантуру Iнституту матема-
тики я здавав за вiдсутностi Вiльгельма Iллiча (вiн був у науковому
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вiдрядженнi). Я дуже хвилювався на екзаменах, i лише потiм зрозу-
мiв, що вступ до аспiрантури був наперед майже визначений самим
Вiльгельмом Iллiчем.
Я став аспiрантом Вiльгельма Iллiча в той час, коли пiд його

керiвництвом в Києвi вже сформувалася школа симетрiйного ана-
лiзу. Тобто я прийшов до Вiльгельма Iллiча тодi, коли вiн вже був
вiдомим ученим з iменем i визнанням. Про створення цiєї школи я
знаю лише з розповiдей перших учнiв Вiльгельма Iллiча; дещо iнко-
ли розповiдав сам Вiльгельм Iллiч. Кiлькiсть учнiв, як на мене, на
цей час у Вiльгельма Iллiча була просто величезною. I для кожно-
го Вiльгельм Iллiч знаходив час, був обiзнаний з науковою роботою
кожного з своїх спiвробiтникiв та учнiв. Вiн спрямовував наукову ро-
боту кожного з нас – вiд постановки задачi до отримання кiнцевого
результату.
Днем “X”, днем збору, як завжди, був понедiлок. У цей день Вiль-

гельм Iллiч регулярно о шостiй вечора проводив в аспiрантськiй се-
мiнар. Пам’ятаю, у 1993 роцi в Iнститутi виникли проблеми з освiтле-
нням у вечiрнiй час: пiсля 17.00 вiдмикали електроенергiю. I Вiль-
гельм Iллiч десь мiсяцiв зо два проводив нашi семiнари при свiчках.
Пiсля семiнару, який тривав приблизно пiвтори години, Вiльгельм
Iллiч розмовляв з кожним iз нас iндивiдуально. Спочатку – з “сiмей-
ними”, з “холостяками” – в кiнцi. Такi розмови затягувалися десь за
десяту вечора. Крiм понедiлка, такi “розмовнi” днi були у Вiльгельма
Iллiча ще й протягом тижня, на цi днi призначалися iндивiдуальнi
зустрiчi в понедiлок. Понедiлок був в Вiльгельма Iллiча як i днем
“пiдведенням пiдсумкiв”, так i днем “планування”.
Працездатнiсть Вiльгельма Iллiча була просто вражаючою. За

роки роботи з Вiльгельмом Iллiчем у мене зiбралася цiла папка з
постановками задач, що пропонував менi Вiльгельм Iллiч. А скiльки
таких аркушiв пiдготував вiн для кожного з своїх учнiв. Причому на
кожному з них Вiльгельм Iллiч ставив помiтку – для кого це плану-
валося i дату. Кiлькiсть таких аркушiв рiзко зростала, коли задача
починала “йти”. За цими аркушами напевне можна простежити на-
укову роботу кожного з нас, її застої та пiки.
Важливим етапом у життi Вiльгельма Iллiча стало створення ним

мiжнародного математичного журналу “Journal of Nonlinеаr Mathe-
matical Physics”. Пам’ятаю, як радiв Вiльгельм Iллiч, коли вийшов
перший номер. Один лише Бог, напевне, знає яких зусиль коштува-
ло йому, щоб цей журнал почав “жити”. Вiльгельм Iллiч вкладав у
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нього всю свою душу. Вiн довiв, що i в Українi можна видавати нау-
ковий журнал свiтового рiвня. Пам’ятаю, як шукав Вiльгельм Iллiч
папiр для журналу, як кожен день бiгав в типографiю – слiдкував
за випуском номерiв.
У 1995 роцi Вiльгельм Iллiч органiзував першу з серiї конфе-

ренцiй “Symmetry in Nonlinear Маthеmаtiсаl Рhysics”. Особисто для
мене ця конференцiя найчастiше чомусь асоцiюється з бiлими вi-
кнами кiмнат нашого вiддiлу. Напередоднi конференцiї Вiльгельм
Iллiч органiзував ремонт примiщень у вiддiлi. За вихiднi ми все при-
брали, пофарбували, привели кiмнати до божого вигляду. А в по-
недiлок Вiльгельму Iллiчу дiсталося вiд дирекцiї за те, що ми по-
фарбували ззовнi вiкна в бiлий колiр. Вiкна нашого вiддiлу тепер
можна легко упiзнати, оскiльки вони єдинi в Iнститутi бiлого кольо-
ру.
Вiльгельм Iллiч пiклувався про випускникiв-аспiрантiв, намагав-

ся всiм допомогти влаштуватися пiсля захисту. Наприклад, вiн до-
сить довго боровся за те, щоб мене особисто залишили в Iнститутi.
Тому, дякуючи саме Вiльгельму Iллiчу, у 1995 роцi я залишився пра-
цювати у вiддiлi прикладних дослiджень.
Одна з самих тривалих моїх зустрiчей з Вiльгельмом Iллiчем вiд-

булася 1 сiчня 1996 року; ми зустрiлися в Iнститутi близько 10 ранку
i проговорили десь пiвдня. Для Вiльгельма Iллiча не iснувало нi свят,
нi вихiдних.
Вiльгельм Iллiч був дуже комунiкабельною людиною. Вiн лег-

ко знаходив контакт з кожною людиною, що зустрiчалася на його
життєвому шляху. Його вiдкрита посмiшка завжди зачаровувала i
виступала якимось мостиком у спiлкуваннi. В Iнститутi його знали
i поважали всi: i науковцi, i обслуговуючий персонал.
Десь iз 1995 року, як кажуть у нас у вiддiлi, я став “лiвою ру-

кою” Вiльгельма Iллiча. Насамперед це було пов’язано з моєю уча-
стю у виданнi журналу. В цей перiод я дуже часто спiлкувався з
Вiльгельмом Iллiчем, часто допомагав йому в органiзацiйних питан-
нях.
Восени 1996 року Вiльгельм Iллiч мав їхати у вiдрядження до

Англiї. Ввечерi напередоднi вiд’їзду у нього стався серцевий напад,
“швидку” викликали прямо до Iнституту. Згадую, як лежить вiн на
кушетцi, лiкарi щось йому колють, а ми стоїмо поряд. А на насту-
пний день вiн полетiв до Манчестера, написавши вночi ще двi сторiн-
ки першочергових справ, якi необхiдно зробити за його вiдсутностi.
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I, напевне, не лише менi одному. Коли Вiльгельм Iллiч був в Англiї, я
кожного дня спiлкувався з ним електронною поштою. Саме в той час
в Iнститутi математики почали друкувати його книгу англiйською
мовою i розпочалася робота над V.4 (номер 3–4) журналу. Крiм то-
го, постiйно потрiбно було вирiшувати поточнi справи, в курсi яких
Вiльгельм Iллiч намагався бути.
Пiсля повернення з Англiї Вiльгельм Iллiч вiдсвяткував свiй ювi-

лей (вiдеозапис цього святкування дуже добрий i приємний). Невдов-
зi по цьому вiн потрапив до лiкарнi. Вiльгельм Iллiч продовжував
керувати нами за допомогою телефону, ми їздили на зустрiчi з ним
до лiкарнi. Я був у нього десь у перших числах нового 1997 року.
Ми обговорили нашу спiльну наукову статтю, також Вiльгельм Iл-
лiч визначив порядок статей до номеру 3–4 журналу. Ще декiлька
раз я зустрiчався з Вiльгельмом Iллiчем у центрi, коли вiн їздив
у лiкарню на Володимирськiй. Це були буквально хвилиннi зустрi-
чi – я вiддавав йому листи, що прийшли на його iм’я, а вiн переда-
вав мною до iнституту заготовленi попередньо “аркушики” для всiх
нас.
Наступна зустрiч вiдбулася в серединi лютого вдома у Вiльгель-

ма Iллiча, перед його вiдльотом до Америки. Востаннє вiн давав менi
вказiвки, ми досить довго розмовляли. Також Вiльгельм Iллiч вiд-
дав менi тодi рукопис своєї останньої статтi, яку я занiс у редакцiю
“Доповiдей НАН України”. Потрiбно зауважити, що кожного разу,
коли я приїздив до Вiльгельма Iллiча додому, вiн спочатку вiдправ-
ляв мене до Ольги Iванiвни на кухню, щоб вона мене нагодувала,
i лише пiсля цього ми могли з ним розмовляти.
Востаннє я бачився з Вiльгельмом Iллiчем днiв за чотири до його

смертi, у нього вдома. Я занiс пошту, поговорив з Ольгою Iванiвною.
Розповiв, що закiнчили друкувати книжку. Ольга Iванiвна провела
мене в кiмнату до Вiльгельма Iллiча, вiн лежав пiд крапельницею.
Вiн привiтався зi мною. Йому було вже важко говорити. Я розповiв
про книжку, i вiн сказав, що хоче її побачити. Я пообiцяв, що занесу
зброшурований блок на наступному тижнi.
На жаль, свою обiцянку я не виконав. Уже в день поховання Вiль-

гельма Iллiча спiвробiтники з Iнститутської типографiї принесли ме-
нi один (перший) екземпляр книжки (обкладинку вони зробили вру-
чну, оскiльки на той час її ще не надрукували). Цей екземпляр книж-
ки та останнiй номер журналу поклали в труну поряд з Вiльгельмом
Iллiчем.
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Книга вийшла з друку вже у травнi. Чудова вийшла книжка, не
гiрше, нiж закордоннi. 3–4 номер за 1997 рiк журналу “Journal of
Nonlinеаr Mathematical Physics” також вийшов у свiт лише в травнi
(цей том журналу планувалося присвятити шiстдесятирiччю Вiль-
гельма Iллiча, а насправдi цей том став томом його пам’ятi).

1997 р.
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Спогад про Вiльгельма Iллiча
Фущича
Любов Д. ВАСИЛЬЄВА

Цей спогад я, Васильєва Любов Данилiвна, пишу вiд iменi нашої
сiм’ї: вiд себе, мого чоловiка – Валентина Григоровича, синiв – Юрiя
та Андрiя.
Я не можу говорити дуже докладно про Вiльгельма Iллiча як про

вченого, про його науковi роботи, а розповiм бiльше про те, яким вiн
був пiд час наших стосункiв у побутi, бо ми були близькими сусiдами
понад 25 рокiв.
Спiлкуючись мiж собою, ми часто пiсля розмов на побутовi теми

переходили до тем про хiд справ на роботах, тобто, про подiї, успiхи,
проблеми, якщо вони мали мiсце. Отже, ми були в курсi справ одне
одного на роботах, хоч i не в повному, а частковому обсязi.
До квiтня 1971 року наша сiм’я жила в академiчному мiстечку

м. Києва, в кiмнатi гуртожитку для молодих спецiалiстiв АН УРСР.
Отримавши ордер на двокiмнатну квартиру в академiчному будин-
ку по вул. Анрi Барбюса, 22–26, ми не могли зразу ж переїхати,
бо деякий час будiвельники закiнчували опоряджувальнi роботи.
Наш житловий будинок був збудований по iндивiдуальному прое-
кту i квартири в ньому були площею значно бiльшi i зручнiшi, нiж
в типових проектах того часу.
Мiй чоловiк, науковий спiвробiтник Iнституту електрозварюван-

ня iм. Є.О. Патона, мiг в обiдню перерву приходити в нашу квартиру.
Нам було цiкаво знати: хто буде нашими сусiдами? Одного разу вiн
приїхав з роботи збуджений i розповiв про те, що познайомився з су-
сiдом, який поруч отримав трикiмнатну квартиру! В той час нелегко
i далеко не всiм щастило отримати такi “Хороми”! Чоловiк розповiв,
що на порозi нашої квартири виникла постать високого “очень по-
движного и обаятельного молодого человека!” Щиро посмiхаючись,
сусiд радiсно привiтався, бо також, нарештi, побачив мого чоловiка
i вигукнув українською мовою: “Сусiдами будемо!”
З квiтня 1971 року ми жили по-сусiдськи з сiм’єю Фущичiв: Вiль-

гельмом Iллiчем, Ольгою Iванiвною – його дружиною, чарiвною їх
донькою Мар’яною i сином Богданом. З самого початку ми вiдчули,
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що це сiм’я не проста i не звичайна, а сiм’я освiчених, культурних,
привiтних вчених-iнтелiгентiв, щирих українцiв-закарпатцiв.
У 70-тi роки майже не було чутно українську мову в столицi.

У вищих навчальних закладах м. Києва, особливо в технiчних, всi
дисциплiни викладали росiйською. У мiстi українську мову було по-
чути на ринках, в Мiнiстерствi освiти УРСР, в театрi iм. I.Франка,
в Державному унiверситетi iм. Т.Г. Шевченка i т.п. Я говорю про
це тому, що коли вперше спiлкувались з Фущичами, то мене при-
ємно вразило, що вони так добре володiють i спiлкуються в побутi
українською мовою. Вимова у них була не схожа на вимову київсько-
полтавську. Говорили вони грамотно, але з акцентом, в якому нiби
вiдбивалась справжня любов до рiдного краю – до Закарпаття. Тери-
торiю Київської, Полтавської, Вiнницької областей вони називають
“Великою Україною”, а то є “Закарпатська Україна”.
Ми дiзнались, що Вiльгельм Iллiч – фiзик-математик, уже захи-

стив докторську дисертацiю, працював в Iнститутi математики АН
УРСР, а Ольга Iванiвна – теж фiзик, кандидат наук, працювала в
академiчному iнститутi.
Вiльгельм Iллiч народився в с. Сiльце, а його дружина – в м. Пе-

речин, Закарпатської областi. Познайомились вони в Ужгородсько-
му державному унiверситетi, бо вчились на фiзичному факультетi,
на рiзних курсах.
Сусiд, а в нашiй сiм’ї ми звали його просто Вiллi, розповiдав, що

вони з Олею палко полюбили одне одного i навiть обмежували кiль-
кiсть побачень, бо зустрiчi заважали навчанню. Вони дуже добре
вчились, були завзятими спортсменами: вiн грав в футбол, а Оля
була легкоатлеткою. Молодим подружжям вони стали ще в студент-
ськi роки. Я говорю про це тому, що в 50–60-тi роки серед студентiв,
якi пiсля школи навчались на перших курсах вузу, подружжя бу-
ло рiдким явищем, бо не кожен за такий короткий перiод часу мiг
впевнено знайти свою “половинку”.
Дитинство Вiльгельма Iллiча пройшло в селi, де вiн народився.

В нього були – батько, мама, старший брат Михайло i сестра. До ре-
чi, Вiллi з братом були дуже схожi: i зрiст, i статура, i риси обличчя,
неначе близнюки. Вiллi з дитинства був дуже працьовитим i обов’яз-
ковим у справах. Одного разу вiн розповiв, що коли вiн був юнаком,
батьки часто посилали його з дорученням у далеке село на вiдстанi
бiля 10 км, i треба було йти пiшки через гори i лiс туди-назад. Ко-
ли Вiллi повертався пiзнiше додому, нiж розраховували рiднi, то був
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якимось чином покараний, бо всi хвилювались, щоб з ним в дорозi
нiчого не трапилось. Тодi вiн, виходячи з дому, майже всю дорогу
бiг туди i назад. На шляху мiж селами був ставок, то, маючи заоща-
джений час, Вiллi встигав викупатися з хлопцями, пограти i додому
повертався вчасно.
Наш шановний сусiд чуйно ставився до своїх рiдних. При наймен-

шiй можливостi вiн завжди старався написати додому, поїхати, або
коли хтось їхав проїздом через Київ, то обов’язково зустрiчався на
вокзалi; весь час надсилав мамi грошовi перекази. Вiльгельм Iллiч
також дуже поважав рiдних дружини, особливо любив маму Ольги
Iванiвни, Барбару.
Коли сiм’я Фущичiв жила з мамою Ольги Iванiвни в однiй кiмнатi

академiчного гуртожитку для молодих спецiалiстiв, то вже тодi Вiллi
часто вдень працював дома. Теща поводила себе дуже тихо, щоб
не заважати зятю працювати. Вона в обiди тихенько ставила йому
на стiл поїсти, сiдала на стiлець i любила махати ногами, але їх
пiднiмала над пiдлогою, щоб не шарудiти, чекала коли Вiллi поїсть.
З його розповiдей ми знаємо, що то була дуже працелюбна, мудра,
скромна, тиха i добра жiнка. Навiть старший зять Барбари говорив
про неї, що така жiнка народиться не ранiше, нiж через тисячу рокiв!
Вiллi говорив: “Це єдина така Мама i Теща в усьому свiтi! Бiльше
таких немає.” Вона нiколи не втручалась в сiмейнi справи молодої
сiм’ї, нiколи!
На протязi всього життя, хоч як був Вiльгельм Iллiч зайнятий

роботою, але завжди знаходив час для занять i розваг з дiтьми. Вiн
дуже любив доньку Мар’яну – струнку, карооку, красиву, розумну
i привiтну дiвчинку. Вона закiнчила Київську математичну школу
№ 145, Київський державний унiверситет iм. Т.Г. Шевченка, захи-
стила кандидатську дисертацiю i стала як батько – математиком.
Вiллi, як i доньку, любив сина Богдана. Вiн з дружиною, вихо-

вуючи дiтей, прищеплювали їм любов до навчання. До них додому
приходила вчителька англiйської мови i навчала Богдана, коли йо-
му було ще рокiв 4. Їх син рiс розумним, дуже рухливим хлопчиком,
по-дитячому iнколи був шкiдливим, неслухняним, тому Вiллi бiльш
суворiше i вимогливiше ставився до нього, нiж до доньки, але дуже
Бодю любив.
Дiтей подружжя Фущичiв виростили освiченими iнтелiгентними

людьми, якими можна тiльки пишатись, бо то є результат титанiчної
виховної працi батькiв на особистому прикладi.
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Наш менший син Андрiй i Богдан з дитинства росли разом i, на
щастя, зв’язок мiж ними триває до цих пiр. Коли хлопчики були ще
дошколятами, Вiльгельм Iллiч з дружиною у вихiднi днi їздили з
ними в Пущу-Водицю в лiс, катали їх на човнi по озеру i т.п. Андрiй
завжди з захопленням розповiдав про такi прогулянки на природi.
Одного разу наш шановний сусiд повiв хлопчикiв на Новорiчну

ялинку в Iнститут математики, яка була влаштована для дiтей спiв-
робiтникiв. Профсоюзний комiтет купив новорiчнi подарунки вiдпо-
вiдно до кiлькостi дiтей, а нашому сину подарунка не було. Вiллi,
щоб не образити Андрiя, сам купив дорогий подарунок, який вру-
чив сину Дiд Мороз.
Вiн дуже уважно ставився до дiтей. Бодя i Андрiй були ще до-

школятами, а потiм i школярами, але Вiллi, хоч як був зайнятий,
завжди цiкавився чим вони займаються. Вiн завжди був в курсi їх
дитячих захоплень, допомагав i контролював їхнiх вчинки.
Фущич Вiльгельм Iллiч хоч i був фiзиком, але дуже любив мате-

матику. Вiн говорив: “Математика краща, нiж фiзика, бо бiльш точна
наука. Два помножити на два є чотири i нiколи не буде п’ять!”
Коли вiн працював, то любив, щоб навкруги була абсолютна ти-

ша. У першiй половинi дня Вiллi працював дома. Мешканцi нашого
будинку зранку йшли на роботу, дiти – в школи, садочки . . . , сту-
котiння, гуркiт стихали – наступала тиша. Пiсля 16-ої години люди
приходили i, мимоволi, починався гамiр навкруги, тодi вiн їхав пра-
цювати в iнститут, бо там чекали його iншi дiти – студенти, аспiран-
ти, докторанти, спiвробiтники (вiн їх називав своїми дiтьми). Вiллi
говорив: “Якби була завжди абсолютна тиша навкруги, коли я пра-
цюю, i хтось менi їсти давав, то я нiколи не виходив би з кабiнету”.
Шановний Вiльгельм Iллiч був патрiотом України! Вiн говорив:

“Процес людської свiдомостi рухається повiльнiше, нiж прогрес нау-
ки, тому держава i нацiя можуть бути вiдомi в свiтi тiльки завдяки
видатним досягненням в галузях науки. Кожен фахiвець повинен
знати про всi досягнення в данiй галузi, бо наука весь час розвиває-
ться”.
Вiн любив свою українську нацiю, але не був нацiоналiстом, гово-

рив: “Любити своє нацiональне нiколи не заборонено, але не через не-
нависть до других нацiональностей”. Можливо тому Вiльгельм Iллiч
хотiв i робив усе, щоб бiльше було вчених-українцiв, “. . . щоб Україна
посiдала бiльш значне мiсце серед країн свiту, щоб наша нацiя вста-
ла з колiн, бо хто не має власної гiдностi, того не поважає нiхто, щоб
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нас знали завдяки нашим досягненням в науцi, бо ми, українцi, –
працьовитi люди!”, – говорив вiн.
Вiллi говорив, що якщо вважати всю науку деяким джерелом, то

вiд успiшної працi вчених окремих галузей науки залежить цiлiснiсть
цього джерела. На мiй погляд, вiн був одним з тих вчених, завдяки
працi яких наука успiшно розвивається.
Наш сусiд багато працював, дуже любив свою математику, яка

була для нього сенсом i чарiвнiстю життя. Чоловiку особливо доро-
ге те, чому вiн вiддає всього себе. У цьому сенсi вiн був щасливою
людиною, але на превеликий жаль, життя обiрвалося рано (у 60 ро-
кiв) i Вiллi не до кiнця реалiзував свiй науковий потенцiал. Не було
в свiтi жодного значного досягнення в галузi математики, щоб Вiль-
гельм Iллiч про нього не знав.
Ще за часiв iснування СРСР вiн зобов’язав спiвробiтникiв свого

вiддiлу вивчити англiйську мову i оволодiти вмiнням працювати на
комп’ютерi, який у 80-тi роки придбав для iнституту за власнi кошти.
Вiллi часто їздив за кордон, бачив яке там життя i говорив: “Щоб

iти в ногу з часом, треба оволодiти всiм новим, що є в других краї-
нах”.
Настали новi часи. Я маю на увазi полiтичнi подiї СРСР пiсля

1990 року. Бiльшiсть людей були розгубленi, але Вiльгельм Iллiч
зразу ж вiдчув наступ нового часу, рух змiн в суспiльствi i говорив:
“Повернення назад не буде!” Вiн нам порадив обов’язково привати-
зувати квартиру – так робиться у всiх країнах, бо то є приватна
власнiсть, а також говорив: “Не треба сидiти, склавши руки i чогось
чекати, треба дiяти, вистояти, вижити i потiм пiти в ногу з часом!”
Ми – поколiння людей, якi народились до Великої вiтчизняної

вiйни, пам’ятаємо сталiнськi часи i нам важко було адаптуватись у
новому полiтичному i економiчному просторi, а для нього тi подiї не
були несподiванкою.
Вiллi орiєнтувався у життi i не ждав нiколи нi вiд кого допомоги,

або якогось везiння у справах, а сам досягав своєї мети i успiхiв напо-
легливою працею, “. . . бо тiльки тодi можна достойно жити, любити
i поважати власну державу”, – говорив вiн.
Фущич В.I. мав широке коло зв’язкiв з математиками багатьох

країн свiту. Вiн органiзовував симпозiуми вчених-математикiв, якi
проходили в столицi України. Вiллi часто запрошував додому своїх
iноземних колег i не тiльки пiд час симпозiумiв. Але в 70–90-тi ро-
ки нелегко було достойно прийняти i обслужити на високому рiвнi
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вчених-iноземцiв дома. То були не тiльки матерiальнi витрати, а бу-
ло важко фiзично i психологiчно. Всю вiдповiдальнiсть за прийом
гостей брала на себе вiрна дружина Вiллi, невтомна трудiвниця i
дома, i на роботi – Ольга Iванiвна.
Вона була Вiрним Другом свого чоловiка. Цi слова я написала

свiдомо з великої лiтери в повному їх розумiннi i значеннi, бо iнколи
не кожен досягає визначених успiхiв у своїй професiї, якщо особисте
життя складається не досить вдало.
Вiллi i Оля були мiж собою духовно дуже близькими людьми.

Дружина на протязi всього їх сумiсного життя була завжди в курсi
всiх справ наукової дiяльностi Вiллi, наукових контактiв з колегами
як вiтчизняними, так i iноземними, пiдтримувала його i дуже ро-
зумiлася у справах. Вони у всiх вiдношеннях жили одним життям.
Тепер Ольга Iванiвна вважає своїм основним обов’язком упоряд-

кувати всi науковi працi Вiльгельма Iллiча, привести в належний
хронологiчний порядок кореспонденцiї спiлкування з вченими за весь
перiод його наукової дiяльностi i все це надрукувати. То є титанiчна
праця!
Вiльгельм Iллiч заснував власний математичний журнал, в ред-

колегiю якого залучив вiдомих вчених-математикiв рiзних країн свi-
ту. Тепер цей журнал є власнiстю його дочки Мар’яни, яка працює
в унiверситетi м. Лулео, Швецiя. Обкладинка журналу оформлена
в жовто-блакитному кольорi, з гербом України. На першiй сторiнцi
в кожному журналi зазначено, що фундатором i засновником його
є Фущич Вiльгельм Iллiч. Таким чином, журнал живе i продовжує
друкуватись.
Я знаю, що були люди, якi Вiллi дуже заздрили тому, що самi

менше працювали i мали меншi успiхи в роботi.
Вiльгельм Iллiч виховав багато кандидатiв (понад 50) i докторiв

наук. Я бачила його тонкi учнiвськi робочi зошити, де на кожен день
були складенi плани роботи для кожного аспiранта. Слова часто ви-
дiленi червоним кольором, зi знаками оклику, пiдкреслено, видiлено
зi словом “Cito!”, фрази обведенi рамкою i т.п. В зошитах був про-
думаний не тiльки чiткий план роботи з аспiрантами, а також вся
наукова дiяльнiсть на кожен день.
Я знову повторюсь, що Вiллi багато працював, але от що вiн зов-

сiм не любив – ходити просто так в гостi з частуванням i пригоща-
нням, бо вважав, що то є даремна трата часу! Але вiн завжди був
спiвучасником дiлових зустрiчей, навiть за сервiрованим столом, чи
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при святкуваннi визначних подiй в життi близьких, знайомих, чи
колег по роботi, якщо був запрошений.
Наш сусiд творив добрi справи, людям хотiв i робив тiльки добро.

Я знаю, що декiльком людям (не буду їх називати) вiн влаштував
особисте життя, бо, я так вважаю, що з його легкої руки вони по-
знайомились i кожен знайшов свою “половинку”.
Ми, проживаючи поруч, звертались до Фущичiв, коли в нашiй

сiм’ї були якiсь труднощi. Вони завжди нам допомагали i морально,
i матерiально, спiвчували, радили i пiдтримували нас.
Вiльгельм Iллiч був iнтелiгентом, людиною з великим почуттям

гумору, привiтним чоловiком. Я впевнена, що немає нi однiєї людини
в будинку, де ми проживали, з ким би при зустрiчi вiн не привiтався.
Вiн завжди з усiма вiтався.
Нашi сини дуже поважали Вiллi. В 1981 роцi наш старший син

Юрiй поступив до Київського полiтехнiчного iнституту. 1-го вере-
сня, в перший день занять сина, ми дома влаштували сiмейну прес-
конференцiю, щоб дiзнатись про його першi враження вiд занять.
Особливо Юра був зачарований першою лекцiєю з хiмiї у великiй

хiмiчнiй аудиторiї, яку на високому рiвнi провiв доктор наук В. Лав-
ренко. Викладач навiть розповiв про хiмкорпус, який був збудований
до революцiї, про прекрасну акустику в великiй аудиторiї, для чого
влаштував дослiди зi звуковими ефектами, щоб студенти наочно в
цьому переконались. Ще син розповiдав, що була лекцiя з матема-
тики, яку викладав кандидат математичних наук Грищенко.
Я цими враженнями сина подiлилась з Фущичами. Виявилось, що

В. Лавренко – близький знайомий Вiльгельма Iллiча, а Грищенко –
його колишнiй аспiрант. Звичайно, Вiллi сказав цим викладачам, що
студент Васильєв Юра (з вусами) його сусiд. Це Юру зобов’язало
добре вчитись, бо прикро було б, коли дядя Вiллi дiзнається, що його
сусiд-студент навчається не досить успiшно. Ця подiя зобов’язала
сина сумлiнно ставитись до навчання взагалi.
Менший син Андрiй на початку 1997 року писав дипломну роботу

i йому потрiбнi були математичнi формули для розрахункiв. В той
час, у зв’язку з обставинами, наша сiм’я жила на iншому поверсi, не
поруч з квартирою Фущичiв, дiти нашi уже виросли i ми не так часто
спiлкувались мiж собою, як то було ранiше. Нiхто з нас не знав, що
Вiллi тяжко хворiє. Андрiй спитав дозволу по телефону про те, чи
може зайти зi своїм проханням про допомогу до Вiльгельма Iллiча.
Отримавши дозвiл, син зайшов i був дуже вдячний Вiллi, що вiн
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допомiг пiдiбрати необхiднi математичнi формули. Це було в березнi
мiсяцi.
7-го квiтня нам раптом зателефонувала Оля i сповiстила про не-

щастя. Ми всi були страшно приголомшенi несподiваною i жахливою
звiсткою. Вiллi не стало в свiтлий весняний день свята “Благовiщен-
ня”.
Андрiй говорив, що при зустрiчi помiтив слабiсть i хворобливiсть

дядi Вiллi, але як-то має виглядати хвора людина? Вiльгельм Iллiч
був уже так тяжко хворий, а не вiдмовив допомогти нашому синовi.
Ми всi, хто його любив, поважав, добре знав i вiдчував його душевну
доброту – так рано втратили його. Адже йому виповнилося лише 60
рокiв.
Вiльгельм Iллiч володiв гострою спостережливiстю, прекрасною

пам’яттю, витримкою. Витримка “на людях” останнiм часом йому
дорого коштувала, бо вiн пiсля рiзних негараздiв не спав по декiлька
ночей. Це його дуже виснажувало. Ми про це знали, бо весь час
спiлкувались мiж собою.
Для збереження здоров’я будь-якi психоемоцiональнi напружен-

ня повиннi носити епiзодичний характер, але то було не в характерi
Вiльгельма Iллiча. Насправдi характер людини – це компас, по яко-
му вона живе, а Вiллi все сприймав дуже емоцiйно.
Вiн дуже любив природу, бо вирiс у чудовому краї гiр, лiсiв i

полонин. Ранiше на перiод вiдпустки вони сiм’єю завжди їздили на
Закарпаття вiдпочивати, але останнi роки Вiльгельм Iллiч зовсiм не
був у вiдпустцi, не гаяв часу – все працював, працював, працював...
Однiєю з основних рис його характеру була неймовiрна працелю-

бнiсть, максимальна зiбранiсть i високе почуття вiдповiдальностi.
Вiльгельм Iллiч Фущич у 34 роки став доктором наук, потiм –

членом-кореспондентом АН УРСР. Цк свiдчить про значний вклад,
який вiн внiс у розвиток науки.
У 2001-му роцi Вiльгельму Iллiчу Урядом було присуджено зван-

ня “Лауреата Державної премiї України в галузi математики i фiзи-
ки”.
Ми дуже сумуємо з приводу того, що вiн так рано пiшов вiд нас,

але говорять, що такi люди як Вiллi, мають тiльки день народження.
Ми завжди згадуємо про нього. Вiн залишився у нашiй пам’ятi як
красива, доброзичлива, висококультурна, iнтелiгентна, тактична i
чуйна людина.

28 липня 2004 р.
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То, что осталось в памяти
(фрагменты воспоминаний
о Вильгельме Ильиче Фущиче)
Всеволод А. ВЛАДИМИРОВ

Эти воспоминания в виде черновых набросков были написаны “на
коленях” почти сразу же после безвременной кончины нашего учи-
теля. Я честно собирался поработать над материалом: многое еще
хотелось добавить, дописать, улучшить. Однако время тогда было
довольно напряженное, большие и малые проблемы всякий раз отв-
лекали от работы, однажды отложенной “на потом”. В результате я
до сих пор несу груз вины перед Ольгой Ивановной Фущич, которой
обещал быстро подготовить материал. Теперь, казалось бы, и забот
поменьше, однако стала подводить память, да и дарований вряд ли
прибавилось. Поэтому я отдаю в руки читателя наброски почти без
правок, стремясь возвратить хоть малую часть долга, при этом наде-
ясь на снисходительность со стороны моих друзей, коллег и других
потенциальных читателей этих строк.
Познакомились мы с В.И. в 1975 году совершенно случайно. В тот

год я заканчивал Варшавский университет и приехал в свою Alma
Мater, УЖГУ, за рекомендацией в аспирантуру. Необходимо было
сделать доклад в отделе теоретической физики по теме магистер-
ской работы. Доклад, как мне показалась, не слишком заинтересовал
участников семинара, поскольку был далек от их научных интересов.
Моя персона тоже никого особо не интересовала, так как я приехал с
намерением поступать в аспирантуру ИТФ АН УССР. Однако один
из присутствующих внимательно следил за изложением, интересу-
ясь некоторыми нюансами работы. Это был В.И., который приехал
в УЖГУ, кажется, в качестве председателя государственной экза-
менационной комиссии.
По прошествии трех десятилетий мне все так же ясно помнится

этот семинар. Я тогда ничего не знал о В.И., однако он как-то по-
особому слушал и этим обращал на себя внимание. По окончании
доклада меня представили В.И., и он предложил мне встретиться
и поговорить на следующий день. Во время следующей встречи он
предложил поступать к нему в аспирантуру, что, в общем-то явилось
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для меня большой неожиданностью. Толком я тогда не понял, чем
мне предстояло бы заниматься в случае поступления, однако, не дол-
го думая, согласился. Вот так, приехал я, в общем-то с установкой на
теоретическою физику, однако, встретившись с В.И. и мгновенно к
нему расположившись, резко изменил планы. Обаяние его личности
не исчезло, как это нередко бывает в жизни, при более близком зна-
комстве, состоявшемся через два с лишним года. Напротив, по мере
того, как я узнавал своего шефа, оно распространялось на меня все
больше и больше.
С приемом в аспирантуру все оказалось не так-то просто, по-

скольку успешная сдача экзамена по математике была необходимым,
но не достаточным условием поступления. Первый отдел тогда бди-
тельно следил за “чистотой рядов”, перекрывая многим молодым лю-
дям возможность быть зачисленными в аспирантуру. В моем случае
связано это было с польским гражданством супруги. По-видимому
будучи глубоко несогласным с таким положением дел, В.И. воспри-
нял мою, а также другие подобные ситуации, как личный вызов. В
“кухню” своих баталий он нас почти не посвящал, однако некоторое
время спустя прорисовывались кое-какие детали этой борьбы. Низ-
кий поклон В.И., ведь, пожалуй, никто другой не стал бы так сража-
ться за молодого человека, из которого еще неизвестно что вырастет.
Впрочем, на счет роста у В.И. особых сомнений, можно сказать, не
имелось, поскольку в той атмосфере, которая царила на его семи-
наре, не-работать, не-получать результаты была просто немыслимо!
Конечно, были мы разными, кто лучше, кто хуже, по-разному скла-
дывались и жизненные обстоятельства, однако каждый обязан был
выкладываться в работе.
В.И. опекал своих учеников с первых шагов и до защиты. При-

ходилось мне видеть многих научных руководителей, судьба меня,
в принципе, баловала знакомствами с хорошими людьми, но все же
никогда больше я не встречал такой готовности всюду во всем помо-
чь, будь то научные проблемы (домой звонить разрешалось в любое
время дня и ночи), быт или устройство на работу.
Семинар по понедельникам – святая святых. В течение шести с

лишним лет я регулярно посещал семинар с сентября по начало июля
и едва ли припомню больше двух или трех сбоев в его функциони-
ровании. В описываемый период времени начинался семинар в 18:00
и длился . . . ну, в общем, сколько нужно, как правило, до глубокой
ночи. Дежурная за это время раза три заглянет, зам. директора по
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АХЧ напомнит о строгом распоряжении начальства насчет эконо-
мии электроэнергии. Тирады эти, казалось, не вызывали у В.И. ни
тени раздражения: всегда с улыбкою, отпустит шуточку и – “. . . все,
все, сейчас, заканчиваем, ну, еще максимум минут 5”. Однако эти
5 минут, бывало, длились по часу и больше.
После 22:00 глаза сами закрываются, кое-кто из молодежи но-

сом клюет, а шеф бодр, он только-только раскрутился, фонтаниру-
ет идеями: а что если такое сделать, а что если по другому на эту
задачу взглянуть. . . . В такие минуты, порой, рождались будущие
весомые результаты и, неизменно, всякий раз, задавался импульс к
поиску.
Идем с семинара разгоряченные, вниз по улице Ленина (ныне

Б. Хмельницкого). Шеф – высокий, седой, изящный, нисколько не
мэтр, держится со всеми наравне, по дороге, чаще всего, разговор
продолжается о науке, однако бывает что и не только: все инте-
ресно – нашумевшая книга, околонаучные новости, спорт. В конце
улицы – центральный гастроном, открытый до 23:00 – успеть бы!
Хлеб, докторская колбаса, чай – нехитрые покупки – и по домам,
отдыхать. Кому по пути – те с шефом, продолжать разговор. Домой
по понедельникам прихожу почти в полночь. Традиционно выпиваю
2–3 стакана крепчайшего чая, после которого мгновенно отрубаюсь
и сплю, как убитый, часов до девяти, а то и десяти утра.
Изловив аспиранта в пятницу, шеф имел привычку вручать ему

ксерокопию свежей статьи для ознакомления и . . . доклада в бли-
жайший понедельник – порою в шутку, а порой и всерьез: аспирант
должен быть “заведен” всегда – днем, вечером, а также в выходные
дни надо думать о работе и жить работой, отдавая науке ежеднев-
но по 10–12 часов чистого времени. Если по другому подходить, то
результатов существенных, не будет. Тогда это казалось мне неспра-
ведливым: разве мы не молодые люди, и разве кроме работы нет
ничего интересного в жизни? Лично я сильно бунтовал и придер-
живался иного мнения: со мной жила семья, которой надо было
уделять немало времени, и были еще увлечения: горные восхожде-
ния, требовавшие круглогодичных тренировок, книжки, фильмы, за-
столья с интересными людьми – ну как от всего этого отказаться!
Словом, науку я воспринимал как нечто важное, но не единствен-
ное в жизни, и игнорировал призывы к аскетическому служению.
Точку зрения Вильгельма Ильича я принял, к сожалению, много
позднее.
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Ремарка в сторону докладчика:
– В.I., ви щось дуже добре виглядаєте: щось менi здається, що ви

мало працюєте.
Докладчик:
– В.I., я голодую 17-й день.
Шеф:
– Що таке? Розкажiть, будь ласка!
Интерес к феномену лечебного голодания быстро вспыхивает,

и столь же быстро улетучивается: любопытство удовлетворено, до-
кладчик реабилитирован, двигаемся дальше.
На семинаре в роли аутсайдеров побывали в свое время, наверное,

все аспиранты, или, по крайней мере, большинство.
Шеф:
– Не iде поставлена задача? Давайте до дошки, покажiть, що ви

зробили протягом тижня.
Аспирант:
– В.I. я робив те i те . . .
Шеф:
– Менi не цiкаво, що ви робили, я питаю, що ви зробили! Погано,

сiдайте, хто там наступний?.
Или:
– В.I., я не зможу цього зробити.
В.И.:
– Ви мусите це зробити – i все!
Из этого “ви мусите” часто рождались очень сильные результа-

ты, побеждались проблемы, которые, казалось, пробить было нево-
зможно. И дело, конечно, не только в требовательности шефа, хотя
она и имела место, но больше наверное в том, что он заставлял ве-
рить: задача может быть решена, несмотря на все сложности, вселял
надежду на то, что справиться с задачей тебе по плечу.
А как В.И. радовался успехам своих учеников, в особенности мо-

лодых – студентов, новичков-аспирантов. Дает задание студенту: ра-
зобраться в работе О.: как-то до сих пор ее никто не смог осилить.
Реплика с места:
– . . . так, i сидiтиме над нею два роки!
В.И., с пассией:
– Ю., Я забороняю вам казати таке молодим людям!
Довольно скоро, месяца через полтора, студент сообщает, что го-

тов доложить статью. То, что он так быстро справился вызывает все-
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общее оживление. Делая сообщение, студент использует формализм
почерпнутый из работы O., который нам непривычен, да и докла-
дывает слегка сбивчиво, видимо от волнения. Все хором, перебивая
друг друга помогаем, пытаемся на на ходу привести обозначения к
привычному виду, но шеф хочет услышать все от него самого и даже
от возбуждения повышает голос:
– Не заважайте, не заважайте, та дайте ж менi нарадуватись!
Всем ясно, что дебют блестяще удался, статья “пробита”, однако

более важно то, что в этот вечер нашего полку прибыло. И, конечно
же, В.И. ликует вовсю.
На конференции, достаточно молодому сотруднику C.:
– . . . чого ви не пiшли на доповiдь N.?
С.:
– В.I., та менi це було нецiкаво!
Ничего не сказал, но, как оказалось, запомнил. Через несколько

дней почти за ухо тащит C. к раскрытым дверям аудитории, чтобы
показать, как пожилой И.М. Гельфанд старательно конспектирует
доклад молоденького американского ученого.
В.И., гневно:
– . . . Бачите, вам не цiкаво, а от йому все цiкаво!
Особого разговора заслуживает общение шефа с А.Г. Никити-

ным. Кто видел гайдаевскую комедию “Бриллиантовая рука”, тот
наверняка помнит диалог опера со ставящим задачу начальником,
вызывающий дружный хохот, как всякое удачно подхваченное пре-
увеличение. Так вот, мы бывали и не раз свидетелями подобных ди-
алогов, разворачивающихся между А.Г. и В.И.
В.И.:
– Толя, а может попробовать . . .
А.Г., прерывая шефа на полуслове:
В.И.:
– Я уже пробовал, так не идет.
В.И.:
– Ну тогда может . . .
А.Г., вновь прерывая:
– Нет, так тоже не пойдет.
В.И.:
– Ну а если . . .
А.Г.:
– Да, В.И., так, пожалуй, стоит попробовать, я завтра проверю.
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Именно так общались в нашем присутствии двое ученых, сотру-
дничавшие друг с другом в течение многих лет.
Или еще реплика шефа после особо удачного доклада А.Г.:
– Ну это же просто замечательный результат!
А.Г., в ответ:
– Вильгельм Ильич, знали бы вы, чего мне стоил этот результат –

представляете, я так заработался, что забыл пойти на центральный
переговорный пункт, где был заказан за несколько дней до этого
разговор с женой (проживающей тогда в Праге), причем на этот
разговор я сам-то ее и вызвал.
В.И. с воодушевлением:
– Вот видите, вот, всем так надо работать! Надо забыть про все,

вот так только и можно получить сильный результат!
Напоследок хотел бы рассказать одну историю, непосредственно

связанную с В.И. Аспирантские годы оказались для меня довольно
непростым периодом, в основном из-за семейных обстоятельств: без-
денежье, маленький ребенок, “пятая графа” супруги, которая при
тех отношениях к иностранцам, которые царили в СССР, много лет
не могла найти работу. В таких условиях весьма трудно было занима-
ться научными изысканиями и после двух лет учебы в аспирантуре у
меня все еще не было серьезных результатов. В конце концов мы на-
чали серьезно задумываться о выезде за границу на ПМЖ. Однако
на этом пути возникли свои сложности и, в итоге, блуждая от город-
ского ОВИРА к республиканскому, я ничего не добился, кроме того,
что успел “засветиться”. В итоге один из сотрудников Генконсульства
ПНР, который предпринимал попытки помочь нам с выездом, сказал
открытым текстом, что здесь нам уже никто и ничто в создавшей-
ся ситуации не поможет, поэтому мне надо ехать по гостевой визе и
попросту не возвращаться, коль скоро мы решили уезжать из этой
страны. Помню, В.И. остановил меня в коридоре Институте и ска-
зал, что в первом отделе знают о моих попытках выехать на ПМЖ
и теперь его спрашивают, можно ли давать добро на мой времен-
ный выезд. Поскольку “исход” из CCCP казался мне единственным
выходом из создавшейся ситуации, я старался, как мог, убедить ше-
фа в том, что нам просто необходимо проведать тещу (которую, мы,
кстати говоря, пригласить в Киев не могли), и что это разные вещи
и я конечно же вернусь ровно через месяц. Не знаю, насколько мои
слова были убедительными, но шеф сказал, что, коль все обстоит
так, как я говорю, то препятствий мне в Институте чинить не будут.
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В конце нашего разговора он, однако, просил принять к сведению,
что в нашей стране за каждого “невозвращенца” кто-то должен отве-
тить. Я еще раз постарался уверить шефа, что все будет в порядке,
хотя в голове было одно – не потерять этот последний шанс устроить
наконец свою жизнь.
За рубежом изначально твердое намерение не возвращаться дало

трещину по ряду причин, и я промучился весь отпуск, подвергае-
мый давлению с разных сторон, и не зная, как поступить. В одну
из бессонных ночей, будучи почти на пределе, я вдруг вспомнил ра-
зговор с В.И., его слова, а также подумал о том, что оставалось за
кадром: хорошо зная мою ситуацию, вряд ли он до конца мне по-
верил, и, тем не менее, не стал препятствовать выезду. После этой
ночи я проснулся с чувством человека, оправившегося от тяжелого
недуга. Все стало ясно и просто, я возвращаюсь и точка. Менее всего
мне бы хотелось вменять себе в заслугу этот поступок: в той непро-
стой ситуации хороших решений не было и я в любом случае кого-то
“подставлял”. Однако облегчение, которое я почувствовал, приняв
решение возвращаться, заставляет думать, что поступить надо было
именно так.
Двигаясь по жизни мы вольно или невольно кому-то причиняем

неудобство и боль. Однако у меня есть надежда, что годы прове-
денные с В.И. научили быть более бережными с людьми. От него
исходила большая сила, которая, однако, не подавляла, а заставля-
ла работать, творить. Хочется верить, что контакты с В.И. не только
помогли нам чего-то добиться в науке, но и сделали чуточку добрее,
лучше, отзывчивее.

11 октября 2006 г.
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Згадуючи Вчителя
Ренат З. ЖДАНОВ

Я познайомився з Вiльгельмом Iллiчем у вирiшальний для всякого
студента перiод навчання в унiверситетi. Це був четвертий курс, тоб-
то саме той час коли всi студенти механiко-математичного факуль-
тету мають визначати подальший напрям спецiалiзацiї. Я взагалi до-
сить довго не мiг вибрати мiж теорiєю ймовiрностi та математичною
фiзикою. Крiм того, менi ще дуже подобалась алгебра. На щастя я,
отримавши квалiфiковану i добре аргументовану пораду вiд знайо-
мого професора-математика, вибрав математичну фiзику. Курсову
роботу я писав вже на цiй кафедрi, але тема була, як на мене, не
дуже цiкава. Її треба було мiняти, але я не мiг визначити на “що”
мiняти. I в цей момент невизначеностi саме провидiння послало менi
спецкурс з алгебраїчних методiв в математичнiй фiзицi, який викла-
дав Вiльгельм Iллiч Фущич. Вже перше враження вiд побаченого i
почутого було таким, що я “втiк” вiд керiвника курсової роботи до
Вiльгельма Iллiча. Як виявилось, цей вибiр визначив не тiльки тему
моєї дипломної роботи, але й все моє подальше життя (i, до речi, не
тiльки в науцi). Взагалi, Вiльгельм Iллiч був настiльки оригiнальною
i непересiчною особистiстю, що навiть мої однокурсники, якi бачили
його буквально декiлька разiв, добре пам’ятали його навiть через ба-
гато рокiв пiсля закiнчення унiверситету. Я особисто знаю приклад
одного мого однокурсника, який довго не мiг пригадати точну назву
факультету на якому вiн навчався, але, коли я сказав, що працюю
у вiддiлi Фущича, то вiн зразу ж його згадав! Це тривiальна iстина,
що викладачем з великої лiтери не можна стати, цьому не можна
навчитись, з цим можна тiльки народитись. Як кажуть, що є то є,
а чого немає, то вже i не буде. Вiн був не такий як усi в усьому, в
тому як вiн викладав, в тому як вiн вiдносився до студентiв (не як
до об’єкту навчання, чим грiшить бiльшiсть педагогiв) а як до колег,
якi просто мають менший досвiд наукової роботи. I це безумовно не
могло не iмпонувати.
Я не можу сказати, що Вiльгельм Iллiч полюбив мене з першого

погляду, бо вiн досить довго приглядався, давав рiзнi задачi учбового
характеру i врештi-решт я отримав тему дипломної роботи. Однiєю
iз складових цiєї роботи було рiвняння Дiрака, дослiдженню якого
була присвячена моя кандидатська i докторська дисертацiї, а також
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двi монографiї, написанi у спiвавторствi з Вiльгельмом Iллiчем. Тоб-
то, даючи менi тему дипломної роботи, вiн фактично запрограмував
мою дiяльнiсть на багато-багато рокiв наперед, така була незбагнен-
на сила наукового передбачення! Спецiалiсти-математики мене до-
бре зрозумiють, адже актуальнiсть тематики рiч дуже непостiйна.
Те що зараз йде на “ура!” через десять рокiв може викликати тiльки
роздратування.
Моє друге незабутнє враження – це семiнари Фущича, їх атмо-

сфера, яка створювалась як Вiльгельмом Iллiчем, так i iншими уча-
сниками – його учнями. Я зрозумiв вже набагато пiзнiше, чому Вiль-
гельм Iллiч так прискiпливо вiдбирав кандидатiв у кандидати. Рiч у
тому, що його учнi це була не просто група людей, зв’язаних спiль-
ною тематикою, це була КОМАНДА (Вiльгельм Iллiч бiльше полю-
бляв слово колектив). I як кожен тренер у футболi, вiн дуже прискi-
пливо пiдбирав “гравцiв” до команди, i я не пам’ятаю випадку, щоб
вiн помилився у виборi. При тому доброзичливому, приязному вiдно-
шеннi до молодi, яке панувало у вiддiлi, не дивно, що вiн фактично
ставав другою домiвкою для аспiрантiв. I саме ця творча атмосфера
сприяла появi такої кiлькостi кандидатiв i докторiв наук, випестува-
них Вiльгельмом Iллiчем, якої вистачило б для звiту за десятирiччя
ударної працi цiлого iнституту. Iншим фактором був особистий при-
клад Вiльгельма Iллiча i те, як i скiльки вiн працював. Вiн був, як
зараз прийнято казати, роботоголiком, i “перепрацювати” його бу-
ло неможливо. Взагалi, слово працювати було святе для нього i вiн
вимагав такого ж вiдношення вiд нас. Це завжди було на першому
мiсцi, якщо виникали новi iдеї, результати, думки i т.п., вiн завжди
вiдкладав усi справи i знаходив час, щоб послухати, порадити, подис-
кутувати. Я впевнений, що якби я зателефонував йому серед ночi,
для того щоб термiново сповiстити про “вiдкриття”, то i тут науко-
вець в ньому взяв би гору над простим смертним i ми би погово-
рили, як водиться (я персонально таких експериментiв не провадив,
але iнодi так тяжко було дочекатись ранку!). I таке вiдношення було
до кожного учня, хто хотiв i вмiв працювати. I це при тому, що вiн
завжди мав аспiрантiв, докторантiв i коло його учнiв, яким потрiбно
було придiлити увагу, постiйно розширювалось! Тiльки зараз, маючи
своїх власних аспiрантiв, я можу по справжньому оцiнити фантасти-
чну роботу, яку здiйснив Вiльгельм Iллiч, виховавши бiля шестиде-
сяти кандидатiв та докторiв наук! Плюс викладання в унiверситетi,
плюс мiжнародний журнал, створений ним, плюс, плюс, плюс...
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Ще однiєї яскравою (як на мене) характеристикою колективу,
створеного Вiльгельмом Iллiчем, є те, що там я знайшов двох но-
вих друзiв (я маю на увазi саме друзiв а не приятелiв, не колег по
роботi з якими завжди приємно зустрiтись, погомонiти – це iнше).
Добре вiдомо, що пiсля школи та перших курсiв унiверситету друзiв,
як правило, вже тiльки втрачаєш – життя розводить.
Моя наукова кар’єра, дякуючи Вiльгельму Iллiчу, складалася

вдало, я достроково захистив кандидатську дисертацiю, потiм вiн до-
бився, щоб мене залишили в Iнститутi математики (що було вельми
нетривiальною проблемою), де я на протязi п’яти рокiв пiдготував i
захистив докторську дисертацiю. З процедурою захисту сталася тра-
гiкомiчна ситуацiя, про яку менi навiть зараз моторошно згадувати.
В день захисту повиннi були захищатись ще три кандидатськi дисер-
тацiї, i я пiдрахував, що процедура їх захисту затягнеться до обiду, а
моя черга буде пiсля обiду. Тому я поїхав додому (на Оболонь), щоб
пообiдати. Десь мiж другою i третьою ложкою задзвонив телефон,
це був Вiльгельм Iллiч, який трохи нервово поцiкавився, куди я, м’я-
ко кажучи, подiвся. Як виявилось, захист всiх трьох кандидатських
дисертацiй промайнув за годину, i спецрада вирiшила не гаючи часу
заслухати докторську: а дисертанта немає! Як я бiг з Оболонi до iн-
ституту математики, так я нiколи не бiгав нi до, нi пiсля, але все одно
члени спецради розiйшлися на обiд. I якби не Вiльгельм Iллiч, який,
як завжди бувало, взяв все на себе i персонально попрохав кожного
члена спецради прийти пiсля обiду, то я б мабуть i до сих пiр захи-
щав ту дисертацiю. Коли я не живий не мертвий з’явився перед очi
Вiльгельма Iллiча, то вiн, побачивши мiй стан, навiть не лаяв мене,
а просто сказав, щоб я розбiрливо писав формули на дошцi . . . Таким
чином вiн зняв стрес i я взагалi не хвилювався пiд час доповiдi. Я
не знаю, що Вiльгельм Iллiч думав про цей малоприємний для всiх
нас епiзод, але потiм вiн нiколи не згадував про нього.
Окрема тема для розповiдi це те, як Вiльгельм Iллiч вмiв оцiнюва-

ти людей буквально з першого погляду i, як правило, безпомилково.
Я дуже добре запам’ятав один епiзод на конференцiї, коли виступав
один доповiдач, якого ми обидва бачили вперше, i Вiльгельм Iллiч,
послухавши зробив висновок: “Цей чоловiк дуже себе поважає”. Я
взагалi спочатку не дуже зрозумiв, що вiн мав на увазi. I лише через
деякий час поспiлкувавшись з доповiдачем безпосередньо зрозумiв,
наскiльки точною i безпомилковою була ремарка Вiльгельма Iллiча,
бо крiм самоповаги нiчого цiкавого у ньому (у доповiдачевi) не було.
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I такi оцiнки я чув не раз i не два i деякими з них послуговуюся
до сих пiр. Ще одне пiдтвердження сказаному – це друзi Вiльгель-
ма Iллiча, якi виступали офiцiйними опонентами на захистi наших
дисертацiй. Це були не просто знанi спецiалiсти, а ще й нетривiальнi
з усiх точок зору особистостi. Ми, аспiранти та молодi спiвробiтни-
ки вiддiлу бачили, з якою повагою вони ставляться до Вiльгельма
Iллiча особисто i до того, що робиться ним i його учнями. Це, без-
умовно, пiдвищувало нас у власних очах i було неабияким стимулом
у творчостi.
I ще одне незабутнє враження вiд перших крокiв спiвробiтництва

з Вiльгельмом Iллiчем та його групою – це чiтке усвiдомлення того
факту, що працюючи в даному колективi, я знаходжусь “на пере-
дньому краї науки”. Я в той час мав дуже туманну iдею вiдносно
того, як має виглядати той бажаний для кожного молодого чоловi-
ка, який вибрав науку як спосiб годувати свою сiм’ю, переднiй край
науки. Але чомусь я був абсолютно впевнений, що це вiн i є. Взагалi
актуальнiсть тематики – це дуже тонка i навiть делiкатна матерiя.
Вибiр такої тематики – це витвiр мистецтва наукового лiдера напря-
му, прояв глибини його таланту та сили передбачення. Часто-густо
вже через невеликий промiжок часу з’ясовувалось, що незважаю-
чи на великий первинний галас здiйнятий вiдносно того чи iншого
“вiдкриття”, цей напрямок тихо “вмирав”, а те, що там робилося, не
було варте паперу, на якому все це писалося. Очевидним проявом
таланту передбачення Вiльгельма Iллiча було те, що жоден з його
глобальних, як тепер кажуть, проектiв, тобто, нелiєвська симетрiя
(у широкому розумiннi цього слова), умовна симетрiя та розробка
конструктивних методiв побудови точних розв’язкiв для основних
нелiнiйних рiвнянь математичної та теоретичної фiзики не тiльки не
втрачають своєї актуальностi з плином часу, а й навпаки. Я б ска-
зав, що цi напрями мають внутрiшнє джерело саморозвитку, яке не
тiльки сприяє розвитку теорiй як таких, але й є джерелом iдей, якi
допомагають розв’язувати спорiдненi задачi (достатньо згадати хоча
класичну проблему роздiлення змiнних). А головне, що правильно
вибрана в свiй час тематика до сих пiр “годує” велику групу учнiв
Вiльгельма Iллiча.
Ще хотiлося б вiдмiтити одну рису притаманну Вiльгельму Iллi-

чу – це те, що я б назвав психологiєю переможця (а може рисою,
яка вiдзначає вченого свiтового класу). Це його власна психологiчна
установка i установка для всiх його учнiв, що ми маємо бути неодмiн-
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но кращими за конкурентiв i що ми будемо кращими (а це означає в
першу чергу бiльше та ефективнiше за iнших працювати!). I ця уста-
новка давала просто вражаючi результати. В аспiрантуру поступали
мокрi курчата (я маю на увазi насамперед себе), а вилiтали орли
(тут я маю на увазi iнших), якi одержували результати мiжнародно-
го класу, публiкувались в елiтних мiжнародних наукових часописах,
писали монографiї, якi згодом перекладалися за кордоном, захища-
ли кандидатськi i докторськi дисертацiї, i нарештi, працювали з вла-
сними учнями. Саме тому нам зараз не соромно з’явитись iз своїми
результатами на мiжнародному форумi будь-якого рiвня. Це я мо-
жу стверджувати з повною вiдповiдальнiстю, бо вже маю чималий
досвiд виступiв на солiдних мiжнародних конференцiях. Крiм того,
я спiлкувався з колегами i навiть тi з них, якi мали досить прохо-
лоднi стосунки з Вiльгельмом Iллiчем (а причиною часто-густо була
тривiальна заздрiсть), дуже високо вiдгукувались про його школу.
Можна ще дуже багато писати про рiзнi сторони обдарування

Вiльгельма Iллiча, але головним є, на мiй погляд, те що вiн був пер-
шокласним математиком свiтового рiвня – потужним, ефективним
та результативним. Саме цi риси були тим свiтлом на яке злiталися
як метелики з усiєї України (i не тiльки з України) його майбутнi
учнi. I одне з наших головних завдань полягає в тому, щоб втри-
мати рiвень наукової школи Фущича на належному рiвнi. Це буде
найкращою пам’яттю нашому дорогому вчителю Вiльгельму Iллiчу
Фущичу.

1998 р.
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Спогади про Вчителя
Вiктор I. ЛАГНО

Я належу до тих учнiв В.I. Фущича, якi закiнчили провiнцiйнi вузи
(як правило, педагогiчнi iнститути), спецiальної пiдготовки до за-
нять науковою дiяльнiстю у свої студентськi роки не отримали, але
змогли за допомогою та пiд керiвництвом Вiльгельма Iллiча реалi-
зувати себе як математикiв-дослiдникiв, пiдготувати та захистити
кандидатськi дисертацiї.
Моє знайомство й початок наукової спiвпрацi з Вiльгельмом Iл-

лiчем припали на 1985 рiк. Перша моя особиста з ним зустрiч бу-
ла миттєвою. Весною 1985 року я перебував у Києвi на факультетi
пiдвищення квалiфiкацiї при Київському державному унiверситетi
й одночасно готувався до вступу в аспiрантуру. На той час я вхо-
див до групи полтавських математикiв з мiсцевого педiнституту, якi
пiд керiвництвом Леонiда Феодосiйовича Баранника проводили до-
слiдження ряду задач, що лежали в руслi проблем, якi вивчалися у
вiддiлi прикладних дослiджень Iнституту математики. Тому заочно
Вiльгельм Iллiч мене знав й дав попередню згоду на те, що вiн буде
моїм науковим керiвником. Й ось, нарештi, вiдбулася наша особиста
зустрiч. Вiльгельм Iллiч дуже поспiшав в Президiю Академiї Наук,
тому, пiсля того, як Леонiд Федосiйович вiдрекомендував мене, вiн
запропонував провести його й по дорозi провiв бесiду, яка в основ-
ному вилилася в три запитання: Яку мову (iноземну) ви вивчали?
Чи одруженi? Ви палите?! (я вiд хвилювання витяг сигарети). Ли-
ше вiдповiдь на друге запитання (на той час я був неодружений)
мала схвальну реакцiю Вiльгельм Iллiч. Щодо мови (я вивчав нiме-
цьку) було дано вказiвку негайно починати вивчати англiйську, а за
мою шкiдливу звичку менi дiставалося вiд Вiльгельма Iллiча про-
тягом усього перiоду нашої спiвпрацi. Дiзнавшись, що я на той час
перебуваю в Києвi й що менi доведеться складати лише один всту-
пний iспит, вiн порекомендував менi вiдразу включатися в роботi i,
не дивлячись на те, що задачами, якi я розв’язував, у Києвi нiхто не
займається, регулярно бути присутнiм на науковому семiнарi. Так
розпочався мiй перший київський перiод спiвпрацi з Вiльгельмом
Iллiчем.
Основною ланкою у пiдготовцi аспiрантiв вiддiлу прикладних до-

слiджень Iнституту математики був науковий семiнар вiддiлу. При
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цьому, на вiдмiну вiд решти семiнарiв Iнституту, робота цього семi-
нару розпочиналася о 1800 двiчi на тиждень – у понедiлок та четвер.
Iнколи робота семiнару (сюди входили як виступи учасникiв, так i
зустрiчi тет-а-тет з Вiльгельмом Iллiчем) тривала до 2200, а то й
до 2300. Вiльгельм Iллiч дуже не любив, коли аспiранти знаходили-
ся у вiддiлi вдень, вважаючи, що вони заважають працювати спiв-
робiтникам вiддiлу й самi нiчого не роблять. Вiн вимагав, щоб ми
працювали в бiблiотецi або вдома. При цьому з його боку був постiй-
ний контроль за станом справ. Говорячи про себе, можу сказати, що
завдяки Вiльгельму Iллiчу я навчився працювати з перiодичними
науковими виданнями, органiзовувати свiй час. Також певний вплив
вiн здiйснював i на моє вмiння доповiдати результати, викладати ма-
тематику взагалi. На той час у Києвi я один займався проблемами
класифiкацiї неперервних пiдгруп основних груп симетрiй матема-
тичної фiзики (у цьому напрямку працювала полтавська група пiд
керiвництвом Л.Ф. Баранника та В.М. Федорчук у м. Львовi). То-
му на семiнарi я доповiдав огляди наукових статей, слухав виступи
своїх колег, але не мав можливостi доповiдати свої результати до-
слiджень, оскiльки коло наукових iнтересiв решти учасникiв семiна-
ру не мiстило даного напрямку. В той же час Вiльгельм Iллiч вiв
спецкурс в унiверситетi. Вiн запропонував менi пiдготувати два-три
виступи з тим, щоб пояснити методику дослiджень й зробити огляд
основних результатiв, отриманих в даному напрямку.
На той час я вже мав п’ятирiчний досвiд викладання в середнiй й

вищiй школi, тому пiсля першого проведеного заняття iз спокiйною
душею пiдiйшов до Вiльгельма Iллiча й запитав про його враження,
пiдкресливши, що весь запланований матерiал я встиг розглянути.
На це Вiльгельм Iллiч провiв критичний розбiр заняття, пiдкреслив-
ши, що основною хибою було те, що лектор працював не з конкре-
тними людьми, а з запланованим на заняття матерiалом. Також з
його уст прозвучало, що навчати чогось студентiв ви зможете лише
тодi, коли ви їх будете учити, а не просто викладати їм математи-
ку. Але тут же вiн, зм’якшуючи практичнi зауваження, похвалив за
вдалий пiдбiр прикладiв, вмiння спiлкуватися з аудиторiєю. Решту
занять я провiв, намагаючись враховувати зауваження. Вiдзначу, що
практику залучення аспiрантiв до читання окремих тем на спецкур-
сi Вiльгельм Iллiч проводив i пiзнiше. Так, з рiвняннями Дiрака, їх
симетрiйними властивостями та методами розв’язування я познайо-
мився на заняттях, якi проводив Р.З. Жданов (Вiльгельм Iллiч за-
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прошував на такi заняття всiх аспiрантiв i був обов’язково присутнiй
сам).
Хочу також вiдзначити те визначне мiсце, яке вiдводив Вiльгельм

Iллiч в рiзних аспектах своєї дiяльностi прикладам. Вiн завжди пiд-
креслював, що неможливо навчитися математицi, не розв’язуючи
конкретних задач. Навчаючись в аспiрантурi, я регулярно заходив
в книжковi магазини i час вiд часу купляв навчальну та наукову
лiтературу. Згадую, як одного разу я вже зiбрався придбати одну
монографiю, як тут до книгарнi зайшов Вiльгельм Iллiч. Вiн вiдра-
зу почав мене вiдраджувати вiд покупки, мотивуючи це тим, що в
монографiї не розглянуто жодного конкретного прикладу, й що для
першого ознайомлення з розглянутою в нiй проблемою вона не го-
диться. Взагалi вiн вважав, що процентiв вiсiмдесят видань автори
пишуть для себе, а не для читача. Й що треба обов’язково це врахову-
вати при ознайомленнi з такого роду лiтературою, щоб не отримати
враження про свою нездатнiсть займатися математикою.
Пiд час навчання в аспiрантурi я не переставав дивуватися неви-

черпнiй енергiї Вiльгельма Iллiча. Вiн встигав дуже багато. Окрiм
керiвництва науковою роботою аспiрантiв та спiвробiтникiв, вiн ви-
конував функцiї члена Вченої Ради Iнституту, займався педагогi-
чною дiяльнiстю в унiверситетi, працював над науковими пробле-
мами незалежно вiд учнiв, встигав детально переглядати перiодичнi
науковi видання та багато чого iншого, про що ми не мали й гадки.
Дуже напруженим був у Вiльгельма Iллiча 1986 рiк, в якому його
було обрано членом-кореспондентом АН України i в якому йому ви-
повнилося 50 рокiв. За три роки, якi я провiв у Києвi, не пам’ятаю
випадку, щоб без дуже поважної причини (звичайно це була вiдсу-
тнiсть Вiльгельма Iллiча у Києвi) не вiдбувся семiнар.
Початок другого мого київського перiоду спiвпрацi з Вiльгель-

мом Iллiчем випадає на початок 1994 року, коли я перебував на
чотиримiсячному стажуваннi в Iнститутi математики. Це був вже
iнший час й iнша країна. Моїй новiй появi у Києвi передували п’ять
рокiв роботи доцентом кафедри математичного аналiзу Полтавсько-
го педагогiчного iнституту. Пiсля захисту кандидатської дисертацiї
я намагався, хоча це було й нелегко, пiдтримувати зв’язок з Вiль-
гельмом Iллiчем й не кидати занять наукою. В значнiй мiрi цьому
сприяли мої дружнi вiдносини з учнями Вiльгельма Iллiча, особливо
з Ренатом Ждановим та Володею Смалiєм. Тому коли постало пи-
тання про те, де менi проходити чергове пiдвищення квалiфiкацiї, я
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за згодою та допомогою Вiльгельма Iллiча оформив стажування в
Iнститут математики.
Приїхавши до Києва, я мав ґрунтовну бесiду з Вiльгельмом Iл-

лiчем. Вiн розпитав про мої плани, сказав, що часи настали важкi,
особливо шкодував, що втрачається престиж наукової дiяльностi, то-
му вiн з розумiнням поставиться, якщо я пiд час стажування буду
займатися чисто життєвими проблемами. Але якщо є бажання, то
можу пiдключитися до Рената Жданова i спробувати з ним розгля-
нути кiлька задач.
Слiд вiдзначити, що на цей час Вiльгельм Iллiч мав ще бiльше

навантаження нiж п’ять рокiв назад. Окрiм керiвництва вiддiлом та
семiнаром вiн постiйно мав якiсь справi в Президiї Академiї. В цей
же час вiн розпочав свою дiяльнiсть головного редактора (а практи-
чно й видавця) наукового журналу “Journal Nonlinear Mathematical
Physics”, працював у математичнiй спiлцi України й ще кiлькох гро-
мадських органiзацiях. Досить часто вiд’їжджав вiн у науковi вiдря-
дження за кордон.
Але не дивлячись на все це, науковий семiнар працював як зав-

жди, й у кiнцi мого термiну стажування ми доповiли свої резуль-
тати. Вiдзначу, що нам з Р. Ждановим вдалося провести повний
опис зображень вектор ними полями Лi узагальненої алгебри Пуан-
каре AP (n,m) та здiйснити в загальнiй формi симетрiйну редукцiю
SU(2)-iнварiантних рiвнянь Янга–Мiлса до систем звичайних дифе-
ренцiальних рiвнянь. Вiльгельм Iллiч був задоволений отриманими
результатами й запропонував менi вступити до нього в докторанту-
ру. Так, восени цього року я вступив до нового етапу безпосередньої
наукової спiвпрацi з Вiльгельмом Iллiчем. На жаль умови життя все
ускладнювалися й тому я не мав можливостi перебувати у Києвi по-
стiйно. В основному ми спiлкувалися по телефону та пiд час моїх
приїздiв раз у два мiсяцi до Києва. Важливою подiєю в життi Вiль-
гельма Iллiча i його учнiв стала Мiжнародна конференцiя “Symmetry
in Nonlinear Mathematical Physics”, яка вiдбулася в липнi 1995 року.
Вiльгельм Iллiч хотiв зробити її традицiйною, але так сталося, що
вже друга конференцiя 1997 року вiдбулася без нього.
Зрозумiло, що такий темп життя позначився на здоров’ї Вiльгель-

ма Iллiча. Але не зважаючи на це вiн не згортав свою дiяльнiсть, а
навпаки, розширював коло iнтересiв. У кiнцi грудня 1996 року бiль-
ше сорока учнiв Вiльгельма Iллiча зiбралися на його шiстдесятирiч-
чям. Не дивлячись на те, що вiн напередоднi повернувся з Англiї
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й був хворий, Вiльгельм Iллiч зранку зробив змiстовну доповiдь на
Вченiй радi Iнституту, а весь вечiр був з нами.
Останню зустрiч я мав з Вiльгельмом Iллiчем у сiчнi 1997 ро-

ку. Вона вiдбулася у нього вдома й тривала близько трьох годин.
Я доповiв йому, що на той час було зроблено, вiн намiтив задачi,
якi потрiбно негайно доробити, але бiльшiсть часу ми обговорювали
проблеми, якi належало дослiджувати у бiльш вiддаленiй перспекти-
вi. Таким вiн i залишився у моїй пам’ятi – рухатися завжди i лише
вперед, нi на хвилину не зупинятися.

1997 р.
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Вiчний трудiвник
Анатолiй Г. НIКIТIН

Я познайомився з Вiльгельмом Iллiчем у тi далекi часи, коли вiн
був ще кандидатом наук, а я – студентом п’ятого курсу. Обставини
цього знайомства були досить курйознi. Справа у тому, що менi зда-
лося, що я знайшов помилку в однiй з робiт тодi ще невiдомого менi
В.I. Фущича. Я поспiшив повiдомити про це Остапа Степановича
Парасюка, що був керiвником моєї дипломної роботи, i той напра-
вив мене прямо до Вiльгельма Iллiча розбиратись.
Вiльгельм Iллiч привiтно зустрiв нахабного студента, що прийшов

критикувати його роботу. Правда, дискутувати зi мною не став, ска-
завши, що справа студентiв – вчитись. Замiсть цього почав розпиту-
вати мене, чим я займаюсь, i запропонував розповiсти йому одну з
робiт, яку я встиг на той час прочитати.
Менi здалося, що сталося чудо! На той час я встиг прочитати

всього чотири чи п’ять наукових статей, i одна з них зацiкавила
справжнього вченого. Не буду згадувати таких важливих для ме-
не подробиць моєї першої у життi доповiдi, скажу тiльки, що пiсля
неї почалось наше довгорiчне спiвробiтництво, яке не припинялось
пiд час моєї вiйськової служби пiсля закiнчення унiверситету. Са-
ме пiд час цiєї служби, у 1970 роцi, була опублiкована наша перша
сумiсна стаття, а останню нашу роботу Вiльгельм Iллiч вже не поба-
чив: вона з’явилась у “Journal of Mathematical Physics” через пiвроку
пiсля його смертi.
Спогади про сумiсну працю з Вiльгельмом Iллiчем, особливо про

першi роки цiєї працi, залишаються одним iз скарбiв моєї душi. Пер-
ше i домiнуюче враження вiд спiлкування з ним було: нарештi зна-
йшлася людина, яка мене розумiє, яку цiкавлять мої думки. Я вже
не кажу про те, як мене цiкавили думки та iдеї Вiльгельма Iллiча, як
я радiв, коли мiг їх зрозумiти. Забiгаючи трохи вперед, хочу вiдмi-
тити, що це надихаюче враження уваги видатного вченого до думок
та iдей молодих людей, що тiльки починають свiй шлях у науцi, пе-
режили всi його чисельнi учнi. Вiн завжди поводився з нами, як з
повноправними колегами, нiколи не давав вiдчути ту вiдстань, що
реально iснувала мiж ним i нами.
Однiєю з найприваблюючих рис вдачi Вiльгельма Iллiча був над-

звичайний оптимiзм. У цьому вiдношеннi вiн, як це не дивно, наба-
гато перевершував своїх молодих спiвробiтникiв. I вони тяглися до
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нього, черпаючи сили з цього джерела мужностi i бадьоростi. Один
з його учнiв, Сергiй Онуфрiйчук (нинi завiдувач кафедрою Жито-
мирського полiтехнiчного iнституту) якось казав менi: “Просто необ-
хiдно якнайшвидше побачитись i поговорити з Вiльгельмом Iллiчем.
Я зовсiм занепав духом, задачi, що намагаюсь розв’язати, здаються
занадто тяжкими, отриманi результати – зовсiм незначними. От по-
говорю з Вiльгельмом Iллiчем, i все стане на свої мiсця, знову буду
мати сили для подальшої працi”.
При цьому не треба забувати, що життя Вiльгельма Iллiча зов-

сiм не було легким. Нiколи не забуду болюче враження, що я дiстав,
коли вперше зайшов у якiйсь справi до його хати. Це була одна ма-
ленька кiмната, у вiкна стояв письмовий стiл, завалений паперами,
а навколо мiстилося все, що потрiбно родинi (яка включала ще жiн-
ку i малу дитину) для життя. Здавалося, там не було мiсця, щоб
поставити ногу.
I в таких умовах, в кiмнатi гостинного типу, жив i працював ви-

датний український вчений на протязi бiльш як десяти рокiв. Не-
простими були умови i на роботi, в Iнститутi математики. Вiддiл
теоретичної фiзики, який за логiкою подiй мав очолити Вiльгельм
Iллiч, було розформовано, i ми шукали тимчасовий притулок у вiд-
дiлi нелiнiйних коливань та математичної фiзики, яким завiдував
Юрiй Олексiйович Митропольський, а потiм у вiддiлi математично-
го аналiзу (завiдувач Юрiй Макарович Березанський).
Але талант Вiльгельма Iллiча, поєднаний з наполегливою працею,

кiнець-кiнцем взяли своє. В Iнститутi математики було створено вiд-
дiл прикладних дослiджень, який очолив Вiльгельм Iллiч, його було
обрано членом-кореспондентом Академiї Наук України. Вiн створив
потужну наукову школу, виховавши бiльше п’ятдесяти докторiв та
кандидатiв наук. Є автором такої кiлькостi статей i монографiй, якої
б могло вистачити на добрий науково-дослiдницький iнститут. Вже
тiльки число його праць i число їх цитувань ставить Вiльгельма Iл-
лiча в ряд найвидатнiших вчених.
В цих спогадах про Вчителя менi хотiлося б розповiсти бiльше

про чисто людськi якостi Вiльгельма Iллiча. Ми багато працювали
разом, я був свiдком його спiвпрацi з багатьма iншими учнями i менi
є що згадати з цього приводу. Не буде перебiльшенням сказати, що
вiн вiддавав своїм учням весь свiй час, i здавалося, що на звичайне
життя його вже не залишається. Попри це далi я зупинюсь тiльки на
таких подiях, якi не пов’язанi безпосередньо з науковою дiяльнiстю.
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Цi, здавалося би, незначнi подiї, назавжди залишились у моїй пам’я-
тi. Сподiваюсь, вони дають вiрну уяву про людськi якостi Вiльгельма
Iллiча.
Вiн був дуже веселою i дотепною людиною. Якось каже одному з

учнiв: “Поздоровляю Вас, мене просили повiдомити, що Вам перера-
ховано грошi за перекладену статтю”. А той: “Ну i що, хiба в грошах
щастя?” А Вiльгельм Iллiч на це: “Звiсно, що нi. Але це не простi
грошi, але чеки Зовнiшторгбанка, а це вже майже щастя!” (Цi чеки
видавались замiсть заробленої валюти i давали змогу накупувати у
спецiальних “закритих” магазинах.)
На повному серйозi радив менi шнурувати чоботи у лiфтi, щоб

зекономити час при виходi на роботу. Не можу виключити, що сам
вiн робив саме так, тому що жив у постiйному цейтнотi.
Вiльгельм Iллiч дуже любив грати у футбол i, за його розповi-

дями, повинен був у юностi зробити серйозний вибiр мiж футболом
i наукою. Менi пощастило грати два матчi разом з ним.
Перший раз це було в Ужгородi, де проходила конференцiя з

математичної фiзики. В рамках культурної програми конферен-
цiї було органiзовано футбольний матч мiж командами, сформо-
ваними з учасникiв. Вiльгельм Iллiч грав у центрi нападу, i ме-
нi здалося, що такий нападаючий прикрасив би будь-яку профе-
сiйну команду. Це був форвард таранного типу, якого оборона на-
ших суперникiв просто не могла стримати i який забив три чудових
голи.
Другий матч вiдбувся у сумному 1986 роцi влiтку. Дiти i жiнки

багатьох з нас переховувались за межами Києва вiд радiацiї. Вiль-
гельм Iллiч вирiшив пiдняти бойовий дух колективу i органiзував
змагання мiж своїми на той час досить чисельними спiвробiтниками
i учнями. Вiн очолив одну з команд, я другу, i в результатi наша
команда була переможена з великим рахунком.
Мiж iншiм, перший тайм ми грали на запасному полi Централь-

ного стадiону, iгноруючи протести якогось адмiнiстратора. На запи-
тання, хто ми такi, що претендуємо на таке славетне поле, i куди на
нас можна скаржитись, наш шеф вiдповiв: “Скажiть вашому началь-
ству, що сьогоднi грають професор Фущич i його учнi!”
Ще однiєю спортивною подiєю, органiзованою Вiльгельмом Iллi-

чем, було катання на лижах у Голосiївському парку. I знову наш
науковий лiдер виявився також лiдером у спортi: нiхто з його учнiв
не змiг показати, що вмiє їздити з крутих гiр краще за шефа.
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Ще одна ненаукова подiя, яку менi хотiлося би згадати – це по-
їздка за грибами у Димiрський район. Вiльгельм Iллiч виявився на-
справдi страсним грибником, i я був свiдком, як вiн зробив справ-
жнiй воротарський кидок за одним особливо красивим бiлим грибом.
А потiм згадував цю подiю як найбiльш яскраву i приємну серед тих,
що трапились з ним за цiлий рiк.
Всi мої iншi спогади про Вiльгельма Iллiча пов’язанi тiльки з

роботою. Саме неустанна i невпинна праця була основним змiстом
i цiллю його життя. В такому дусi вiн виховував i своїх учнiв, i це
вмiння невпинно працювати було найважливiшим прикладом, якому
по мiрi сил слiдували всi ми.
Ця незаурядна особистiсть пригортала серця багатьох людей як

у нашiй країни, так i за кордоном. Досить згадати, що серед друзiв
Вiльгельма Iллiча були такi видатнi люди, як професори Полiва-
нов i Кадишевський, вiн мав постiйнi науковi i дружнi контакти з
Р. Андрушкiвим, П. Олвером (США), П. Вiнтернитцем (Канада),
П. Бассарабом-Горватом (Швецiя), I. Таджiрi (Японiя) i багатьма,
багатьма iншими. Його чисельнi поїздки за кордон, окрiм чисто нау-
кових причин, стимулювались також тим почуттям симпатiї, що вiн
викликав у багатьох людей.
Передчасна смерть Вiльгельма Iллiча – це тяжка втрата не тiльки

для його родини та його учнiв, але i для чисельних друзiв i спiвро-
бiтникiв з цiлого свiту. Ми нiколи не забудемо цю мужню i вiддану
працi людину.

1997 р.

Збiрник праць Iнституту математики НАН України 2006, т.3, N 2, 375–376

Перша зустрiч з Учителем
Роман О. ПОПОВИЧ

Iнодi забуваєш, коли i при яких обставинах вперше зустрiвся з тiєю
чи iншою людиною, навiть, якщо вона вiдiграє важливу роль в тво-
єму життi. Свою першу зустрiч з Вiльгельмом Iллiчем я пам’ятаю
до дрiбних подробиць.
Це було в 1988 роцi. Я вже навчався на четвертому курсi. По-

чинався другий семестр, а я ще не визначився, хто буде науковим
керiвником моєї дипломної роботи. Секретар кафедри математичної
фiзики дала менi пораду, яка i вирiшила мою подальшу долю: “Йди
до Фущича. Вiн чудова людина, вiдомий вчений i, крiм того, твiй
земляк”.
У нас якраз розпочиналася серiя нових спецкурсiв, i Вiльгельм

Iллiч мав проводити заняття в паралельнiй пiдгрупi “чистих матфi-
зикiв”. Я ж був у пiдгрупi “обчислювачiв”, але мене попередили, що
особливих проблем, якщо я хочу послухати його спецкурс, виникну-
ти не має. I дiйсно, безпосередньо перед початком першого заняття зi
спецкурсу я домовився про це зi своїм викладачем Антоновим А.М.:
займатися буду у Вiльгельма Iллiча, вiн визначить мою оцiнку, а для
дотримання формальностей в залiкову книжку її проставить Алiм
Михайлович. Тому за всiма документами Вiльгельм Iллiч нiколи i
нiчого у мене не викладав. Зате пiзнiше його пiдписи з’являться на
моїх дипломнiй i дисертацiйнiй роботах, у планi iндивiдуальної ро-
боти аспiранта та рiзних вiдгуках . . .
Iз-за розмови з Алiмом Михайловичем я трохи запiзнився на пару.

Вона проходила в найбiльшiй лекцiйнiй аудиторiї механiко-матема-
тичного факультету. Так як пiдгрупи за чисельнiстю були невеликi
(десь до 15 осiб), то всi студенти розмiстилися на двох перших рядах.
Бiля дошки стояв високий сивоволосий чоловiк спортивної статури.
Коли вiн повернувся до мене, я побачив молоде усмiхнене обличчя,
але в очах вiдчувалась легка розгубленiсть. Воно i зрозумiло, адже
серед студентiв тiєї пiдгрупи не було жодного хлопця. Коли пiсля
коротенької розмови зi мною Вiльгельм Iллiч з’ясував моє бажання
слухати саме цей спецкурс, вираз його очей змiнився.
Манеру Вiльгельма Iллiча ведення занять зi спецiального курсу

не можна назвати загальноприйнятою. Як правило, спецкурс зво-
дився до циклу лекцiй з досить вузького роздiлу математики, де
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викладач розповiдав, а студенти слухали. У Вiльгельма Iллiча сту-
денти працювали. На першому ж заняттi Вiльгельм Iллiч дав нам
перелiк тем доповiдей i джерел до них. За короткий термiн кожен
мав визначитися, з якої теми i коли вiн буде виступати. Тематика
доповiдей також не була традицiйною i охоплювала широке коло ма-
тематичних проблем, загальну направленiсть яких в цiлому можна
охарактеризувати як застосування найрiзноманiтнiших алгебраїчних
методiв до механiки i фiзики. Вiльгельм Iллiч дав нам час на пiдго-
товку, i кiлька тижнiв заняття нагадували лекцiї, але тiльки нагаду-
вали, бо матерiал подавався не монотонно i поступово, а у виглядi
математичних есе або нарисiв.
Вже тодi я познайомився з робочим розкладом Вiльгельма Iл-

лiча. Вiн домовився з нами, що заняття вiдбуватимуться о шостiй
годинi вечора в Iнститутi математики Академiї наук України. Тому
пiсля вступу до аспiрантури я не здивувався, дiзнавшись про тради-
цiйний “шестигодинний понедiлковий” великий i не менш постiйний
“шестигодинний четверговий” мiкро-семiнар вiддiлу прикладних до-
слiджень, яким керував Вiльгельм Iллiч, хоча в колi стороннiх людей
час проведення семiнарiв викликав i iншу реакцiю. До цих пiр па-
м’ятаю, з яким душевним трепетом ми вперше входили до Iнституту
математики, бродили по тихим коридорам цiєї царини науки, роз-
глядаючи на дверях кабiнетiв таблички з iменами вiдомих вчених,
i сидiли на заняттях не в звичайнiй унiверситетськiй аудиторiй, а в
“аспiрантськiй Iнституту математики Академiї наук України”! Зав-
дяки Вiльгельму Iллiчу i “академiчнiй атмосферi” нашi заняття пе-
ретворилися на справжнi науковi семiнари з тривалими доповiдями,
зацiкавленими запитаннями i нестороннiм обговоренням.
Я готував доповiдь про матричну квантову механiку. Вiльгельму

Iллiчу вона сподобалася, i наприкiнцi її вiн сказав: “Добра доповiдь”.
Цi два слова були вимовленi з такою iнтонацiєю, що сприймалися як
висока похвала. Взагалi, Вiльгельм Iллiч вмiв похвалити своїх учнiв
так, що хотiлося неперервно працювати i зробити ще бiльше.
Так розпочалась моя спiвпраця з Вiльгельмом Iллiчем.

1997 р.

Збiрник праць Iнституту математики НАН України 2006, т.3, N 2, 377–378

Один епiзод
Олександр I. ПРИЛИПКО

Я постарався згадати найвиразнiшi моменти моїх вражень з зустрi-
чей та спiлкування з Вiльгельмом Iллiчем.
Я познайомився з Вiльгельмом Iллiчем завдяки Сергiю Проко-

повичу Онуфрiйчуку у травнi 1987 року (я працював у нього на
кафедрi вищої математики Житомирського фiлiалу КПI iнженером
кафедри). Сергiй Прокопович домовився по телефону про нашу зу-
стрiч i я виїхав у Київ. Моя перша зустрiч з Вiльгельмом Iллiчем
вiдбулась в Iнститутi математики. Вiльгельм Iллiч зумiв зразу i на-
завжди створити мiж нами (як я потiм зрозумiв – це було його пра-
вило) таку атмосферу спiлкування, що не вiдчувалося тої великої
вiдстанi мiж вчорашнiм випускником вузу та вiдомим вченим.
В листопадi 1987 я вступив до аспiрантури Iнституту математи-

ки. Хоча я був аспiрантом А.Г. Нiкiтiна, Вiльгельм Iллiч постiйно
придiляв менi увагу, цiкавився зробленою мною роботою на протязi
всього термiну аспiрантури.
I хоча в день захисту моєї дисертацiї 18 червня 1991 року Вiль-

гельм Iллiч перебував у закордонному вiдрядженнi, вiдчувалась його
заочна присутнiсть. Перед самим вiд’їздом за кордон вiн придiлив
менi багато уваги, хоч сам був дуже зайнятий. При спiлкуваннi з
Вiльгельмом Iллiчем створювалась завжди доброзичлива атмосфера
мiж вчителем та учнем. Це був дiйсноВчитель i справжняЛюдина
в самому високому розумiннi цих слiв.
Вiльгельм Iллiч завжди кудись поспiшав, пiдганяв iнших, вiн нiби

боявся недовиконати всього намiченого. Вiльгельм Iллiч не любив
марних балачок, вiн завжди був у роботi, в науковому пошуку.
Щопонедiлка у нас в вiддiлi проходили вечiрнi науковi семiнари.

I ми, молодi аспiранти, приходили в вiддiл трохи ранiше щоб про-
сто поспiлкуватись, подiлитись новинами. I коли заходив Вiльгельм
Iллiч, вiн завжди говорив нам, що не можна даремно гаяти час, по-
трiбно працювати i працювати, щоб досягти якихось успiхiв.
Вiльгельм Iллiч завжди старався допомогти людям, якщо мiг, в

вирiшеннi їх проблем. Менi вiдомий один такий епiзод, який харак-
теризує цю рису характеру Вiльгельма Iллiча.
В листопадi 1987 року Вiльгельм Iллiч перебував у закордонному

вiдрядженнi в Канадi. В унiверситетi мiста Калгарi вiн познайомився
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з канадкою українського походження, начальником учбової частини
математичного факультету Лесею Гавриляк. Перед вiд’їздом Вiль-
гельма Iллiча на Батькiвщину вона його попросила допомогти зна-
йти її батька, i розповiла при цьому свою життєву iсторiю. В тридця-
тi роки вона проживала на Українi. Її батько був вiйськовим лiкарем.
Пiд час вiйни нiмцi вивезли її з мамою на роботу в Нiмеччину (Лесi
Гавриляк було тодi 3 роки). По закiнченнi вiйни вони емiгрували в
Канаду. На момент розповiдi вона знала тiльки, що її батько Попа-
денко Олексiй, i що перед вiйною вЖитомирi проживав його дядько
Барановський Олександр. Бiльше вона нiчого на знала на той час.
Вiльгельм Iллiч пообiцяв зробити все можливе щоб знайти бать-

ка землячки. По приїздi в Київ, в груднi мiсяцi вiн попросив ме-
не спробувати знайти в Житомирi Барановського Олександра. Хоч
Барановських було багато, вдалося методом виключення знайти по-
трiбного. Виявилося, що Барановський Олександр Антонович так
i проживав до смертi в м. Житомирi, а помер напередоднi нашого
пошуку – 12 грудня 1987 р. У Житомирi залишилась Барановська
Олена Францiвна, через неї вдалося знайти адресу батька Лесi Гав-
риляк. Вiн на той час був генералом медичної служби i проживав з
новою сiм’єю в Ленiнградськiй областi.
Вiльгельм Iллiч написав листа в Канаду з повiдомленням знайде-

ної адреси. I через деякий час (так розповiдав Вiльгельм Iллiч, а Ви,
Ольга Iванiвна, мабуть пам’ятаєте) у Вас в квартирi роздався серед
ночi телефонний дзвiнок з Канади. I радiсна дочка повiдомила, що
вона вже по телефону спiлкувалась з рiдним батьком, через стiльки
рокiв пiсля розлуки. Як потiм розповiдав Вiльгельм Iллiч, зустрiч
дочки з батьком також вiдбулася в домiвцi батька. Це все, що менi
вiдомо вiдносно цiєї iсторiї.

1997 р.
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Спогади про мого наукового
керiвника (деякi фрагменти)
Вiктор А. САЛОГУБ

Перша зустрiч. У листопадi 1969 року мене з Полтавського педiн-
ституту направили на практику в Iнститут математики АН УРСР.
Вчений секретар В.Ф. Ковальов, подивившись на направлення, уто-
чнивши, що я фiзик, направив мене у вiддiл теоретичної фiзики.
Вiн сказав, що там є три молодих спiвробiтники Фущич, Костирко
i Коломинцев, вiн з ними говорив i хтось iз них буде моїм керiв-
ником.
Я подумав, що поговорю з кожним, i хто з них менi бiльше спо-

добається, то того i проситиму бути моїм науковим керiвником. Ви-
йшло по-iншому. Коли я зайшов у вiддiл, то там був лише один
стрункий високий молодий чоловiк. Це був Вiльгельм Iллiч Фущич
(йому було тодi 33 роки). Вiн зi мною поговорив, розпитав, чим я
цiкавлюсь, звiдки я родом, хто мої батьки. Вiн менi сподобався на-
скiльки, що я вже вирiшив бiльше нi з ким не говорити i ввiчливо
попросив його бути моїм керiвником. Вiльгельм Iллiч погодився i з
тих пiр, спасибi Богу, доля надовго пов’язала мене з ним.
Вiльгельм Iллiч – мiй керiвник. По-рiзному складалася моя

наукова робота. Було iнодi дуже трудно, але завжди я вiдчував пiд-
тримку Вiльгельма Iллiча. Причому, така пiдтримка надавалась менi
i iншим настiльки iнтелiгентно, що для iнших це було майже непомiт-
но. Вiльгельм Iллiч був з простої селянської сiм’ї, але вiд природи
був дуже тактовним i iнтелiгентним. Всiх нас, його численних учнiв,
вiн називав на Ви i по-iменi, на нашi помилки вказував тактовно, але
якось так, що бiльше вже ми їх старались не робити.
Якось я написав звiт i вiддав його прочитати шефу (так ми по-

мiж собою називали Вiльгельма Iллiча). Пiсля наступного семiнару
Вiльгельм Iллiч всiх вiдпустив, а мене попросив залишитись.
– Я ваш, Вiктор, звiт прочитав i хочу дати вам пораду, – сказав

Вiльгельм Iллiч.
– Якщо ви бажаєте, щоб хтось вашу працю поважав, то повиннi

поважати її самi, а тому пишiть охайно, старайтесь видiляти важливi
мiсця. Я, звичайно, читатиму все, що напишете, – сказав вiн, – але
iншi можуть поступити iнакше, а вам прийдеться в подальшому мати
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справу з багатьма людьми. З тих пiр всi звiти я оформляв охайно,
продумано, а прийом, який примiнив Вiльгельм Iллiч для того, щоб
мене цьому навчити, я примiняв не один раз, працюючи зi своїми
студентами.
Вiльгельм Iллiч був дуже надiйним керiвником в хорошому ро-

зумiннi цього слова. Вiн пiдготував десятки кандидатiв i докторiв
наук. I кожного вiн доводив до захисту дисертацiї, а багатьом, у то-
му числi i менi, допомагав з працевлаштуванням.
Iнодi хтось пiсля закiнчення аспiрантури “потопав” у буденнiй

роботi, домашнiх турботах i починав вiдкладати захист на “потiм”.
Вiльгельм Iллiч зразу ж починав дiяти по-своєму в такiй ситуацiї.
Вiн починав через iнших аспiрантiв, чи спiльних знайомих нагадува-
ти про необхiднiсть завершення роботи. Так на кафедрi фiзики, де я
зараз працюю, згадують, як Вiльгельм Iллiч кiлька разiв на тиждень
дзвонив, нагадував через житомирян-аспiрантiв Леонiду Петровичу
Сокуру (одному з його кращих аспiрантiв i прекраснiй людинi), щоб
той швидше оформляв дисертацiю i подавав її до захисту.
Всi завидували нам: Сокуру Л.П., Онуфрiйчуку С.П. i менi, що

ми маємо прекрасного керiвника. Нiхто з вiдомих нам учених не
турбувався за своїх учнiв так, як це робив Вiльгельм Iллiч.
Працювали ми всi дуже багато вдома, в читальних залах, а двi-

чi на тиждень вечорами в ауд. 14 наш керiвник проводив семiнари.
У той час, коли я був на стажуваннi i аспiрантурi, цi семiнари не
були офiцiйними, i проводив їх Вiльгельм Iллiч з власної iнiцiативи.
Хтось iз нас (частiше за iнших А.Г. Нiкiтiн) доповiдав про одержанi
результати чи вивчену статтю. Ця доповiдь детально обговорюва-
лась, а потiм Вiльгельм Iллiч пiдводив пiдсумки i кожному ставив
якесь завдання, обов’язково рекомендував статтi по нашiй темати-
цi. Цi завдання вiн завчасно записував у себе в зошитi, а нам – на
невеликих картках.
Вiльгельм Iллiч сам любив працювати вдома, i щоб йому не за-

важали, вимикав телефон, але нам дозволяв у певнi години, коли
термiново потрiбно (одержав хороший результат, прийшов до чогось
незрозумiлого i т.i.), дзвонити йому. Пiсля таких дзвiнкiв вiн часто
призначав додаткову зустрiч, де вирiшувалась проблема.
Вiльгельм Iллiч чудово володiв тими питаннями, якими займався

вiн i його численнi учнi. Iнодi ставив якусь таку задачу, яка нам
здавалася простою i невартою уваги, але потiм виявлялось, що це
виливалось у цiлий цiкавий, важливий науковий напрямок.
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Так на моїх очах появилась “додаткова симетрiя”. До якої ста-
вились майже всi спочатку скептично. А саме цей напрямок i став
основним у подальшiй роботi вiддiлу, яким керував Вiльгельм Iллiч.
Самих кращих своїх учнiв Вiльгельм Iллiч залишив працювати

у себе в вiддiлi. В мiй час ними були Анатолiй Глiбович Нiкiтiн та
Юрiй Миколайович Сегеда. Це були дуже поряднi, скромнi i розумнi
люди. Та iнших наш Учитель i не мiг лишати бiля себе.
Дуже мудро керував Вiльгельм Iллiч аспiрантами. Старшi чудово

розумiли тематику молодших, а Анатолiй Глiбович Нiкiтiн став не-
заперечним авторитетом для iнших. Увiйшло в традицiю перед тим,
як щось давати прочитати Вiльгельму Iллiчу, ми детально радились
з Толею (так ми його тодi звали), а потiм уже радились з Вiльгель-
мом Iллiчем i слухали його зауваження. Такi процедури проходили
нашi дисертацiї, статi до журналiв.
Статтi наш керiвник вимагав писати коротко, чiтко без “води” i

сам радив куди її подати. Вони проходили в журналах майже без
зауважень.
Любив працювати Вiльгельм Iллiч i в численнi офiцiйнi свята.

Вiн цiнував час. Так, колись вiн сказав менi прийти до нього додому
7 листопада, де ми писали останнiй варiант статтi.
Я був одним з учнiв, який його знав ще кандидатом наук, був при-

сутнiй на захистi докторської дисертацiї. Радувався цим його успi-
хам. Потiм я поїхав працювати викладачем фiзики у Житомир. Вiд
великої науки вiдiйшов, але Вiльгельм Iллiч ще довго писав на кар-
тках потрiбну для мене лiтературу i був невдоволений моєю пасив-
нiстю. Вибачте менi за це, мiй Учителю, проста проза життя робить
таких як я простими смертними, i лише таких, яким були Ви, пiдно-
сить до вершин слави в науцi i найвищої пошани серед iнших людей.
Вiльгельм Iллiч – чоловiк, батько, син. Цей роздiл краще

за мене напишуть рiднi Вiльгельма Iллiча, але я хочу теж сказати
кiлька слiв. Вiльгельм Iллiч мав дуже хорошу сiм’ю. З Ольгою Iва-
нiвною вони були напрочуд хорошою парою. Дуже поважали одне
одного i турбувались одне за одним. В справах домашнiх керувала
Ольга Iванiвна, Вiльгельм Iллiч цим не мав часу займатися.
Iнодi на семiнар вiн приходив заклопотаний i запитував, чи не

бачив хтось iз нас десь в магазинах чогось потрiбного для дому, бо
йому дружина сказала купити цю рiч. Ми згадували, щось радили,
старались допомогти. Я пам’ятаю, як М. Серов поїхав шукати якусь
особливу олiю, яку Вiльгельм Iллiч повинен був купити додому.
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Був вiн дуже заклопотаний, коли вони купували автомобiль. Роз-
питував А.Г. Нiкiтiна i С.П. Онуфрiйчука, у яких були автомобiлi,
жахався перспективам ремонту, зберiгання, обслуговування. Перед
нами проговорив цiлий монолог: “Скажу їй, Оля, куплю я цю маши-
ну, але, будь ласка, їздь на нiй сама i ремонтуй сама . . . Ну навiщо
менi потрiбен цей автомобiль . . . ”. Але в подальшому i їздив i ремон-
тував, бо любив i поважав свою дружину бiльше за все на свiтi.
Дуже любив i поважав Вiльгельм Iллiч свою маму. Колись ми

заговорили про рибалку. Вiльгельм Iллiч сказав, що рибалити не
любить, але в себе в селi вiн ловив рибу, мама його дуже любить
рибу. Був я свiдком, як Вiльгельм Iллiч просив С.П. Онуфрiйчука
подивитись у Житомирi хутряну безрукавку в магазинах. Вiн хотiв
таку купити i зробити дарунок своїй мамi.
Дуже любив Вiльгельм Iллiч своїх дiтей Марiанку i Богдана. Па-

м’ятаю, коли народився Богдан, i ми привiтали Вiльгельма Iллiча,
то вiн був дуже радий. Вiн радився з нами яке вибрати синовi iм’я.
Довго його вибирав i це навiть, привело до такого курйозу. Захотiв
Вiльгельм Iллiч назвати сина нетрадицiйним iм’ям (якщо не помиля-
юсь iноземним), але за тодiшнiми законами при цьому повинна була
дати згоду мама. Ольга Iванiвна не змогла пiти до загсу з якихось
причин. Вдома синочка назвали Богданом, i рiс вiн “неофiцiйно” аж
поки не треба стало свiдоцтво про народження для оформлення в
садочок. Пiшов Вiльгельм Iллiч по свiдоцтво знову в ЗАГС. А там
йому: “Несiть довiдку, що в вас є син, що його iменують Богданом”.
Вiльгельм Iллiч їм запропонував привести самого Богдана. Як ця
iсторiя закiнчилась в деталях не знаю, але що закiнчилась благопо-
лучно знаю достеменно. Вирiс Богдан, здобув освiту. Хай буде здо-
ровим i щасливим, хай буде достойним свого батька, а мого вчителя
Вiльгельма Iллiча Фущича.
Цiкавий випадок. Прихожу я якось в бiблiотеку Iнституту ма-

тематики, а дiвчата: Таня Фещенко (вона довгий час працювала в
одному вiддiлi) i iншi наперебiй одна iншiй менi розповiдають: “Твiй
шеф здiйснив подвиг – затримав один злочинця”. Виявляється: Вiль-
гельм Iллiч довго працював в Iнститутi i вийшов iти додому пi-
зно. В дворi Iнституту математики тодi стояло з десяток легковикiв.
Якийсь злочинець забрався мiж них i крав собi деталi, демонтуючи
автомобiлi. Вiльгельм Iллiч вступив з ним у двобiй, знешкодив його,
скрутив i, визвавши мiлiцiю, передав їй цього злочинця.

4 сiчня 1998 р.
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Син України, яким Україна може
пишатися
Дiанна СТАСЮК-PARKE 1

Дуже тяжко писати спогади про людину, яку вважаєш живою. Так
склалося моє життя, що пiсля 35 моїх найкращих рокiв на рiднiй
землi, я переїхала до США, де мешкав мiй чоловiк. Невдовзi, пару
рокiв по тому, Вiльгельм Iллiч Фущич, якого я знала моє усе свi-
доме життя, помер. Але дорогий моєму серцю українець залишився
для мене живим, тiльки десь далеко, де до болю усе рiдне – земля,
сонце, вiтер, вишнi, вишиванi рушники i коханий Київ iз таким сма-
чним українським хлiбом. Залишився живим там далеко, за тисячма
океанами, де назавжди залишилося моє серце.
Дуже тяжко писати про людину, яка є втiленням “майже” усього.

Скажу “майже”, бо хтось iз скептикiв зауважить, що немає у свiтi
нiчого iдеального. Скажу, бо кожного у свiтi, мабуть, хтось любить.
Ми всi рiзнi за кольором, смаком, думками i переживаннями.

Але є люди, яких дуже важливо зустрiти. Такою людиною для
мене був Вiльгельм Iллiч Фущич, якого я знала все свiдоме життя.
Трудар науки. Вчений – велетень у математицi. Все життя, без

перебiльшення, пам’ятатиму його. “Працювати, працювати, працю-
вати!” I вiн працював для своєї науки, для математики, яку любив.
Його працi, книжки, статтi говорять за те краще мене.
Учнi, яких вiн залишив по всьому свiту i найбiльше на рiднiй

землi України, впевнена, скажуть слова подяки цiй чудовiй людинi.
Учнi, для яких вiн завжди мав час i душу. Допомогти, пiдперти,
роз’яснити, з’ясувати, вибiгати, вiдшукати, подзвонити i бути теплим
та життєрадiсним, але вимогливим i принциповим водночас.
Чудовий чоловiк. Панi Ольга i пан Вiльгельм були однiєю iз по-

дружнiх пар, на якi дивилися i вiрили у любов, у чисте кохання,
у сiмейне щастя. Нiколи без болi не зможу дивитися на панi Оль-
гу пiсля смертi її коханого Вiльгельма. Жива рана. Бiда. Сьогоднi.
Поруч жiнка, яка втратила себе. Без нього. Одного – єдиного, ко-
ханого. Чоловiка, якого любила, поважала, яким жила, дiтей якого

1Дiанна Стасюк-Parke, 1965 року народження. Вона виросла у нашому будин-
ку. Подруга нашої з Вiльгельмом доньки. Вона – друг дому. Ольга Фущич.
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виростила i любила. Яким же вiн був до неї, що такої спустошливої
втрати завдав вiн їй, пiшовши вiд неї назавжди.
Батько, яких пошукати. Сильний, мудрий, розумний, вимогли-

вий, але терпеливий, добрий i справедливий.
I неможливо було б говорити за Вiльгельма Iллiча i промовчати

за те, що є для мене дуже важливим. Що було важливим для нього.
За те, що вважається у великiй лiтературi за обов’язок i честь ли-
царiв. Це про те, що це була людина – ПАТРIОТ. Патрiот, де кожна
лiтера велика. Патрiот України. Я згадала “велику лiтературу”, нiби
беручи її у помiчницi, бо чомусь Українi вiдмовлено у тих всiх вели-
ких iдеалах i мiрках, у яких майже усiм iншим народам, а особливо
“росiянам”, не вiдмовлено. Це почуття любовi i гордостi за свою мо-
ву, iсторiю, за своє корiння, за свою землю, просто тому, що ти син
цiєї землi.
Велика людина жила життям простим, але повним змiсту, жила

одним подихом iз своєю країною, яка тiльки пiднiмається на ноги,
коли їй так тяжко i багато хто бажає, щоби вона впала. Вiн любив
до нестями свою рiдну Україну, любив в усi части i незгоди, коли це
було i є до цього часу не до вподоби багатьом. Почуттям чистим i
чесним.
Доречи, чеснiсть i несхибнiсть Вiльгельма Iллiча теж заслугову-

ють на те, щоби сказати за них особливо. Чеснiсть у науцi, чеснiсть
у стосунках на роботi, в сiм’ї, чеснiсть у великому i малому. У погля-
дах i поступках. Впевнена, що якби пан Вiльгельм не був таким, то
за часiв СРСР вiн досягнув би набагато вищого положення. Але вiн
таким не був. Був несхибним i принциповим. Яскравим i сильним. У
науцi, у любовi до України.
Шана тобi, Вiльгельме, вiд твоєї землi. Вона, вистраждана земля

України, знає, що ти її любив, як нiхто.
Тяжко, бо людина жива у моєму серцi. Молода i сильна. Сповнена

розуму, любовi, сили i тепла. Тепла, яке вiн мав до своїх друзiв,
знайомих, сусiдiв.
Немає слiв, якi лягли би на папери i передали мої почуття i думки.

Вiльгельм Iллiч Фущич – це людина, зустрiч iз якою робить нас
кращими.
Це син України, яким Україна може пишатися.

1997 р.
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Деякi спогади про Вiльгельма
Iллiча Фущича
Василь М. ФЕДОРЧУК

. . . Йшов 1974 рiк. Група студентiв з кафедри теоретичної фiзики
Ужгородського державного унiверситету проходила переддипломну
практику в Iнститутi теоретичної фiзики. Був звичайний робочий
день. Ми працювали в читальному залi бiблiотеки цього Iнституту.
Кожен займався пiдготовкою своєї дипломної роботи. До залу ввi-
йшла струнка людина високого зросту. Вона пройшла попри кожний
iз столiв, за якими сидiли студенти-практиканти i уважно подивила-
ся, що хто читає. Передi мною лежав розкритий журнал iз статтею,
яка вiдносилася до моєї дипломної роботи. Я черговий раз читав цю
роботу. Коли пiдiйшла до мого стола, то спитали
– Ви розiбралися в цiй роботi?
– Я недовго думаючи вiдповiв: Так.
– Якщо так, то прочитайте її ще раз, подумайте над нею i при-

ходьте в четвер о 16.00 в Iнститут математики...
Таким було знайомство з моїм майбутнiм Учителем.
. . . Пройшли роки. Одного разу Вiльгельм Iллiч спитав у мене:

“Василь, як то ми з Вами познайомилися?” Я розказав йому те, що
написано вище. Тодi Вiн вiдповiв: “Василь – це судьба”. I Вiн не по-
милився. З того часу моє життя було тiсно пов’язане з Вiльгельмом
Iллiчем. Вiн вiдiграв вирiшальну роль у становленнi мене як науков-
ця.
Одного разу, розмовляючи з Вiльгельмом Iллiчем про рiзнi науки,

я висловив думку про те, що менi найбiльше подобається те, чим ми
займаємося. На це Вiн зразу вiдповiв: “Так не можна думати. Все
потрiбне”.
Одного разу я був присутнiм разом з Вiльгельмом Iллiчем на

лекцiї, яку читав професор М.Л. Горбачук для спiвробiтникiв Iнсти-
туту математики. Слухаючи лектора, Вiльгельм Iллiч звернувся до
мене з такими словами: “Бачите, Василь, як легко йому це читати.
Вiн наче розказує нам казку”. Я, не довго думаючи, вiдповiв: “Я вва-
жаю, що кожна людина повинна знати щось досконало”. Тодi Вiн
засмiявся i сказав: “О, Василь, це далеко не так”. Пройшли роки . . . i
я не раз переконувався у правотi Вiльгельма Iллiча.
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. . . Був понедiлок. Ми, як завжди, зiбралися на семiнар. У той
день Вiльгельм Iллiч сказав менi: “Василь, я хочу з Вами погово-
рити”. Ми домовилися про наступну зустрiч. При зустрiчi Вiн поцi-
кавився про стан справ з моєю науковою роботою. На той час вже
пройшло майже пiвтора року вiд початку моєї аспiрантури, але я
не справився з тим завданням, яке було менi поставлене. Менi не
вдалося прямо застосувати метод, запропонований канадськими ма-
тематиками, для розв’язання моєї задачi. Я розповiв про цi труднощi
Вiльгельму Iллiчу. Розмова тривала близько пiвтори години. Я був
майже переконаний, що, не зможу розв’язати цю задачу. Вiльгельм
Iллiч слухав мене уважно. Вислухавши все, Вiн сказав: “Мене не цi-
кавить, якими методами Ви будете розв’язувати цю задачу. Якщо не
пiдходить вiдомий метод, то запропонуйте свiй. Але, задача повин-
на бути розв’язана”. Пiсля цих слiв я ще раз акуратно продумав хiд
розв’язання задачi i, нарештi, її вдалося розв’язати. Це був один iз
основних моїх результатiв. Якби не тверда позицiя мого Учителя, то
цей результат був би отриманий без моєї участi.
. . . Пройшло декiлька мiсяцiв пiсля моєї розмови з Вiльгельмом

Iллiчем. На одному з семiнарiв я доповiв про отриманi результати.
Вiльгельм Iллiч був задоволений. Пiсля семiнару ми виходили з Iн-
ституту математики. Жартуючи Вiн сказав: “Ми Василя кинули у
воду. Але Василь все-таки виплив”.
. . . Був понедiлок. Ми збиралися на семiнар. Я прийшов завчасно

i чекав на Вiльгельма Iллiча. Передi мною лежав великий загаль-
ний зошит, де були виписанi отриманi мною результати. Прийшов
Вiльгельм Iллiч. Вiн подивився на мене i на мiй зошит. Пiсля цього
сказав: “Василь, прошу пошукати у Вашому зошитi такий-то резуль-
тат. Якщо його там нема, то можете викинути свiй зошит”. Пройшло
декiлька хвилин i я знайшов те, що дуже цiкавило тодi Учителя. Вiн
був задоволений. Зошит зберiгається по сьогоднiшнiй день.
Одного разу, пiсля семiнару, почалася вiльна розмова. Пiд час неї

Вiльгельм Iллiч сказав наступне: “Ви повиннi себе так вести всюди,
де б ви не були, щоб я вiд людей чув про вас тiльки позитивнi вiдгу-
ки”. Пройшли роки . . . Якось я пригадав про це Вiльгельму Iллiчу.
Вiн вже не зовсiм пам’ятав про цю розмову. Але ми повиннi про це
пам’ятати.
Одного разу, розмовляючи з Вiльгельмом Iллiчем, я почув вiд

нього такi слова: “Василь, ми повиннi радiти вже через те, що коли
ми прокидаємось – встає сонце”.
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Завершувався 1979 рiк. Була зима. Я вперше у життi поїхав на
конференцiю. Це була Мiжнародна конференцiя, яка проходила в
м. Звенигород Московської областi. Ми жили в пансiонатi Акаде-
мiї Наук СРСР. Конференцiя пiдходила до кiнця. На нашiй секцiї
моя доповiдь була останньою. Всi були вже досить втомленi. Я дуже
коротко сформулював наш результат. Всiм було все зрозумiло. То-
дi головуючий сказав: “Какое приятное завершение конференции”.
Вiльгельм Iллiч був задоволений. Йдучи поруч зi мною, Вiн поклав
свою руку менi на плече (це робив Вiн дуже рiдко) i сказав: “Ба-
чите, Василь, як Вас гарно приймали”. Таким було закiнчення моєї
аспiрантури.
Пiсля закiнчення аспiрантури я спiлкувався з Вiльгельмом Iллi-

чем досить регулярно. Ми обговорювали отриманi результати i по-
годжували плани на майбутнє. Я приходив на розмову з рiзним на-
строєм i рiзним ступенем вiри в успiх. Але пiсля розмови я завжди
виходив з бiльшою вiрою в успiх, нiж заходив. У мене з’являлося
натхнення, покращувався настрiй, зростала наснага творчостi.
Був вечiр 7 квiтня 1993 року. Я черговий раз приїхав до Києва

на консультацiю до Вiльгельма Iллiча. Я сидiв поряд з Ним в Його
кабiнетi. Ми обговорювали рiзнi питання – науковi i не зовсiм нау-
ковi. Я мав список питань, якi я повинен обговорити з Вiльгельмом
Iллiчем. Iдея написання такого списку належить Вiльгельму Iллiчу.
Вона виникла в нього пiсля того, як я неодноразово пiсля закiнче-
ння розмови просив вибачення i дозвiл задати ще деяке запитання.
Ми обговорили всi питання, якi були у списку. I я збирався подяку-
вати Вiльгельму Iллiчу за те, що Вiн допомiг менi у їх вирiшеннi.
Але перед цим Вiн сказав: “Василь! Потрiбно оформляти роботу i
захищатися. При цьому, на моїх паперах поставив вищезгадану дату
i написав: “Захист!” Я, чесно кажучи, не сприйняв сказаного серйо-
зно i нiчого не збирався робити для реалiзацiї сказаного Вiльгельмом
Iллiчем. Я не уявляв собi, що являє собою докторська дисертацiя. А
тому, коли ми вийшли з Iнституту i пiшли по бульвару Т. Шевчен-
ка вниз до Хрещатика, я (як завжди) почав перепитувати черговий
раз у Вiльгельма Iллiча чи дiйсно у мене є достатньо результатiв
для оформлення докторської дисертацiї. Йому це не сподобалося i
Вiн сказав: “Василь! Спитайте ще у тiєї жiнки, що йде назустрiч, що
Вам робити!” Менi стало незручно. Я вибачився i бiльше запитань на
цю тему не задавав. Пiсля цього я працював як завжди, але нiчого не
робив для оформлення дисертацiї. Я планував отримати ще один ре-
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зультат, а потiм починати займатися оформленням роботи. Пройшло
приблизно два роки. Запланований мною результат був отриманий,
але нiчого не зроблено в напрямку оформлення роботи. Я думав, що
Вiльгельм Iллiч забув про те, що говорив менi тодi на початку квiтня
1993 року. Я черговий раз приїхав до Києва. Був вечiр. Я був у вiд-
дiлi Вiльгельма Iллiча. Разом зi мною були iншi мої колеги. Кожен
з нас мав кiлька запитань до Учителя. Вiн по-одному кликав нас до
себе. Я зайшов останнiм, оскiльки в мене було найбiльше запитань,
адже до Києва я приїжджав лише декiлька разiв на рiк. Розмовля-
ючи зi мною, Вiльгельм Iллiч спитав мене: “Василь! Ви зробили те,
що я Вам говорив з приводу оформлення дисертацiї?” Я вiдповiв:
“Нi, але я прийму до уваги те, що Ви сказали”. Моя вiдповiдь явно
не сподобалася Учителю i Вiн сказав: “Василь! Не прийму до ува-
ги! А якщо до Нового року в мене на столi не буде написана Вами
дисертацiя, то щоб Ви на мене потiм не гнiвалися!” Пiсля цих слiв
я вже нiчого не перепитував, не сперечався з Вiльгельмом Iллiчем,
а сказав: “Я постараюся”. Наступного разу я приїхав до Вiльгельма
Iллiча десь за тиждень до Нового року. I прийшовши на розмову з
Ним, я мовчки витяг рукопис дисертацiї i поклав його на стiл. З ви-
разу обличчя Вiльгельма Iллiча я побачив, що Вiн задоволений . . .
Я приїхав до Києва на першу Мiжнародну конференцiю, яку ор-

ганiзував Вiльгельм Iллiч. Наступного дня зранку планувалося вiд-
криття конференцiї. Вiльгельм Iллiч пiд’їхав легковим автомобiлем
i (як завжди) зупинився перед брамою Iнституту математики. На
задньому сидiннi лежав великий портрет. Я пiдiйшов до Учителя i
Вiн спитав у мене: “Василь! Хто це?” Я почав думати, але твердо
знав, що десь я цю Людину бачив. Згодом я назвав iм’я i прiзви-
ще. Але воно виявилося неправильним. Тодi Вiльгельм Iллiч сказав:
“Це – Софус Лi”. Пiсля цих слiв, я згадав де бачив фотографiю цi-
єї Людини. На другий день, зайшовши в конференцзал Київського
педагогiчного унiверситету iм. М. Драгоманова, я побачив портрет
С. Лi поряд з портретами iнших видатних математикiв i фiзикiв.
Треба сказати, що Вiльгельм Iллiч надзвичайно високо цiнив Софу-
са Лi, тому Вiн спецiально до конференцiї замовив його портрет. Я
бував у рiзних наукових i навчальних установах, але портрет С. Лi
я побачив вперше на конференцiї, яку органiзував Вiльгельм Iллiч.
У день офiцiйного вiдзначення 60-лiтнього ювiлею Вiльгельма Iл-

лiча вiдбулося урочисте засiдання Вченої ради Iнституту математи-
ки НАН України, на яке поряд з членами ради Iнституту прийшло
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багато його колег з iнших установ, друзiв, однодумцiв, а також, май-
же всi його учнi. На засiдання Вченої ради Вiльгельм Iллiч з’явився
вчасно, святково одягнений, з святковим настроєм. Урочиста допо-
вiдь тривала приблизно годину. У нiй Вiн дуже коротко розповiв про
деякi здобутки його школи стосовно дослiдження рiвнянняШрьодiн-
гера груповими методами, вдало поєднавши це з iсторiєю вiдкриття
рiвняння Шрьодiнгера самим Шрьодiнгером. Вiльгельму Iллiчу бу-
ло запропоновано опублiкувати текст доповiдi в Українському ма-
тематичному журналi, щоб з ним могли познайомитися iншi люди.
Доповiдь дуже легко слухалася, була дуже цiкавою для всiх.
Був початок 1997 року. Я привiз до Києва документи на представ-

лення моєї роботи. У Києвi я дiзнався, що Вiльгельм Iллiч потрапив
до лiкарнi, де й був на час мого приїзду. Я зателефонував до Ньо-
го i, розмовляючи з Ним, почув такi слова: “Василь, я хочу щоб Ви
захистилися, поки я ще живий”. Я не чекав таких слiв. Я не був мо-
рально готовий їх слухати. Зрештою, я не думав, що у Вiльгельма
Iллiча є серйознi пiдстави, щоб так говорити. Я вважав, що Вiн пе-
ребiльшує складнiсть свого становища. Тому, я зразу i не знав, що
йому на це сказати. Трохи помовчавши, я сказав: “Як би не склалися
мої справи, я до Вас претензiй не матиму. У всьому винен я”. На це
менi Вiльгельм Iллiч сказав:
– Зате у мене є до Вас претензiї!
– Якi? Спитав я.
– Чому Ви тягнете з представленням i захистом роботи?
– Я постараюся прискорити цю справу . . .
Пройшов деякий час. Я знову поїхав до Києва, бо потрiбно було

готувати документи до захисту i на багатьох з них потрiбен був пiд-
пис Вiльгельма Iллiча. У Києвi я дiзнався, що Вiн все ще у лiкарнi.
Поговорювали, що Вiн збирається на лiкування за кордон. Одного
разу iз розмови з Ним я дiзнався, що ввечерi Вiн планує приїхати з
лiкарнi додому, а через кiлька днiв – їхати за кордон. Я хотiв зустрi-
тися з Ним, але точного часу його повернення з лiкарнi я не знав,
тому я вирiшив поїхати до будинку, де Вiльгельм Iллiч жив i там
очiкувати його приїзду з лiкарнi, щоб при зустрiчi бiля будинку з’я-
сувати, коли можна було б з ним зустрiтися. Я пiдiйшов до будинку
десь о 18.00 i чекав на його повернення. Час йшов, а Вiльгельма
Iллiча не було. Було вже десь на пiв дев’яту вечора. На дворi поча-
ло злегка темнiти . . . Раптом я побачив, що з його пiд’їзду вийшла
дiвчина, що була дуже схожа на Людмилу Баранник. Цьому я зна-
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чення не придав, бо не думав її зустрiти там у такий час . . . Дiвчина
пiдiйшла до мене. Перед собою я побачив Людмилу Баранник. Вона
спитала: “Василю, що Ви тут робите?”
– Я чекаю на повернення з лiкарнi Вiльгельма Iллiча.
– Вiльгельм Iллiч вже давно вдома. Я якраз вiд нього.
Подякувавши їй за те, що вона не пройшла повз мене “не помiтив-

ши”, я вирiшив все-таки зайти до Вiльгельма Iллiча без попередньої
домовленостi про це. Це був перший раз, коли я вирiшив зайти до
нього без його згоди на це. Менi було дуже незручно, але я не мав
iншого виходу. Я натиснув кнопку дзвiнка. Дверi вiдчинила Ольга
Iванiвна. Я попросив вибачення i спитав чи можна зайти на кiль-
ка хвилин. Ольга Iванiвна сказала: “Хвилинку, Василь” i пiшла до
кiмнати, де був Вiльгельм Iллiч. Переступивши порiг квартири, я
закрив дверi i почув її слова – “Вiллi, прийшов Василь. Нехай зай-
де?” Я не почув вiдповiдi Вiльгельма Iллiча. Але напевно вона була
позитивною, бо менi дозволили зайти. Зайшовши в кiмнату, я поба-
чив Вiльгельма Iллiча, який лежав на диванi. Вiн був досить таки
виснажений, але зустрiв мене привiтно. Я дуже вибачився за те, що
прийшов без попередження i в такий незручний час. Я розповiв йо-
му про свої проблеми. Вiн встав з дивана i сiв за стiл. Я сiв бiля
нього. Вiн прочитав всi документи, якi я йому принiс, зробив свої
зауваження i поставив свiй пiдпис там, де було потрiбно. Пiсля цьо-
го Вiльгельм Iллiч сказав: “Василь, вибачте, я пiду трохи приляжу”.
Вiн лiг на диван i ми ще трохи розмовляли. Але я не мiг забирати
бiльше часу у нього, враховуючи його стан. Тому, щиро подякував-
ши йому, я побажав йому якнайшвидшого одужання i попрямував
до дверей. Дiйшовши до дверей кiмнати, я повернувся i побачив, що
Вiльгельм Iллiч цiною великих зусиль пiдняв руку, щоб помахати
менi. Менi стало дуже шкода Вiльгельма Iллiча. Я ледве стримався,
щоб не заплакати. Я повернувся i пiдiйшов до дивана. Взяв руку
Вiльгельма Iллiча i поцiлував її. Вiн сказав: “Василь, не робiть бiль-
ше таких дурниць!”.
– Розцiнюйте це як хочете. Я зробив це щиро. Спасибi Вам за все.
Пiсля цього я пiшов до дверей квартири i вийшов. На жаль, це

була наша остання розмова.
1997 р.
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Людина невичерпної енергiї
Iван М. ЦИФРА

Ми познайомилися з Вiльгельмом Iллiчем в 1979 роцi, коли я ще був
студентом 4 курсу Ужгородського державного унiверситету. З пер-
шої зустрiчi вiн справив на мене дуже сильне враження як вчений.
Я зрозумiв, що Вiн справдi є людиною науки. В усякому разi саме
пiсля цiєї зустрiчi я твердо вирiшив для себе, що буду намагатися
поступити в аспiрантуру в Iнститут математики до Вiльгельма Iл-
лiча.
Перше враження про Вiльгельма Iллiча, як про людину невичер-

пної енергiї з постiйним жаданням творчостi, стремлiнням до нового
в науцi не змiнилося в мене i впродовж багатьох рокiв спiлкування
та спiвпрацi з ним. I напевно саме в цих рисах Вiльгельма Iллiча i
криється секрет його надзвичайної наукової плодовитостi.
Нас, його учнiв, та й iнших оточуючих людей завжди вражали

рiзнобiчнiсть його наукових iнтересiв, численiсть нових iдей i коло-
сальна працездатнiсть. Iнколи менi здавалося, що сон та вiдпочинок
для Вiльгельма Iллiча є лише вимушеною перервою в роботi. Воi-
стину правильним є французьке прислiв’я “Треба жити не для того,
щоб їсти, а їсти для того щоб жити”.
Науковi iдеї Вiльгельма Iллiча навiть чисто математичнi часто

базувались на фiзичнiй iнтуїцiї. Порою Вiн говорив про внутрiшню
гармонiю природи, яка i є тою самою iстиною, яку пiзнає наш розум.
Найкращим виразом цiєї гармонiї є симетрiя. Саме розвитку iдеї си-
метрiї в математицi та теоретичнiй фiзицi i присвятив своє життя
цей безумовно великий вчений.
У стилi наукової роботи Вiльгельма Iллiча я ще хотiв би вiдмiти-

ти таку рису як незацикленiсть на однiй задачi. Своїм учням Вiн, як
правило, ставив декiлька задач. Якщо якась з них з деяких причин
не може бути розв’язаною в даний момент, то Вiн вiдкладає її i по-
вертається до неї через декiлька рокiв, працюючи над нею весь цей
час, можливо, навiть на пiдсвiдомому рiвнi, i врештi-решт знаходить
розв’язок. Такi приклади менi знайомi по спiвпрацi з Вiльгельмом
Iллiчем при розробцi концепцiї “умовної симетрiї” та “нелiнiйної еле-
ктродинамiки”.
Не можна не звернути увагу на органiзаторський талант Вiль-

гельма Iллiча. В цьому аспектi я завжди порiвнюю його з футболь-
ним тренером В.Лобановським, тим самим вiдмiчаючи його вмiння
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створювати справжню наукову команду. Я згадую слова Вiльгельма
Iллiча: “В букетi повиннi бути рiзнi квiти”. Але цi квiтки повиннi бу-
ти пiдiбранi так, щоб разом утворювати чудовий ансамбль. I тепер
можна смiливо говорити про школу Фущича – цiлий загiн вчених-
математикiв, якi продовжують розвивати науковi iдеї i традицiї за-
кладенi Вiльгельмом Iллiчем.
Вiльгельм Iллiч шанував фiзичну працю, любив доброзичливий

жарт, людей, життя. Молодь любила його, тянулась до нього. Що
бiльше ми любимо таких людей, то глибше вiдчуваємо їх втрату.
Надзвичайна душевна щедрiсть i доброта цiєї людини, бажання

допомогти кожному не знали меж. Вже маючи високi титули й зва-
ння i будучи обтяженим великою кiлькiстю справ, Вiн завжди зна-
ходив час для кожної людини, яка бажала обговорити з ним свої
проблеми, скажiмо науковi, органiзацiйнi або особистi.
До останнiх днiв свого життя Вiльгельм Iллiч активно працював,

будував плани. Достатньо сказати, що в лютому мiсяцi 1997 року Вiн
написав i здав до друку статтю, присвячену нелiнiйнiй електродина-
мiцi та фiзичному визначенню швидкостi свiтла.
Останнiй раз я розмовляв з Вiльгельмом Iллiчем по телефону 26

березня 1997 року. Вiн говорив зi мною про майбутню монографiю
та iншi науковi й органiзацiйнi питання. Вiн ще багато зумiв би зро-
бити для науки i всiх нас, якби не хвороба, яка обiрвала життя цiєї
чудової людини. Яскраве свiтло i душевне внутрiшнє тепло, яке Вiн
випромiнював, робило i всiх оточуючих його людей кращими, добрi-
шими.
Ми, учнi Вiльгельма Iллiча, завжди будемо пам’ятати свого вчи-

теля.
3 квiтня 1998 р.
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Вiльгельм Фущич: вчений, людина,
громадянин (короткi спогади)
Роман М. ЧЕРНIГА

Вперше я зустрiвся з Вiльгельмом Iллiчем у червнi 1981 року пiд
час захисту мого дипломного проекту. Знайомство носило цiлком
офiцiйний характер: вiн, на той час молодий перспективний доктор
фiзико-математичних наук, був головою державної комiсiї на мех-
мат факультетi Київського держунiверситету iм. Тараса Шевченка,
а я – випускником цього факультету. Хоч вчився я дуже добре i
претендував на червоний диплом, проте власне дипломний проект
виконав не найкращим чином, оскiльки мiй керiвник був важко хво-
рий i я робив його самотужки та без особливого натхнення. Вiль-
гельм Iллiч задав менi декiлька додаткових запитань i наполiг, щоб
менi таки поставили вiдмiнно за захист проекту. Можливо вiн помi-
тив або йому пiдказав хтось з викладачiв унiверситету, що я можу
досягнути бiльшого в математицi. Пiсля захисту ми мали коротку
розмову, яка, мабуть, його трохи розчарувала, оскiльки я вiдхилив
його пропозицiю поступати до нього у аспiрантуру на стацiонарну
форму навчання. На той час я вже цiлком припускав своє майбутнє
одруження, тому був зобов’язаний думати про житло в Києвi, яке
менi могла дати лише робота у якомусь НДI. Вiльгельм Iллiч мене
зрозумiв, оскiльки сам пройшов шлях некиянина до постiйної сто-
личної прописки. Власне ця розмова i визначила моє майбутнє як
науковця. Ми домовилися, що я розпочну ходити до нього на науко-
вi семiнари та як здобувач наукового ступеня здавати кандидатськi
екзамени.
Точно пам’ятаю, що у понедiлок 24 вересня 1981 року я впер-

ше прийшов на семiнар до Вiльгельма Iллiча i побачив його учнiв.
Фактично вперше в життi я зустрiв колектив професiйних науков-
цiв та аспiрантiв у роботi. Володя Штелень розповiдав про рiвняння
Шрьодiнґера i я, ясна рiч, мало що зрозумiв, але основнi моменти
старанно законспектував. Пiсля цього я став регулярно приходити
на семiнари i швидко заглиблюватися у суть науки, яка менi вiдразу
сподобалася. Як правило, два-три рази на мiсяць Вiльгельм Iллiч
персонально розмовляв зi мною по науковiй роботi, а також цiкавив-
ся особистими проблемами. Менi дуже подобався i надавав наснаги



394 Р.М. Чернiга

той факт, що зi мною вiн завжди розмовляв гарною українською мо-
вою. У часи брежнєвського застою бiльшiсть науковцiв задля кар’єри
зовсiм вiдмовлялася вiд української мови, а вiн цього не робив. За-
для точностi зазначу, що семiнар вiвся росiйською мовою, оскiльки
ми мали аспiранта Сандуллу, який i по-росiйськи говорив не без про-
блем. Незабаром Вiльгельм Iллiч дав менi досить непросту на тi ча-
си задачу: зробити повну класифiкацiю нелiнiйного багатовимiрного
рiвняння теплопровiдностi. Досить швидко я це зробив, проте вiн був
дуже здивований факту вiдсутностi ґалiлей-iнварiантних нелiнiйних
рiвнянь теплопровiдностi. Мабуть, вiн вважав, що я десь зробив по-
милку, тому не зважився вiдразу це опублiкувати. На жаль, в 1982
роцi була опублiкована стаття росiйських математикiв на цю ж тему,
яка перекреслила першiсть наших вислiдiв.
Восени 1983 року я став аспiрантом-заочником i наша спiвпраця

стала ще тiснiшою. З часом я зрозумiв, що цiкава i водночас важка
наукова праця може принести прикрi розчарування. Мова йде про
те, що швидкий науковий прогрес Вiльгельма Iллiча i його учнiв
не зустрiв захоплення у вчених-конкурентiв з цiєї тематики. Пам’я-
таю, як в 1984 роцi ми подали до друку першу спiльну статтю у
московський журнал. Дуже швидко прийшла розгромна негативна
рецензiя, яка не мiстила жодних серйозних аргументiв. Я був дуже
здивований, але Вiльгельм Iллiч менi пояснив, що у науцi також не
без полiтики. Пiдтвердженням цього став факт наступного опублiку-
вання цiєї статтi у престижному “Journal of Рhysics А: Маthеmаtiсаl
аnd General” (Великобританiя), до того ж ми отримали дуже пози-
тивнi вiдгуки рецензентiв. Беручи до уваги вищезазначене та деякi
iншi моменти присутностi полiтики в науцi, я був приємно здивова-
ний, коли в 1987 роцi Вiльгельма Iллiча обрали член-кореспондентом
Академiї Наук (тодi ще УРСР). Цей рiк був знаменний i для мене –
я захистив дисертацiю.
У найбуремнiшi роки останнiх десятилiть – 1988–1992 р. – я дуже

рiдко зустрiчався з Вiльгельмом Iллiчем. Коли ж випадала нагода
поспiлкуватися, знаючи про мою не надто велику лояльнiсть до вла-
ди, вiн завжди застерiгав не “лiзти” в полiтику. Мене тодi дивувала
його надмiрна обережнiсть, але з часом я зрозумiв, що вiн добре
знав про арешти 1972–1973 рокiв, до того ж його вчитель – акаде-
мiк Парасюк – намагався бути подалi вiд полiтики. Слава Богу, що
побоювання Вiльгельма Iллiча не справдилися i iмперiя бiльш-менш
мирно розпалася i ми живемо у незалежнiй державi.
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Наприкiнцi 1992 року, дуже несподiвано, я отримав пропозицiю
вiд Вiльгельма Iллiча перейти працювати в Iнститут математики на
мiсце В. Штеленя. Пам’ятаю, що при цiй розмовi вiн був приголом-
шений рiшенням свого улюбленого учня – Володi Штеленя – покину-
ти Україну. За роки спiльної працi в Iнститутi математики наукова
робота та достатньо близькi полiтичнi погляди (не забуваймо, що у
полiтичному планi мирна революцiя завершилася лише в червнi 1996
року з прийняттям Конституцiї України) нас ще бiльше зблизили.
Менi iмпонувало те, що вiн не ставив менi надто вузьких задач, а
давав можливiсть для широкого вибору наукових проблем. Завдяки
цьому я швидко прогресував як науковець.
Стосовно полiтичних проблем, то ми часто дискутували i, треба

визнати, Вiльгельм Iллiч навчив мене не робити надто “революцiй-
них” крокiв, хоч часто мене це просто дратувало. Наприклад, як
голова осередку “Просвiта”, я намагався надавити на дирекцiю аби
Iнститут пошвидше перейшов на ведення всього дiловодства держав-
ною мовою. Оскiльки реально це залежало вiд заступника директора
з загальних питань, який не знає i не хоче знати української мови,
то мої намагання були малоефективними, про що мене й попереджав
Вiльгельм Iллiч. “Романе, не витрачайте марно зусиль та не викли-
кайте на себе вогню цих україноненависникiв, з часом їх заставлять
це зробити “зверху”, – казав вiн. Дiйсно, потрохи заставляють . . .
В останнiй рiк життя мого вчителя нашi стосунки стали трохи

натягнутими, оскiльки йому були не до вподоби мої частi, на його
думку, поїздки за кордон. Його можна було зрозумiти – кожен вчи-
тель бажає аби найкращi учнi завжди були поруч. Незважаючи на
це, вiн був порядною людиною i не забороняв своїм учням тимчасо-
во працювати за кордоном. На жаль, я знаю багато випадкiв, коли
нашi маститi вченi всiма правдами i неправдами тримають учнiв як
на прив’язi. Менi грiх на це жалiтися, проте жертвою стали нашi
чудовi стосунки.
Вiльгельм Iллiч належав саме до тої, на жаль невеликої, частини

наукової елiти, котра вiдразу сприйняла факт проголошення неза-
лежностi України не як випадковий i тимчасовий, а як здiйснення
споконвiчних мрiй українцiв, зокрема, його особистих прагнень. Пе-
реконаний, що в останнi 3–4 роки життя йому варто було бiльше
уваги придiлити органiзацiйним питанням у науцi, зокрема, побо-
ротися за мандат депутата нашого парламенту, у якому вiдповiдна
комiсiя науки та освiти репрезентована досить посереднiми особи-
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стостями. Працюючи головою чи заступником голови профiльного
комiтету Верховної Ради вiн мав би реальнi шанси зрушити з мiсця
процес реформування нашої закостенiлої НАН України. На жаль,
закоханiсть у симетрiю поглинала майже всю його енергiю.
Вiльгельм Iллiч мав справжнiй Божий дар умiння спiлкуватися

з найрiзноманiтнiшими людьми, умiв бути цiкавим спiврозмовником
i на далеко не науковi теми. Зокрема, на все своє життя вiн зберiг
юнацьке захоплення футболом i при нагодi розповiдав, що мав ко-
лись дилему: стати центрфорвардом чи науковцем. Декiлька разiв,
наприклад, з нагоди його 50-рiччя, ми, його учнi, проводили запеклi
футбольнi матчi за участю свого учителя. Без жодної запопадли-
востi скажу, що й у футболi багатьом його учням було далеко до
50-рiчного учителя. Менi це особливо приємно писати, бо сам дуже
люблю футбол. До речi, якось трапився такий iгровий епiзод. Ми
грали у футбол i мiй, тодi ще малий, син несподiвано вигулькнув
на майданчик та ще так, що Вiльгельм Iллiч, не маючи змоги рiзко
зупинитися, збив його. Ясна рiч, дитина розплакалася, а я опинився
у вкрай незручному становищi – Вiльгельм Iллiч почав розпачливо
передi мною вибачатися. Потiм вiн ще довго перепитував про те, як
там мiй Богданчик чи не сильно вдарився та бiдкався, що не змiг
вчасно загальмувати.
. . . У моїй пам’ятi Вiльгельм Iллiч залишився людиною, яка вiд-

крила менi шлях у велику науку, яка є взiрцем вiдданостi матема-
тицi, яка умiла заангажувати кожного учня до наукового пошуку i
залишатися оптимiстом при будь-яких негараздах. Шкода, що тяж-
ка хвороба забрала його так рано, адже далеко не все, що вiн хотiв,
йому вдалося здiйснити. Проте, незважаючи на це, переконаний, що
наукова спадщина Вiльгельма Iллiча Фущича буде належним чином
оцiнена i знайде гiдне мiсце на скрижалях української науки.
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