Géométrie affine Sommaire

Géomeétrie affine

Sommaire
I Translations, sous-espaces affines . . . ... ... ........... 2
1.1 Translations . . . . . . . . . . 2
1.2 Sous-espaces affines . . . . ... .o Lo oo 3
1.3 Parallélisme et intersection de sous-espaces affines . . . ... ... .. 5
II Repérescartésiens . . . . . v v v v v v v v v v v v v ot e e e e e oo u 7
II.1 ~ Reperes cartésiens d’'un sous-espace affine . . . .. .. ... ... ... 7
11.2 Equations cartésiennes d’un hyperplan . . . . . ... ... 9
11.3 Equations cartésiennes d’un sous-espace affine. . . . . ... ... 14
IIT Barycentres et convexité . . .. ... ... ... ... 18
III.L1  Barycentres . . . . . . . . . o o i vt i 18
II1.2  Barycentres et sous-espaces affines . . . . ... ... ... ... .... 20
II1.3  Parties convexes . . . . . . . . . . . . . i i i e 22
IV  Applications affines . . . . .. ... ... ... .. e, 24
IV.1  Applications affines . . . . . .. ... ... 24
IV.2  Isomorphismes affines . . . . . .. ... ... ... ... L. 26
IV.3  Applications affines et sous-espaces affines . . . . . ... ... ... .. 27
IV.4  Projections, symétries, affinités . . . . . . ... ... L. 29
IV.5 Barycentres et applications affines . . . ... ... ... ........ 33

Jean-Michel Ferrard www.mathprepa.com Page 1


http://www.mathprepa.com 

Géométrie affine Partie I : Translations, sous-espaces affines

I Translations, sous-espaces affines

Dans tout ce chapitre, E est un espace vectoriel sur R.
Les éléments de E, selon le role qu’on leur fait jouer, sont appelés points ou vecteurs.
Pour limiter les ambiguités, on utilisera quelques conventions de notation :

— Les points seront notés A, B,...,M,N,....
—_— e 1/, o . ,
Le vecteur nul 0, considéré comme un point de E, sera noté O.
/ s = 1 - —
— Les vecteurs seront notés a, b, u, v, ..., parfois @', b,...,uw, v ...
— Les sous-espaces vectoriels de E seront notés F, G, H, ...

— On définira les sous-espaces affines de E, et on les notera F,G, H, ...

1.1 Translations

Définition

Soit v un vecteur de FE.

L’application ¢, : ' — FE définie par t,(A) = A + u est appelée translation de vecteur u.

Propriétés
— Pour tous vecteurs u, v et tout point A,ona (A+u)+v=A+ (u+v)=(A+v)+u.
Autrement dit on a les égalités t, ot, = t, ot, = tyiyp.

~ On a bien str ¢ = Id. D’autre part toute translation ¢, est bijective et (ty) ' =1t_,.
— Seule la translation ¢ = Id est linéaire. En effet, si u # 0, alors t.(0) =u # O.

— Soient A, B deux points de E. Il existe un unique v de E tel que B =t,(A) = A+ u.
Ce vecteur, égal a B — A, est noté AB.
Avec cette notation, et pour tous points A, B,C de E :

AB=0«A=B, BA=-AB, AB+ BC =AC (relation de Chasles)

~ Soient A, B deux points de E. On note [4, B] = {M € E, AM = AAB, A € [0,1]}.

On dit que [A, B] est le segment d’origine A et d’extrémité B. On vérifie que [A, B] = [B, Al.

En particulier, le point I défini par Al = %zﬁ est appelé le milieu du segment [A, B].

— Soient A, B, C, D quatre points de E. On a les équivalences suivantes :

tu(A)=C
E:C’—ﬁ@ﬁ:lﬁﬁﬂueﬂ{ (4) < [A, D] et [B, C] ont méme milieu

t.(B)=D

On exprime ces conditions en disant que le quadruplet (A, B, D, C') est un parallélogramme.

Il en est alors de méme pour les quadruplets (B, D, C, A), ou (A,C, D, B).
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I.2 Sous-espaces affines

Définition
Soient A un point de F| et F' un sous-espace vectoriel de E. On note A+F = {A+u,u € F}.
On dit que F = A 4 F est le sous-espace affine de E passant par A et de direction F.

Réciproquement, on dit qu'une partie F de E en est un sous-espace affine s’il existe un
point A de E et un sous-espace vectoriel F' de E tel que F = A+ F.

Remarques et propriétés

— Un sous-espace affine n’est jamais vide.
E est un sous-espace affine de direction F. On dira que E est un espace affine.

— Les sous-espaces vectoriels F' de E sont les sous-espaces affines de F qui passent par O.

— Soit F un sous-espace affine de E, passant par A et de direction F'. Alors F' = {1@ ,B e F}.
Autrement dit, la direction d’un sous-espace affine de F est définie de maniére unique.

— Soit F un sous-espace affine de F, de direction F'. Pour tout B de F, on a F = B+ F.
Un sous-espace affine est donc défini par sa direction et par I'un quelconque de ses points.

— Deux sous-espaces affines sont égaux< ils ont la méme direction et un point en commun.

— Soient A un point de F, et F' un sous-espace vectoriel de F.
On peut écrire F = A+ F ={A+u,u € F} ={ta(u), u € F'} =ts(F).
Ainsi les sous-espaces affines de E sont les translatés des sous-espaces vectoriels de E.

— Si A est un point de E, alors le singleton {A} est un sous-espace affine de E.
Plus précisément, c’est le sous-espace affine de E passant par A de direction {6)}

Définition

Soit F' un sous-espace vectoriel de F, et F un sous-espace affine de F de direction F.
On dit que F est de dimension finie si I’ est lui-méme de dimension finie.

Dans ce cas on note dim F = dim F.

¢ Les singletons de F sont les sous-espaces affines de dimension 0.

o On appelle droites affines les sous-espaces affines de dimension 1.

o On appelle plans affines les sous-espaces affines de dimension 2.

o Si F est un hyperplan de E, on dit que F est un hyperplan affine de E.

On a représenté ici un plan

affine F passant par un point A
et de direction un plan vectoriel F’
de base (u,v).

Dire que B est dans F,

c’est dire que le vecteur AB - .
est dans F', ou encore est o

combinaison linéaire de u et v.
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Remarques
— Soit A un point de E, et F' un sous-espace vectoriel de E, de base uy,us, ..., u,.

Soit F le sous-espace affine de E, passant par A et de direction F.
p
Soit B un point de E. Alors B € F < 3 (A1,...\,) € RP, B=A+ > \uy.

k=1
— Réciproquement, soit F une partie de FE.
Supposons qu’il existe un point A de E et p vecteurs indépendants uy, us, . .., u, tels que :
p
BGF@H(Al,.../\p) eERP, B=A+ Z)\kuk

k=1
Alors F est le sous-espace affine de E passant par A et de direction F' = Vect (uy, ..., uyp).
On dit souvent, par abus de langage, que F est dirigé par les vecteurs uy, ..., u,.

— En particulier, pour toute partie F de E :

o F est une droite affine si et seulement si il existe un point A de E et un vecteur non nul
ude Etelsque: Be F<dNeER, B=A+ \u.

On peut alors noter F = (A, u) et on dit que u est un vecteur directeur de F.

o JF est un plan affine si et seulement si il existe un point A de E et deux vecteurs indépendants
u,vde Etelsque: Be F < 3(\,u) €R% B=A+ \u+ .
On peut alors noter F = (A, u,v).

— Soient E, F' deux R-espaces vectoriels, et soit f dans L(E, F'). Soit b un vecteur de F.
Supposons que § = {u € E, f(u) = b} soit non vide, c’est-a-dire que b appartienne a Im f.
Alors § est un sous-espace affine de E, de direction ker f.

En effet, si ug est un élément particulier de S, on a :

ues @f(u):b(:)f(u):f(uo)(:)f(u—u()):ﬁ@u—ugekerf
& dheker ffu=ug+h

— En particulier, la solution générale d’un systéme linéaire AX = B (n équations, p inconnues)
si elle n’est pas vide, est un sous-espace affine de RP.

Si la matrice A est de rang r, alors la dimension de ce sous-espace affine est p — r.

r + 3y + 5z — 2t — Tu = 3

. . x + y + z — 2t — u =1
Considérons par exemple le systeme % — y — 3% 4 Tt 4+ bu = 2
1

3r — 2y — 5z 4+ Tt 4+ 8u =
Ici n =4 et p=>5. On vérifie que la matrice du systeme est de rang 3.

On montre (voir chapitre 12, page 29) que la solution générale s’écrit :
(x,y,2z,t,u) = (—1+3t8— 17t —u, —4 + 10t + 2u, t,u)
=(-1,8,-4,0,0) + ¢(3,—17,10,1,0) + u(0,—1,2,0,1)
C’est le plan affine passant par 2 = (—1,8, —4,0,0) et dirigé par { 8: :1’772718: ;0)
Définition
On dit que des points de E sont alignés s’ils appartiennent a une méme droite affine.

On dit qu’ils sont coplanaires s’ils appartiennent a un meéme plan affine.
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Remarques
— Deux points A, B sont toujours alignés.

S’ils sont distincts, ils appartiennent a une seule droite D : la droite D = (A, zﬁ)
— Trois points A, B, C sont alignés si et seulement si les vecteurs AB et AC sont liés.

— Si les trois points A, B, C' ne sont pas alignés, on dit qu’ils forment un vrai triangle.

— Trois points A, B, C' sont toujours coplanaires.
Supposons qu'ils ne soient pas alignés (donc que les vecteurs AB et AC soient libres.)
Alors ils appartiennent & un seul plan P : le plan P = (A, AB , @)
Ce plan peut tout aussi bien étre noté (B, EL B—d) ou (C, Cﬁ, @)

— Quatre points A, B, C, D sont coplanaires<les vecteurs @, A‘d, AD sont liés.

1.3 Parallélisme et intersection de sous-espaces affines

Définition
Soient F et G deux sous-espaces affines de F, de directions respectives F' et G.
¢ On dit que F est parallele a G si on a l'inclusion F' C G.
o On dit que F et G sont paralleles si on a I'égalité F' = G.

Remarques
— Si F et G ont méme dimension, les deux notions précédentes sont équivalentes.
— Un singleton est parallele a n’importe quel sous-espace affine.

Une droite peut étre parallele a un plan, mais 'inverse est impossible.
Si deux sous-espaces affines de dimension finie sont paralleles, ils ont méme dimension.

— Deux droites affines sont paralleles< elles ont un vecteur directeur commun.

— On pourra noter F || G pour exprimer que F et G sont paralleles.
On définit ainsi une relation d’équivalence sur ’ensemble des sous-espaces affines de E.

— F et G sont paralleleseil existe u dans E tel que t,(F) = G.

Plus précisément, si F || G on a G = t,,(F) pour tout u = ABon A€ Fet Beg.
— Soit F un sous-espace affine de E, et A un point de E.

Par le point A, il passe un unique sous-espace affine parallele a F.
— Un sous-espace affine F est parallele a sa propre direction F'.

Celle-ci est d’ailleurs 'unique sous-espace affine parallele a F et passant par O.

— Soient F, G deux sous-espaces affines de E. On suppose que F est parallele a G.
Alors il existe un unique sous-espace affine 7’ contenant F et tel que F’ et G soient paralleles.
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Sur cette figure, on voit une

droite F parallele au plan G.

Il existe un plan unique F’ oL ke ———--
f"'l

contenant F et parallele a G. foom e e e
En revanche, G contient une \\
infinité de droites paralleles a F.

o

Proposition

Soient F et G deux sous-espaces affines de F.
¢ Si F est parallele a G, alors ou bien F NG = () ou bien F C G.

o Si F et G sont paralleles, alors ils sont ou bien disjoints ou bien confondus.

Proposition
Soient F, G deux sous-espaces affines de E, de directions respectives F' et G.

o L’intersection F N G, si elle n’est pas vide, est un sous-espace affine de direction F' N G.
Si FNG # 0 on dit que F et G sont concourants ou sécants.

o Si E = F + @, alors 'intersection F NG n’est pas vide.
o Si E=F ® G, alors l'intersection F N G se réduit a un singleton.

On exprime cette situation en disant que F et G sont supplémentaires.

Exemples et remarques
— Soit ‘H un hyperplan affine de FE, et soit D une droite affine non parallele a H.

Alors la droite D “coupe” I’hyperplan H en un point et un seul.

— En particulier, si dim E = 2, deux droites non paralleles ont un unique point en commun.
Si dim FF = 3, une droite D non parallele & un plan P coupe P en un point unique.

— Soient P; et Py deux plans affines de F, avec dim F = 3.
Si P; et Py ne sont pas paralleles, alors leur intersection est une droite.
— Supposons dim E > 3, et soient D; et Dy deux droites affines de F.

¢ On dit que D; et Dy sont coplanaires si elles sont incluses dans un méme plan affine P.
Cela équivaut a dire que D; et Dy sont paralleles ou concourantes.
Si D1 = (A,u) et Dy = (B, v), cela équivaut a dire que rg (@,u, v) < 2.
Dans ce cas, et si Dy # Dsy, le plan P est défini de maniere unique par D; et Ds.

o Si les droites Dy et Dy ne sont pas coplanaires, leur intersection est vide.

— Sidim E > 4, il est possible que deux plans P; et P5 soient disjoints.
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II Reperes cartésiens

Dans cette section, F est un espace vectoriel sur R, de dimension n > 1.

II.1 Reperes cartésiens d’un sous-espace affine

Définition
Soit F un sous-espace affine de F/, de direction F', de dimension p > 1.
Soient A un point de F et (¢) = &1,€9,...,, une base de F.
Le couple R = (A, (¢)) est appelé un repére cartésien de F, d’origine A.
Tout point M de F s’écrit de facon unique M = A + zp: AjEj.

=1

J
On dit alors que A, Ag, ..., A, sont les coordonnées du point M dans le repere R.

p
L’application ¢ de R? dans F définie par ¢(Aq,...,\,) = A+ > Aje; est donc bijective.
j=1
Cette bijection est appelée représentation paramétrique de F (associée au repere R).

Repére cartésien de F
C’est la donnée R = (€2, (¢)) d’un point Q de E et d’une base (e) de E.
Exemple : le repeére canonique de R™, formé par le point O et la base canonique (e).

Si dim £ =n > 1, la donnée d’un repere cartésien de E permet d’identifier les points de
avec ceux de R” muni de son repere canonique.

Représentation paramétrique d’une droite D

— C’est la donnée d’un point A de D et d'un vecteur u non nul de sa direction D.
La représentation paramétrique associée est alors : A € R+— M = A + \u.
On dit que A est 'abscisse de M sur l'axe (A, u).

Si M =A+ duet N =A+ puu, alors la quantité M N = p — X est appelée mesure algébrique
de (M, N) sur I'axe (A, u) (elle ne dépend pas du choix du point A de D.)

— Supposons que F soit un plan, rapporté a un repere cartésien R = (2, (e, e2)).
Notons (z,y) les coordonnées de M, (a,b) celles de A et (a, 3) celles de w.

) : o . T =0+ A
Alors la représentation paramétrique de D = (A, u) s’écrit : RVE avec A € R.
y —=

Réciproquement, si (a, 3) # (0,0), le systeme précédent définit la droite passant par le point
A(a,b) et dirigée par le vecteur u(a, 3).

— Supposons que E soit de dimension 3 et rapporté a un repére cartésien R = (2, (e, g, €3)).
Notons (x,y, z) les coordonnées de M, (a, b, c) celles de A et («, 3,7) celles de u.

T =a+
Alors la représentation paramétrique de D = (A, u) s’écrit : ¢ y =b+ A3, avec A € R.
z=c+ Ny

Réciproquement, si (a, 3,7) # (0,0,0), le systeme précédent définit la droite passant par le
point A(a,b,c) et dirigée par le vecteur u(a, 3, 7).
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Représentation paramétrique d’un plan

— Un repere cartésien d'un plan affine P est la donnée d’un point A de P et d'un couple (u,v)
de vecteurs non proportionnels de sa direction P.

La représentation paramétrique associée est alors : (A, p) € R? — M = A + \u + pw.

— Supposons que F, de dimension 3, soit rapporté au repere cartésien R = (€2, (e) = ey, 9, €3).
Notons (x,y, ) les coordonnées de M, (a, b, c) celles de A.
Notons (o, 3,7) et (/,3,7") les composantes de u et v dans (e).
T =a+ A+ pd
La représentation paramétrique de P = (A, u,v) s'écrit ¢ y = b+ A3+ pB’ ou (A, u) € R2
z=c+ M+ py
Réciproquement, si (a, 3,7) et (o/,,7") sont libres, le systéme précédent définit le plan
passant par le point A(a, b, c) et dirigé par les vecteurs u(a, 3,7) et v(a/, 3',7).
Représentation paramétrique dans le cas général
— Soit R = (2, (e) =e1,62...,€,) un repere cartésien de E, avec dim £ =n > 1.
Soit F un sous-espace affine de F, de direction F' et de dimension p > 1.
Soit R' = (X, (¢) = €1,€9,...,&p) un repére cartésien de F.
Soient (w},w), ..., w,) les coordonnées du point €' dans le repere R.

Pour tout j de {1,...,p}, on pose ¢; = i a;j€;.

La matrice A = (a;;) de M, ,(R) est dozr:c1 la matrice de la famille (¢) dans la base (e).
Cette matrice est de rang p car ses p colonnes sont indépendantes.

Soit M un point quelconque de F, de coordonnées Ay, ..., A, dans le repere R'.

Soient x1, xa, ..., T, les coordonnées de M dans le repere R de E.

Alors la représentation paramétrique de F s’écrit :

r = wi + CL11)\1 -+ CL12/\2 + -+ alp)\p
To = wé + Ggl)\l + agg)\z + -+ CZQP)\p

Ty =W, + Q1 A1+ Apada + -+ app,

p
M= + Z)\ij <~
j=1

Cette équivalence peut aussi s’écrire : T W) A
, p xTo wé )\2
M= —+ Z)\j&j = . = . + A
j=1 : :
Tn w;z )‘P

Notons [M]r et [Q]x les colonnes des coordonnées de M et Q' dans le repere R.
Notons [M]: la colonne des coordonnées de M dans le repere R’ de F.

Le résultat précédent s’écrit : [M|g = [V]r + A[M]r:.

Changement de repéere dans un espace affine

— Soient R = (2, (e)) et R' = (2, (¢)) deux reperes cartésiens de E, avec dim £ > 1.
r1,%9,...,T, dans R

/ / / /
xy,5,...,z, dans R

Soit M un point quelconque de E, de coordonnées {
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Soient wi,...,w!, les coordonnées de €' dans R.
Soit P la matrice de passage de la base (e) a la base (¢). Alors on a I'égalité :

/ /
T w1 L1

=1 : |+P| : |, ouencore: [M|g=I[Q]r+ PMg

Tn W;L l';l

On voit que la matrice de passage P (de 'ancienne base (e) vers la nouvelle base (¢)) permet
d’exprimer les “anciennes” coordonnées de M en fonction des “nouvelles”.

S ———
L’égalité [M|g = []g + P[M]gs s’écrit d’ailleurs [Q'M] ) = P[Q'M],).
Si on veut les nouvelles coordonnées de M en fonction des anciennes, il faut donc inverser la
matrice P et écrire : [M]g = P~ ([M]g — []r) ou encore [Y'M].) = P~HQ'M].).
— Un cas tres simple est celui on effectue une translation du repere.
Avec les notations précédentes, R = (€2, (e)), R = (£, (e)) et P = I,,. T =Wy + )
Le changement de repere se réduit a [M]g = []r + [M]rs c’est-a-dire & ¢ ......

Demi-droites, demi-plans
— Soit A un point de E et u un vecteur non nul.
On dit que {M = A+ \u, A € R"} est la demi-droite d’origine A et de vecteur directeur w.
— Soit A un point de E et u,v deux vecteurs indépendants.
Considérons I'ensemble P* défini par P* = {M = A+ u+ pv, A € R, pp € Rt}
On dit que P* est le demi-plan défini par la droite (A, u) et le vecteur v.

11.2 Equations cartésiennes d’un hyperplan

Proposition

Soit ‘H une partie de I’espace affine E. Les conditions suivantes sont équivalentes :

¢ 'H est un hyperplan de E.

o Il existe une forme linéaire f non nulle et un scalaire « tels que : M € H < f(M) = .
Une telle caractérisation est appelée une équation de I'hyperplan H.

Avec ces notations :

o Les équations f(M) = (3 sont celles des hyperplans paralleles a H.
Par exemple f(M) = f(M) est I’équation de I’hyperplan parallele a ‘H et passant par
M.
L’équation f(M) = 0 est celle de la direction H de H.

o L’équation f(M) = a de H est unique & un facteur multiplicatif non nul pres.

Sous cette réserve, on parle de L’équation de H.

équation cartésienne dans un repeéere
On suppose que E, de dimension n > 1, est muni d’un repere cartésien R = (€2, (e)).
Soient (z1, s, ...,%,) les coordonnées d'un point M quelconque de E.
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¢ Une partie H de E est un hyperplan si et seulement si il existe n scalaires (ay, as, ..., a,)
non tous nuls et un scalaire « tels que M € 'H < ajxy + asxs + - - - + a,x, = «.

On parle alors de 1'équation cartésienne de 'H dans le repere R.
o Les équations a2 + asxs + - - - + a,x, = (B sont celles des hyperplans paralleles a H.
o L’équation aix1 4+ asxs + - - - + a,x, = 0 est celle de la direction H de H.

¢ Soit 2 un point de E, de coordonnées (wy,ws, . ..,wy,).

L’hyperplan de direction H et passant par € a pour équation : > ag(xp — wyg) = 0.
k=1

a1T1 + a2 + - -+ ATy =
bix1 + boxg + -+ bz, =0

a1 a2 Ay, a1 a2 Gy, o
O HillHo e —=—=---=—.0 H=Hy & —= "= = — = —,
nathe e gh=g b, TR, be B

(Par convention, si un dénominateur est nul, le numérateur correspondant 1’est également. )

¢ Considérons les équations { de deux hyperplans H; et Ho.

De I’équation cartésienne a une représentation paramétrique

On passe facilement de 1’équation cartésienne de H a une représentation paramétrique.

En effet, soit a1x1 + aszs + - - - + a,x, = a I'équation de H dans le repere R.

Pour fixer les idées, supposons par exemple a; # 0.

Dans ces conditions, le point {2 de coordonnées (%, 0,...,0) est un point particulier de H.
(&5 = (az,—a1,0,...,0,0)

e = (as,0,—aq,0,...,0)

Les vecteurs " forment une base de la direction H de H.

L en = (ap,0,...,0,—ay)

Une représentation paramétrique de H est donc : M = Q + Aogg + Azez + -+ - + \uep,
(1, = a%—i-/\gag—i—)\gag—i-“'—i-)\nan

T2 = —Aat avec (Mg, A3, ..., A\,) € R*L

c’est-a-dire :

L T, = — Ay
Supposons par exemple que E soit de dimension 3 et muni d’un repere cartésien R.
Soit P le plan (donc 'hyperplan) d’équation 2x + 3y — 5z = 8.

Une base de la direction P de P (d’équation 2z + 3y — 5z = 0) est {
Le point ©(4,0,0) appartient a P.

Une représentation paramétrique de P est donc

u=(3,-2,0)
v=(5,0,2)

=44+3\+5
{x T oAt o , avec (A, p) € R2

y=—2\ z=2u
D’une représentation paramétrique a I’équation cartésienne

On suppose que E est de dimension n > 1.
On suppose qu’il est muni d’un repere cartésien R = (£, (e)).
Soit A un point de F, et soient e1,¢e,, ...,c,_1 une famille de n — 1 vecteurs libres.
Soit ‘H I’hyperplan passant par A et de direction H = Vect (e1,...,6,-1).
n—1
'H a donc pour représentation paramétrique (A ..., A\,_1) — M = A+ > A\pey.
k=1
Pour trouver une équation cartésienne de H, on écrit M € H < AM € Vect (€1, En_1)-
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Cela équivaut a écrire A = det(e)(AM 1y -sEn1) = 0.
On obtient alors I’équation en développant A par rapport a sa premiere colonne.

© Supposons par exemple n = 3.
u=(3,1,2)

Soit P le plan (I’hyperplan) passant par A = (1,2, 3) et dirigé par {

L’équation de P s’obtient en écrivant :

A:

W N
N = W

4
0|=0 ©5(x—-1)—T7y—2)—4(—3)=0
)

IR,

&S dr — Ty —4z = =21

On pouvait obtenir cette équation plus rapidement encore en notant qu’elle s’écrit :

a 3 4 )
alr —1)+bly—2)+c(z—3)=0,avec | b|=[1]|A|0]=]-7
c 2 ) —4

¢ On reprend 'exemple précédent.
On va trouver ’équation cartésienne de H a partir d’une représentation paramétrique.
r=14+3\+4pu
Celle-ci s’écrit : M € P I (A, u) ER?,  y=2+ A
2=34+2\+5u
On résout ce systéme par rapport aux inconnues (\, p)

L’équation cartésienne cherchée est la condition sur les parametres x,y, z pour que ce
systeme admette une solution (A, u).

On trouve successivement :

r=1+3A+4p A=y —2

I\ p) ERY L y=2+ A SINpueR? S x=1+3(y—2)+4u
z2=34+2\+5u z2=34+2(y—2)+5pu
A=y—2

&5 —3y+5)=4(1 -2y +2)

I\ p) eR?, { du=a—-3y+5
s a) : Y S o — Ty —4z = =21

ou=1-2y+=z

Droites en dimension 2

— Soit E un plan affine rapporté au repere cartésien R = (€2, eq, €2). Soit D une partie de E.
D est une droite<elle admet une équation du type ax + by = ¢, avec (a,b) # (0,0).
Avec ces notations, un vecteur directeur de D est u(b, —a).

o Les droites paralleles a I'axe (€2, e5) ont une équation du type x = a.
o Les droites paralleles a I'axe (€2, e1) ont une équation du type y = f.

o L’équation d’une droite D non parallele a (€2, e5) peut s’écrire y = ax + f.
On dit que « est le coefficient directeur de la droite D dans le repere R.
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(D): ax+by=c
(D) : de+by="¢
Si elles ne sont pas paralleles a (€2, e5), cela signifie qu’elles ont le méme coefficient directeur.
Les droites D, D’ sont confondues< I\ € R, (a,b,c) = A(d, 0, ).

— Les droites { sont paralleles< ab’ — ba’ = 0.

(D): az+by=c

soient sécantes.
(D) : de4+ty="¢

— Supposons que {

. .. ) ) cb —bd ac — ca’
Alors leur point d’intersection a pour coordonnées ro = —— et yp = ———.
ab’ — ba’ abl — ba’
r Ty «
Az, T—T) «
— La droite définie par { (%0, 0) a pour équation : 0 =0< |y w B|=0
u(a, B) y—y B
1 1 0
Tr Ty I
Al(xg, T—T9 T1—T
L’équation de D définie par { (0, 30) est L [ PN y yo y1|=0
B(z1,y1) Y=y Y1 -
1 1 1
A(o, o) To T1 X2
Il en découle que trois points ¢ B(xy, ;) sont alignés< |yo 1 y2 | = 0.
C (22, 1) L1 1
A(a,0) a#0 oy
— La droite passant par avec a pour équation — + = = 1.
P P {B(O,b) {zméo ponted a b

— Soient D et D' deux droites du plan, distinctes, d’équations respectives (E) et (E').
On forme une famille d’équations de droites en écrivant A(E) + pu(E'), avec (A, ) # (0,0).

© Si D et D’ sont paralleles, on obtient ainsi toutes les droites qui leur sont paralleles.

© Sinon, on obtient toutes les droites passant par le point d’intersection I de D et D'.

Dans tous les cas, on dit que I'ensemble obtenu est le faisceau de droites engendré par D, D’.
Avec p € R, les équations (E) + p(E’) donnent toutes les droites du faisceau sauf D’.

— Trois droites ax + by = ¢, d'x + by = ¢ et a"x + 0"y = ¢’ sont paralleles ou concourantes

&elles appartiennent a un méme faisceaux, c’est-a-dire<leurs équations sont “liées”.

a b ¢

Cela équivaut a dire que la matrice | o/ ¥ ¢ | est de rang < 2.

"

a b/l C//

Plans en dimension 3
— On suppose dim F = 3, et que E est muni d'un repere R = (€, (e)). Soit P C E.
P est un plan<il admet une équation du type ax + by + cz = d, avec (a,b,c) # (0,0,0).
u = (b, —a,0)
=(¢,0,—a)

¢ Les plans paralleles au plan (2, es, e3) ont une équation du type x = a.

Avec ces notations, et si a # 0, { forment une base de la direction de P.

¢ Les plans paralleles au plan (€2, ey, e3) ont une équation du type y = 3.
o Les plans paralleles au plan (2, e, e5) ont une équation du type z = 7.

o La droite (€, e;) est parallele & P < I"équation de P s’écrit by + cz = d.
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o La droite (€2, e2) est parallele a P < ’équation de P s’écrit ax + cz = d.
¢ La droite (€2, e3) est parallele a P < 'équation de P s’écrit ax + by = d.

¢ L’équation d’un plan P non parallele a (€2, e, e5) peut s’écrire z = ax + Sy + 7.

(P): az+by+cz=d
Les plans sont paralleles<s I\ € R, (a,b,¢) = A(d, ¥, ).
P {(73’): dr+by+dz=4d P ( ) ( )
z=aaxr+ py +
Si ces plans ne sont pas paralleles a (O, e, es) et si on note { ) ﬁy/ 7 . leurs
z=dz+Fy+y
équations, alors ces plans sont paralleles< o = o' et = 3.
Les plans P, P’ sont confondus< I\ € R, (a,b,¢,d) = X', V', d).
S (P): ax+by+cz=d ot .
upposons que ne soient pas paralleles.
PP 4 (P: de+by+dz=d pasb a o
Alors leur intersection est une droite donc un vecteur directeur est | o | A [
C/
/
A(z0, Yo, 20) z—z0 a o " g Z’
L’équation de P défini par { u(a,3,7) est|y—yo B A |=0<% ‘ZS Yy =0.
,U(a/7/6/’ ’y/) Z_ZO 7 F)//
1 0 0
To T1 X2
A(o, Yo, 20)
Le plan défini par < B(x1,y1,21) a pour équation : oLy
20 Z1 Z9
C (w2, ya, 22) 1 1 1
A(zo, Yo, 20) To T1 T2 T3
B "”E ) Y .
Conséquence : quatre points (21, 41,21) sont coplanaires< oo b b ws ),
C(m,yz, 2) 20 21 22 Z3
D(.Tg, Y3, Zd) 1 1 1 1
On considere les points A(a,0,0), B(0,b,0), C(0,0,¢), avec a # 0, b # 0, ¢ # 0.
Le plan passant par A, B, C' a pour équation L + % + SRy
a c

Soient P et P’ deux plans distincts, d’équations respectives (F) et (E').
On forme une famille d’équations de plans en écrivant A(E) + u(E'), avec (A, u) # (0,0).

o Si P et P’ sont paralleles, on obtient ainsi tous les plans qui leur sont paralleles.

¢ Sinon, on obtient tous les plans contenant la droite D =P NP,

Dans tous les cas, on dit que I’ensemble obtenu est le faisceau de plans engendré par P, P’.
Avec p € R, les équations (E) + u(E’) donnent tous les plans du faisceau sauf P’.

On considere trois plans, d’équations ax+by+cz = d, d'z+by+c'z = d et a"x+0"y+"z = d".
Ces trois plans sont paralleles ou passent par une méme droite

< ils appartiennent a un méme faisceaux, c’est-a-dire< leurs équations sont “liées”.
a b ¢ d

Cela équivaut a dire que la matrice | @' o ¢ d' | est de rang < 2.

a// b/l C// dl/
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I1.3 Equations cartésiennes d’un sous-espace affine

Proposition
Soit F un espace vectoriel sur R, de dimension n > 1. Soit p un entier compris entre 1 et n.
Une partie F de E est un sous-espace affine de dimension n — p si seulement si il existe :
¢ p formes linéaires indépendantes f1, fo,..., fp
¢ p scalaires A, Ao, ..., Ay AL =M
tels que, pour tout point M de F, on ait 1'équivalence : M € F < (S) f2(M) =,
On dit que (5) est un systéme d’équations du sous-espace affine F. f (M) _
p p
Remarques
— Avec A\ = --- = )\, = 0 dans (S5) on obtient un systeme d’équations de la direction F' de F.
Si on fait varier Aj,..., A, dans R, on obtient les sous-espaces paralleles a F.

— La proposition précédente nous permet d’interpréter tout sous-espace affine de dimension
n —p de E (avec dim E' = n) comme 'intersection de p hyperplans “indépendants”.

— On suppose que E est rapporté a un repere cartésien R (€2, (e)).

On note x1, s, ..., x, les coordonnées d’un point M quelconque de E.
filM) = apnxi + aprs + - + ain®y,
avec (a;1, iz, - ., ain) # (0,0,...,0)
(S) se présente donc comme un systeme de p équations a n inconnues :

Chacune des formes linéaires f; est définie par : {

((a1121 + a9 + - - - +&1jl’j + -t apr, = /\1

M(zy,x9,...,2,) €EF S K an@1 + Qoo + -+ - + T + -+ + ATy = N;

L Qp1T1 + QpaTo + -+ QpiTj + - pp Ty = A
— Dire que les formes linéaires fi,..., f, sont indépendantes, c’est dire que les lignes de la
matrice A du systeme sont libres. Cette matrice est donc de rang p.

Ainsi cette matrice représente un morphisme surjectif de R™ sur R?.
Pour tout choix des seconds membres \;, ce systeme possede des solutions.
Ces solutions forment un espace affine de dimension n — p de R™.
— On ne modifie pas I'ensemble des solutions du systéme précédent (donc I'ensemble F des

points dont les coordonnées satisfont a ce systéme) en appliquant des opérations élémentaires
sur les lignes :

¢ échanger deux équations.
o Multiplier une équation par un scalaire non nul.

¢ Ajouter & une équation une combinaison linéaire des autres.

On voit ainsi qu’a partir de deux équations, on ne peut plus parler de I’équation du sous-
espace affine F mais seulement d’un systeme d’équations de F.

— D’un systeme d’équations a une représentation paramétrique

On résout le systeme d’équations de F. La solution générale X est la somme X = Xy + W :
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o D’une solution particuliere Xy du systeme.

Cette solution est formée des coordonnées d’un point particulier du sous-espace affine F.

¢ De la solution générale W du systeme homogene associé.
Celle-ci représente la direction F' de F, dimension n — p.
En général on trouve p inconnues “principales” en fonction de n—p inconnues “auxiliaires”.
Cette écriture fournit facilement une base de F'.

¢ Prenons un exemple inspiré de celui utilisé en page 4.
On suppose donc que E (avec dim E' = 5) est muni d'un repere R = (2, (e) = ey,...,e5).

On note (z,y, z,t,u) les coordonnées d’un point M quelconque de E.

Partie II : Repéres cartésiens

r + 3y + 5z — 2t — Tu = 3
Soit F I'’ensemble des points M telsque { 3z + vy + 2z — 2t — u = 1
2c — y — 3z 4+ Tt 4+ du = 2
On vérifie que la matrice du systéeme est de rang p = 3.
On a donc affaire a un sous-espace affine F de dimension n — p = 2 : ¢’est un plan.
x —143t -1 3 0
y 8—17t—u 8 —17 ~1
La solution du systeme est : | z | = | -4+ 10t+2u | = | =4 | +t| 10 | +u| 2
t t 0 1 0
U U 0 0 1
Ainsi F est le plan de E :
« Passant par le point My de coordonnées (—1,8,—4,0,0)
« Dirigé par les vecteurs wy; = (3,—17,10,1,0) et wy = (0,—1,2,0,1)
— D’une représentation paramétrique a un systeme d’équations
On se contentera ici d'un exemple.
On suppose que E (avec dim E' = 5) est muni d’'un repere R = (2, (e) = eq,...,e5).
On note (z,y, z,t,u) les coordonnées d’'un point M de E. w, = (1,-1,2,1,1)
Soit F le sous-espace passant par A(1,0,1,2,—1) et dirigé par ¢ wy = (1,1,3,0,1)
Ona M e F < AM € Vect (wy, wy, ws). ws = (1,2,0,1,1)
On doit donc exprimer que la matrice des vecteurs wy, wo, ws, AM est de rang 3.
1 1 1 z—-1 — 1 1 1 rz—1
-1 1 2 Y Lo «— Lo +14 0 2 3 x+y—1 -
2 3 0 z—-1 Ls «— Lg— 2L, 0 1 -2 2x+z+1 L « 2L3 — Lo
1 0 1 t—2 Ly «— Ls—14 0 -1 0 —rx+t—1 Ly « 214+ Lo
1 1 1 u+1 Ly «— Ls—14 0 0 0 —x+u+2
1 1 1 r—1 1 1 1 r—1
0 2 r+y—1 0 2 3 z+y—1
0 0 =7 —brx—y+2z+43 == 0 0 -7 5T —y+22—-1
0 0 3 —r+y+2t—3 | Ly «— "TLg4+3L3 {0 0 0 —22x+4y+ 62+ 14t —12
0 0 O u—x+2 0 0 O u—x+2

Une condition nécessaire et suffisante pour que le point M appartienne & F (donc un systéme
d’équations de F) s’obtient en écrivant que la matrice finale est de rang 3.

Mz -2y — 32 -7t =—6

Cela équivaut a écrire le systeme { 5
r—u=
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On peut aussi résoudre le probleme a partir d'une représentation paramétrique de F.

r=1+a+ B+
y=—a+p+2y
M = A+ aw; + fws + yws < (S)¢ z=1+2a+ 30
t=24+a+y
u=—-14+a+pF+7y

Une telle représentation s’écrit en effet :

On résout (S) par rapport a («, 3, 7).

On trouve successivement :

(z=14+a+F+y at+fB+y=x-1 a+f+y=x—-1
y=—a+p0+2y a—F—-2y=—y 20+3y=r—y—1
z=142a+ 30 S 2a+3F=2—-1 S 2a+30=2-1
t=24+a+7y a+y=t—2 B=x—t+1
\u=—-1+a+(+7y a+pf+y=u+1 T—u=2
(a+[B+yv=2—-1 20=—-3x+ 2+ 3t —4
y=—2—-y+2t—-3 f=x—t+1

& 20=-3r+24+3Ht -4 3V=—x—y+2t-3
b=z—t+1 e —2y —32—Tt=—6
\ 2z —u=2 rT—u=2

Ce systeme admet une solution (o, 3,7) si et seulement si {ilf ;Eyz_ 32— Tt =6
Droites dans un espace de dimension 3
— Soit E un espace de dimension 3, rapporté a un repére cartésien R = (€2, (e) = ey, es, €3).

Notons (z,¥, z) les coordonnées d’un point M quelconque de E. Soit D une partie de E.

a,b,cd
D est une droite si et seulement si il existe deux quadruplets ( ) tels que :
(a0, c,d)
ar +by+cz=d , (a,b,c) | ,
MeDsq | Yyl " les triplets (@1 ) étant non proportionnels.
a'x y+cdz= a,b,c

X ax +by+cz=0 . L
Le systeme § B , caractérise la direction D de D.
dr+by+cdz=0
axr +by +cz=\

, (A p) € R
dr+by+dz=p (A w)

Les droites paralleles a D ont pour systeme d’équations : {

— Définie comme précédemment, la droite D est l'intersection de deux plans affines :
¢ Le plan P d’équation ax + by + cz = d.
¢ Le plan P’ d’équation a'z + by + dz = d'.
Les équations A(ax +by +cz —d) + p(a'z + by + 2z —d') = 0 (avec (A, ) # (0,0)) sont alors

celles des plans contenant la droite D (c’est le faisceau de plans dirigé par D).

) ) ar +by+cz=d a a
— Un vecteur directeur de la doite D ¢ , , ,estu=10]A .
adr+bVy+cdz=d ¢ J

— Soit D une droite de £ muni du repere cartésien R = (€, (e) = ey, e, e3).

T=«
D est parallele a la doite (€2, e3) <elle a un systeme d’équations du type { y=3
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T=q
De méme, la droite D { O est parallele a la droite (2, e3).

Enfin D est parallele a (£2, ;) <elle a un systeme d’équations du type { Z i 5
Cfar+by+cz=d . . ) , .
— Soi , , , , un systeme d’équations d’une droite affine D.
dr+by+cdz=d
Soit P un plan affine d’équation a”z + 0"y + "2 = d". )
a C
La droite D est parallele au plan P si et seulement si on a I’égalité |a’ o ¢ | =0.
I /! /!
a b ¢ d a’ b e
D est incluse dans P < rg | o ¥ ¢ d | =2 < P est dans le faisceau défini par D.
a// b// C// d//
b
La droite D est parallele au plan (£2, ey, e5) (c’est-a-dire le plan z = 0)< Z, | = 0.
. X L r=az+f
Si tel n’est pas le cas, elle a un systeme d’équations de la forme B2t (elle peut donc
Yy=pz

étre paramétrée par z, ce qui est normal car tout plan z = A coupe D en un point unique.)

Recherche d’intersection de sous-espaces affines

— On se propose de déterminer I'intersection de deux sous-espaces affines F et F’ de E.

Le plus commode est de disposer d'une représentation paramétrique de 'un des deux sous-
espaces et d'un systeme d’équations de I'autre.

p
Supposons par exemple qu’une représentation paramétrique de F soit : M = A+ Y \je; et
qu’un systeme d’équations de F’ soit fi(M) = dy, fo(M) =ds, ..., fo(M) = d,. =

p
On trouve F N F’ en résolvant le systeme des équations f; <A + > )\jej) =d; (1<i<q).
j=1

Ce systeme linéaire (5) est en effet formé de ¢ équations aux p inconnues Ay, ..., A,.

— Prenons un exemple tres simple, dans £ muni d’un repere R = (2, (¢) = ey, €2, €3).
Soit D la droite passant par le point A(1,0,4) et dirigée par le vecteur u = (1, —1, —1).
Soit P le plan d’équation 2x + 3y — 2z = 5.
Le vecteur u n’est pas dans la direction P de P (qui a pour équation 2x +y — 2z = 0.)
La droite D rencontre donc P en un point M, = A + Au unique.
On reporte les coordonnées ) =1+ A\, yy = —A, 2y =4 — A de M), dans 2z + 3y — 2z = 5.
On trouve 2(1 + A) —3X — 2(4 — A\) =5 cest-a-dire : A = 11.
Ainsi le point d’intersection de D et de P est M (12, —11, —T7).
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III Barycentres et convexité

III.1 Barycentres
E désigne un espace vectoriel sur R.

Définition (Points pondérés)

On appelle point pondéré le couple (A, \) formé d’un point A de E et d'un réel \.
Le nombre réel A est appelé poids du point pondéré (A, \).

Soit (A1, A1), (A2, A2), ..., (Ap, Ay) une famille de p points pondérés.

p
La quantité m = > A, est appelée poids total de ce systeme de points.
k=1

Proposition (Fonction vectorielle de Leibniz)

Soit (A1, A1), (A2, A2), ..., (Ap, Ay) une famille de p points pondérés.

On définit 'application ¢ de E dans E par ¢(M) = Xp: Ao M A,

© est appelée fonction vectorielle de Leibniz associéek;ll systeme de points pondérés.
Soit m le poids total de la famille (Ay, A1), (A2, A2), ..., (Ap, Ap) :

o Sim = 0, la fonction ¢ est constante.

o Sim # 0, la fonction ¢ est bijective.

Définition (Barycentre d’une famille de points pondérés)
Soit (A1, A1), (A2, Aa), ..., (Ap, A\,) une famille de points pondérés, de poids total m # 0.

p N
On appelle barycentre de cette famille 'unique point G de E tel que Y \GAy = 0
k=1
G est donc le point ou s’annule la fonction vectorielle de Leibniz associée aux (Ag, Ag).

Remarques et propriétés
— On dit aussi que G est le barycentre de Ay, ..., A, affectés des coefficients Ay, ..., \,.

— Le barycentre G ne dépend pas de l'ordre dans lequel sont donnés les couples (A, \x).

— Parler du barycentre d’une famille de points de poids total nul n’a aucun sens.
Il en est ainsi d'une famille (A, 1), (B, —1), ou d’une famille (A, 1), (B, 1), (C, —2).

— Soit G le barycentre de la famille (A, A1), (A, A2), ..., (A, Ap).
| P — p
Pour tout point 2 de E, GG est caractérisé par : G = pon > QAL avec m= > Ay
k=1 k=1

G=0+0QG

1 p
__,, on trouve : G = —~ kz_:l)\kAk.

Si on utilise les notations {
A = Q. + QA

— Supposons que F soit rapporté a un repere cartésien R = (2, (e) = eq,...,€,).
Pour tout &k de {1,...,p}, notons z1g, ...,z les coordonnées du point Ay.
Notons z1, ..., x, celles du barycentre G des points pondérés (A, Ax).
Alors I'égalité G = % é)\k/lk donne : Vi € {1,...,n}, z; = % é)\kmik.
Autrement dit chaque coordonnée x; de G est le barycentre des coordonnées x;, correspon-
dantes des points A, avec les mémes poids respectifs.
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— On ne modifie pas G en multipliant les poids A; par un méme coefficient non nul u.

P
En particulier, quitte a choisir u = %, on peut toujours se ramener a »_ A\; = 1.

p k=1
Le barycentre G est alors défini par G = > A\ Ay.
k=1
— On appelle isobarycentre (ou équibarycentre) de la famille Ay, Ay, ..., A, le barycentre G des

points (A, A), pour tout A # 0 (les poids sont constants.)
P
On peut bien str choisir A = 119 Le point G est alors défini par I’égalité G = % > Ay
k

=
o L’isobarycentre de A, B est le milieu G = %(A + B) du segment [A, B].

o L’isobarycentre de A, B, C' est le centre de gravité G = %(A + B + () du triangle ABC.
o Quatre points A, B,C, D (dans cet ordre) forment un parallélogramme< AB =DC.
Cette égalité équivaut a B — A = C — D, donc a %(A +C) = %(B + D).
Cela signifie que les diagonales (les segments [A, C] et [B, D]) ont méme milieu.
Ce milieu commun [ vérifie donc I = %(A +C) = %(B + D) = zll(A +B+C+D,).
Autrement dit, I est 'isobarycentre des quatre points A, B, C, D.
Proposition (Associativité du barycentre)
Soit I un ensemble fini non vide. On se donne une famille (A;, A;);c; de points pondérés.
On suppose que m = Z Ai # 0. Soit G le barycentre des (A;, \;),i € I.
On se donne une part;e;ilton I'=15LUl,U---UI, de I'ensemble I.

Pour tout &k de {1,...,p}, on suppose que la somme my = > \; est non nulle.
i€l
On note alors Gy, le barycentre des (A;, \;),i € Ij.
Avec ces notations, G est le barycentre des points pondérés (G, my), k € {1,...,p}.
Remarques

— La propriété précédente signifie en particulier que lorsqu’on cherche un barycentre G, on peut
remplacer une sous-famille de points (de poids total my non nul) par le barycentre Gy, de
cette sous-famille affecté lui-méme du coefficient my,.

— L’isobarycentre G des points A, B, C' est aussi le barycentre de (A, 1), (1,2),ou I = %(B—i—C).
Autrement dit AG = %ﬂ . Les médianes d’un triangle sont donc concourantes en son centre

de gravité GG, qui est au deux-tiers de chaque médiane en partant du sommet.

— De méme, on se donne quatre points A, B, C', D non coplanaires : ils forment un vrai tétraédre.
Soit G Iisobarycentre de A, B,C, D et I celui de B,C, D.
Par associativité, G est le barycentre des points pondérés (A, 1) et (7, 3).
Autrement dit AG = %ﬂ . Ainsi, dans un tétraedre, les segments joignant un sommet au

centre de gravité de la face opposée sont concourants en le centre de gravité du tétraedre.
Celui-ci est aux % de chacun de ces segments (en partant du sommet du tétraedre.)
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II1.2 Barycentres et sous-espaces affines

Proposition
Soit F un sous-espace affine de E. Soient (Ay, A1), ..., (A4, A,) des points pondérés de F.
p
On suppose que m = > A, # 0. Soit G le barycentre des (A, Ax).
k=1
Alors le point G appartient au sous-espace affine F.

On exprime cette propriété en disant qu’'un sous-espace affine est stable par barycentration.

Remarques

— Réciproquement, soit F une partie non vide de F.
On suppose que F est stable par barycentration.
Alors F est un sous-espace affine de E.

— On peut améliorer le résultat précédent de la maniere suivante :
On suppose que le barycentre de deux points quelconques de F est encore un élément de F.
Alors F est un sous-espace affine de E.

On sait que tout barycentre de points d’un sous-espace affine F est encore un point de F.

On peut se demander réciproquement si tout point de F peut étre considéré comme le barycentre
d’une famille fixée de points de F.

La réponse fait 'objet de la proposition suivante.

Proposition (Repéres affines, coordonnées barycentriques)

Soit F un sous-espace affine de dimension p > 1 de F.

On dit qu'une famille Ay, A;,..., A, de p + 1 points de F est un repére affine de F si
R = (Ag, AgA1, AgAs, ..., AgA,) est un repere cartésien de F.

Tout point M de F est alors barycentre des Ay, avec certains coefficients A\, (0 < k < n.)

p
Si on impose la condition Y Ay = 1, alors les A\, sont définis de maniére unique : on les
k=0

appelle les coordonnées barycentriques de M dans le repere affine (Ag, ..., Ap).
Remarques et exemple
— Dans le fait que Ay, 44, ..., A, forment un repere affine de F, I'ordre dans lequel sont donnés

les points n’a aucun importance (mais bien str cet ordre influe sur les coordonnées.)

— Dire que le point M a pour coordonnées barycentriques (Ao, ..., A,) dans le repeére affine
P P
(Ao, ..., A,), cest dire que M = Y A\ Ay avec > A\, = 1.
k=0 k=0

On voit bien avec cette notation que l'ordre des points A, est sans importance.

C’est d’ailleurs le mérite de cette notion : on se passe de la notion d’origine pour caractériser

la position d’un point du sous-espace affine F.
— Les coordonnées barycentriques de I'isobarycentre de Ay, ..., A, sont toutes égales a ]ﬁ.

— Soient A, B deux points distincts de F.
La droite (AB) est I'ensemble des barycentres de ces deux points.
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— Soient A, B, C' trois points non alignés de F.
Le plan (ABC) est I'ensemble des barycentres de ces trois points.

— Un repere affine d'une droite D est la donnée de deux points distincts A, B de D.
La droite D est alors I'ensemble des barycentres de ces deux points.
Plus précisément : M €D < INER, AM = AB < INER, M — A= A(B — A)
SINeER, M=(1-NA+AB
Autrement dit : M a pour abscisse A dans le repere cartésien (A, fTB>) si et seulement si il a
pour coordonnées barycentriques (1 — A, ) dans le repere affine A, B.
Par exemple :

o A a pour abscisse 0, et pour coordonnées barycentriques 1, 0.
o B a pour abscisse 1, et pour coordonnées barycentriques 0, 1.

o Le milieu I de [A, B] a pour abscisse %, et pour coordonnées barycentriques %, %
— Un repere affine d’un plan P est la donnée de trois points non alignés A, B, C' de P.
Le plan P est alors I’ensemble des barycentres de ces trois points :
MeP < 3I(\p) R AM = M\AB + puAC
SI\p) eR? M —A=XB—A)+p(C—A)
SINp)eR? M=(1-X—puA+AB+uC
Autrement dit :
M a pour coordonnées (A, 1) dans le repeére cartésien (A, AB , m)
il a pour coordonnées barycentriques (1 — A — p, A, ) dans le repere affine A, B, C.

Par exemple :

o A a pour coordonnées (0,0), et pour coordonnées barycentriques 1,0, 0.
© B a pour coordonnées (1,0), et pour coordonnées barycentriques 0, 1, 0.
o C a pour coordonnées (0,1), et pour coordonnées barycentriques 0,0, 1.

o Le centre de gravité G de ABC' a pour coordonnées (%, %) dans (A, AB, A_C)*)

Il a pour coordonnées barycentriques %, %, % dans le repere affine A, B, C.

Proposition (sous-espace affine engendré par une famille de points)
On se donne une famille Ay, ..., A, de points de E.
Il existe un plus petit (au sens de l'inclusion) sous-espace affine F de E contenant les Ag.

F est égal a I'ensemble des barycentres des points Ay.

On dit que F est le sous-espace affine engendré par la famille de points Ay, Ay,..., A,.
Remarques
— Les points Ay, ..., A, engendrent donc un sous-espace affine F.

La direction de F est Vect (AgA1, AgAs, ..., AgA,). En particulier dim F < p.
Les points Ay ne forment un repere affine de F que si AgA;, ApAs, ..., AgA, sont libres.

— Le sous-espace engendré par deux points distincts est 1'unique droite qui les contient.
Le sous-espace engendré par trois points non alignés est I'unique plan qui les contient.
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— Supposons que quatre points A, B, C, D de FE soient coplanaires et non alignés.
Ils engendrent 'unique plan P qui les contient.
Tout point de P est barycentre de A, B,C, D mais il n’y a plus unicité des poids (méme a
un facteur multiplicatif pres.)
Par exemple, si A, B, C, D forment un vrai parallélogramme, alors le point A :

o Est barycentre de A, B, C, D avec les coefficients 1,0, 0, 0.

o Est barycentre de A, B, C, D avec les coefficients 0,1, —1, 1.
En effet BA=CD& A—B=D—Cs A=B—C+D.

o Est barycentre de A, B,C, D avec les coefficients 1 — A\, A\, —A, A (pour tout A € R.)

I11.3 Parties convexes

Définition
Soient A, B deux points de E. On appelle segment d’extrémités A et B, et on note [A, B]
(ou [B, A]) 'ensemble des barycentres de (4,1 — \) et (B, \), avec A € [0, 1].

Remarques
— C’est donc 'ensemble des points M de E tels que AM = )\1@, avec A € [0, 1].

— C’est aussi 'ensemble des barycentres de A, B affectés de coefficients positifs.
— Un paramétrage du segment [A, B] est t € [0,1] — M = (1 —t)A+ tB.

Définition (Parties convexes)
Soit C une partie de I'espace F.
On dit que C est conveze si : ¥V (A, B) € C?, [A, B] C C.

Autrement dit, une partie C de E est dite convexe si des qu’elle contient deux points, alors
elle contient le segment qui les joint.

Exemples et propriétés
— L’ensemble vide est convexe. Tout sous-espace affine de E est convexe.
Un segment, un singleton, une demi-droite, un demi plan, sont des ensembles convexes.

Les intervalles sont les seules parties convexes de R.

— Une application f : R — R est convexe<son épigraphe (c’est-a-dire I'ensemble des points
(x,y) tels que y > f(x)) est une partie convexe de R.

— Si on munit R” d’une norme u — ||u|| (par exemple la norme euclidienne) alors les boules
(ouvertes ou fermées) sont des parties convexes.

— Soit C une partie convexe de ’espace E.
Soit G le barycentre d’une famille Ay, ..., A, de points de C, affectés de coefficients > 0.
Alors G est encore un élément de C.
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Enveloppe convexe

Toute intersection d’ensembles convexes est convexe.

Il en découle que toute partie A de F est incluse dans une plus petite partie convexe.
Celle-ci est I'intersection de tous les convexes de E qui contiennent A.
On l'appelle I’enveloppe convezre de A.

On montre que si A est une partie finie {A;, As,..., A,} de E, alors son enveloppe convexe
est I’ensemble de tous les barycentres des points A, affectés de coefficients positifs ou nuls.

Par exemple, I’enveloppe convexe de trois points A, B, C' est la “plaque triangulaire” délimitée
par ces trois points.

De méme, ’enveloppe convexe de p points A, ..., A, coplanaires est la “plaque” délimitée
par le plus petit polygone convexe contenant ces p points.

L’enveloppe convexe de quatre points non coplanaires A, B,C, D est le tétraedre (bords et
intérieur compris) défini par ces quatre points.

Convexes délimités par des hyperplans

— Soit f une forme linéaire non nulle sur E. Soient A un réel et H 'hyperplan f(M) = A.

— Plus généralement soient {

Notons par exemple Hy = {M € E, f(M) > \}, Ho={M € E, f(M) < \}.

‘H1 et Hs sont donc les deux “demi-espaces” fermés délimités par 'hyperplan H.
On peut de méme définir H} = {M € E, f(M) > \}, Hs ={M € E, f(M) < A\}.
‘H1 et Hy sont donc les deux demi-espaces ouverts délimités par I’hyperplan H.
Avec ces notations, Hy, Ha, H;, H5 sont des sous-ensembles convexes de E.

fi, fa,..., fp des formes linéaires non nulles
AL, A, ..., Ay des réels

Alors 'ensemble A = {M € E, fiy(M) < A\i,..., f,(M) < \,} est convexe.
(On peut bien sur modifier le sens et/ou la nature des inégalités)
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IV  Applications affines

IV.1 Applications affines

Dans ce paragraphe, E, E’, F, G sont des espaces vectoriels sur R.

Proposition
Soit f une application de E dans E’. Les deux conditions suivantes sont équivalentes :
_—
o Il existe un point 2 de F et ¢ : E — E’ linéaire telsque : VM € E, f(Q)f(M) = @(SW)
_—
o Il existe ¢ : E — E' linéaire telle que : V (M, N) € E2, f(M)f(N) = o(MN).
Si ces conditions sont réalisées, on dit que f est une application affine.

L’application ¢ est alors définie de maniere unique.

On l'appelle application linéaire associée a f, et on note (par exemple) ¢ = f.

Remarques et exemples
~ La condition VM € E, f(Q)f(M) = p(QM) s'écrit : VM € E, f(M) = f(Q) + o(QM).

o . . o I'image d’un point
Une application affine est donc entierement déterminée par § o o .
I’application linéaire associée
Si on se donne les points A dans E et B dans F’, et une application linéaire ¢ de E dans F’,

alors il existe une unique application affine f de E dans E’ telle que f(A) = B et ]7: ®.

— Une application f : F — FE’ est affine< elle est la somme d’une application constante \ et
d’une application linéaire ¢ : on a alors ¢ = f et A = f(0).
En particulier les applications constantes f : EF — E’ sont les applications affines dont

I’application linéaire associée f est nulle

— Les applications linéaires sont les applications affines telles f(O) = O (c’est-a-dire qui en-
voient le vecteur nul de F sur le vecteur nul de E’.)

— Si f est affine, f est linéaire si et seulement si fv: f.

Proposition (Caractérisation des translations)

H L’application f : E — FE est une translation si et seulement si f est affine et f: Id.

Proposition (Composition des applications affines)

Soient f: F — F et g: F — G deux applications affines.
Alors g o f est une application affine de £ dans G. Plus précisément go f =go f.

Proposition (Condition pour qu’on ait f: qJ)

H Soient f,g: E— F deux applications affines. On a g = f<:> Ju € F tel que g =1,0 f.

Expression analytique d’une application affine
— On suppose que E est muni du repere R = (€, (e) =eq,...,€,) (donc dimE =p > 1.)
On note (x1,...,x,) les coordonnées d'un point M quelconque de E dans ce repere.
/

On suppose que E’ est muni du repere R’ = (¥, (¢/) =€}, ...,€e),) (donc dim E' =n > 1.)

rn
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On note (2, ...,z}) les coordonnées d'un point M’ quelconque de E’ dans ce repere.
On note X et X’ les matrices-colonnes des coordonnées de M et M’.

Soit f: F — E’ une application affine, d’application linéaire associée }v

Soit B la matrice-colonne des coordonnées (bq,...,b,) de f(Q2) dans le repere R’.
Soit A = (a;;) la matrice de f dans les bases (e) et (¢/) (avec A € M, »(R).)

Pour tous points M de E et M’ de E’, on a :

M = f(M) < M = f(Q)+ fOM) & QM = f(OM) + Y f(Q)
En utilisant les coordonnées dans R et R’, on obtient :

(T} = anwy + arexo + -+ ax; + -+ aps, + by

M/:f(M)<:>XI:AX+B<:> x;’:a/ilml+a12$2+"'+a1j$]‘+“' +a¢pa:p+bi

/
( T}, = U1 @1 + ApaTa + -+ ApjT5 + -+ AppTp + by,

— Réciproquement un tel systeme, qui s’écrit X' = AX + B, définit une application affine f :
o Telle que f a pour matrice A = (a;;) dans les bases (e) et (¢').
¢ Qui envoie 'origine 2 de E sur le point de coordonnées B dans le repere R'.
— Supposons par exemple que R3 et R? soient rapportés a leurs repeéres canoniques.
¥=2r—y+z+1
Soit f : R® — R? définie par f(z,y,z) = (2/,y') ol {
f par f(z,y,z) = (¢, ¢) J— ot 3y 2015

N 2 -1 1
f est application affine définie par f(0,0,0) = (1,5) et par f de matrice A = (1 3 -2 >

— Les applications affines de R dans R sont données par f : z — ax + b, avec (a,b) € R2.
— Exemple de changement de repere pour une application affine

Il est bien sur possible de changer de repere. Contentons-nous d’un exemple.

3 . N .
On suppose que R est muni de son repere affine canonique R. ¥ o= -2 — 22— 1

Soit f Papplication affine de R® dans R? définie par le systéme : (S)< o/ =2+ 3y + 2z + 1

0 -2 -2 -1 d=—r—2y—z-1
AinsiX’AX—l—B,avecA(l 3 2)etB(1).

-1 -2 -1 -1
On définit un nouveau repere R’ de R3 :
o Q=(-1,0,0) est lorigine de R'. Soit X la colonne de ses coordonnées dans R.

2 2 1
o La nouvelle base (e’) est définie par la matrice de passage P=| -1 0 -1
0o -1 1
Notons (u,v,w) et (u',v',w’) les coordonnées de M, M’ dans R’'.
On note U et U’ les matrices-colonnes de ces coordonnées.
Les changements de coordonnées s’écrivent : X = PU + Xy et X' = PU’ 4+ Xj.

Dans ces conditions, on a les équivalences :
X'=AX+B& PU +Xo=APU+Xy)+B< U =P 'APU + P Y (AX, + B — X))

On a ainsi I'expression de f dans le nouveau repere :
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¢ On reconnait I'expression de la matrice A’ = P71AP de fdans la nouvelle base.

o La colonne B’ = P7'(AXy + B — Xj) représente la colonne des coordonnées (dans le
nouveau repere) de f(€2), image par f de la nouvelle origine (2.
Cette expression est logique car AX( + B est la colonne des coordonnées de f(€2) dans R.
AXy+ B — X, est donc la colonne des coordonnées de Qf(€2) dans I’ancienne base.

Dans ces conditions I'égalité AXy+ B — Xo = PB’ reflete les changements de composantes
du vecteur f(Q2) entre la base (e) et la base (¢).

=1 Cela signifie que f est la projection affine (voir plus loin)
¢ Le calcul donne ¢ o/ = v P . . o ,
w—po W le plan (€2, €], €}), parallelement & la direction de €.

— Dans 'exemple précédent il n’était pas nécessaire d’effectuer beaucoup de calculs.
En effet, en utilisant le systeme () (expression de f dans R), on trouve f(§2) = Q.
Autrement dit, la nouvelle origine €2 est un point invariant par f.

D’autre part, on voit que f(e/l) =¢!, f(&)) =€, et f(eg) =0.

~ 0 -2 -2\ /2 2
Par exemple 1'égalité f(e}) =€} résultede | 1 3 2 0 |=1{0
-1 -2 -1 -1 -1

IV.2 Isomorphismes affines

Proposition (Isomorphismes affines)
On dit qu'une application f : F — F est un isomorphisme affine si f est affine et bijective.
Une application affine f : £ — F est bijective< f est bijective.
L’application f~! est alors un isomorphisme affine, et on a 'égalité f—1 = ]?_1.
Remarques
— Supposons que les espaces E et F' soient de dimension finie.
Alors il ne peut y avoir d’isomorphisme affine entre F et F' que si dim F = dim F.
— Plus précisément on a (f injective< fvinjective) et (f surjectives J?surjective).

En particulier, si dim F = dim F', f est un isomorphisme affine< ker f: {6)}

— Supposons dim £ = dim F' = n, et soit f : E — F une application affine.
On suppose qu’apres le choix de reperes, f est caractérisée par un systeme X' = AX + B.

Alors f est un isomorphisme affine<la matrice A (carrée d’ordre n) est inversible.
- Sif:F— Fetg:F — G sont des isomorphismes affines, g o f est un isomorphisme affine.

Proposition (Le groupe affine)

Un isomorphisme affine de £ dans E est appelé une transformation affine (ou un automor-
phisme affine) de E. L’ensemble des transformations affines de E est un sous-groupe du
groupe des bijections de E, appelé groupe affine de E et noté GA(FE).
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Définition (Homothéties)

On dit qu'une application f : E — E est une homothétie s’il existe un point €2 et un réel
non nul \ tels que : VM € E, h(M) = Q + AQM. On note f = h(2Q, \).

Le réel A (appelé rapport de 'homothétie) est défini de maniere unique.

o Si A =1, on trouve f = 1Id, et le point {2 peut étre choisi quelconque.

o Si A # 1, le point € est défini de maniere unique : c¢’est 'unique point invariant de f.

On dit que € est le centre de 'homothétie.

Remarques

— Toute homothétie est une transformation affine.
On a bien siir les égalités h(2, \) o h(2, 1) = h(2, M) et A(2,A)7! = h(Q, %)

Les homothéties de centre €2 donné forment un sous-groupe commutatif de GA(FE).

— Si f est une homothétie de rapport A, alors fv: Ald.
Réciproquement, supposons f = Ad (avec A # 0 sinon f est constante.)
¢ Si A =1, f est une translation.
o Si A # 1, f admet un point fixe unique €.
L’application f est alors I'homothétie de centre €2 et de rapport .

— L’homothétie h(£2, —1) est appelée symétrie centrale par rapport au point 2.

Proposition (Groupe des homothéties-translations)

La réunion de ’ensemble des translations de F et de l’ensemble des homothéties de E est
un sous-groupe de GA(FE), appelé groupe des homothéties-translations.

Remarques sur 1’application f +— f
— C’est un morphisme surjectif du groupe GA(FE) sur le groupe linéaire GL(E).
— Le noyau de ce morphisme est le groupe des translations de F.

— Le groupe des homothéties-translations est 'image réciproque par ce morphisme du sous-
groupe de GL(FE) formé par les homothéties vectorielles (applications hy = Ald, A # 0.)

IV.3 Applications affines et sous-espaces affines
Dans cette section, F et F sont deux espaces vectoriels sur R.

Proposition (Image d’un sous-espace affine)
Soit f : E — F une application affine.
Soit £ un sous-espace affine de F, de direction E.

Alors f(€') est un sous-espace affine de F', de direction f(E').
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Remarques

— Avec les notations précédentes, si dim &’ = r alors dim f(&') < r.
Ainsi I'image d’une droite est une droite ou un point.
Donc si les points A, B, C' sont alignés, il en est de méme de f(A), f(B), f(C).
On exprime cette propriété en disant qu’une application affine conserve l’alignement.
De méme, I'image d’un plan est un plan, une droite, ou un point.
Si les points A, B, C, D sont coplanaires, il en est donc de méme de f(A), f(B), f(C), f(D).

— Pour étre plus précis, on a dim f(£') = dim &’ si B’ Nker f = {0 }.
Alors si (€1, .. .,&,) est un repere de &', un repere de f(E') est (f(Q), f(e1),- ... fe).
Par exemple, si f(u) # 0, I'image de la droite (2, u) est la droite (f(€2), f(u)).

— Dans le cas général, soit (2,1,...,&,) un repere de &’

Alors f(E') est le sous-espace affine passant par f(£2) et de direction Vect {f(e1),..., f(&,)}.
Cela explique qu'il est plus facile de calculer 'image d’un sous-espace affine £’ donné par une

représentation paramétrique (plutot que par un systeme d’équations.)

— Soient & et £" deux sous-espaces affines de F, de directions respectives E’ et E”.
o Si & est parallele a £ (c’est-a-dire si E' C E") alors f(&’) est parallele a f(£”).
o Si & et £” sont paralleles (c’est-a-dire si E' = E”) alors f(E') et f(E") sont paralleles.
On exprime ces propriétés en disant qu’une application affine conserve le parallélisme.

— Supposons que f : F — FE soit une homothétie ou une translation.
Soit F un sous-espace affine de E. Alors les sous-espaces affines F et f(F) sont paralleles.

— Exemple :
On suppose que R? est muni de son repeére affine canonique R. 7 =2 —22—1
Soit f 'application affine de R? dans R? définie par le systéme : (S) ¢ ¢ =2 +3y + 2z +1
Soit P le plan d’équation x — 2y — 3z = 1. F=—r—-2y—z-1
P est le plan passant par € = (1,0,0) et dirigé par a1 =(2,1,0)
E9 — (3, 0, 1)

On trouve f(Q2) = (—1,2,-2).

0o -2 =2 2 -2 0 -2 =2 3 -2
Dautre part : [ 1 3 2 1= 5 ]etf|f 1 3 2 0]l=15
-1 -2 -1 0 -4 -1 -2 -1 1 -4

On constate que f(e1) et f(eq) sont liés (et méme égaux, mais c’est di au choix de &1, £9).
On en déduit que f(P) est la droite passant par (—1,2, —2) et engendrée par (—2,5, —4).

Proposition (Image réciproque d’un sous-espace affine)
Soit f : E — F une application affine.

Soit F’ un sous-espace affine de F, de direction F”.
-1

Alors soit j‘l(}"’ ) est vide, soit ¢’est un sous-espace affine de E, de direction f (F”).
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Remarques

— Supposons que f : E — E soit constante (VM € E, f(M) = A). Alors I'image réciproque
d’un sous-espace affine F de E est vide si A ¢ F, et est égale a E tout entier si A € F.

— Avec les notations de la proposition précédente, et si E, F' sont de dimension finie :
Soit Y = AX + B la représentation matricielle de f dans des reperes de E et F'.
Un systeme d’équations de F’ peut toujours s’écrire CY = D dans le repere de F.
On obtiendra alors ]1(]:’ ) en résolvant C'(AX + B) = D.
Cela explique qu’il est plus facile de calculer 'image réciproque d’un sous-espace affine F’

donné par un systéme d’équations (plutot que par une représentation paramétrique.)

— Exemple :
On suppose que R? est muni de son repere affine canonique R. 2 =2y —2z—1
Soit f 'application affine de R? dans R? définie par le systeme : (S) ¢ ¢/ =2 + 3y + 22+ 1

Soit D la droite passant par €2(a,0,0), dirigé par u = (0,1, —1). d=—r—-2y—z-1

=a
y+z=0 (ici a est un parametre réel.)
Soit M (z,y, z) un point quelconque de R?, et M’(z2', 9/, z') son image par f.

¥ =a —2y—2z—1=a a=—1
Onaf(M)eD@{y’Jrz’:O {y+z:0 {y+z=0
Ainsi 'image réciproque de la droite D est :

x
Un systeme d’équations de D est {

¢ L’ensemble vide si a # —1.
¢ Le plan d’équation y + z =0 si a = —1.
Proposition (Points invariants par une application affine)
Soit f : E — E une application affine.
Notons Inv (f) = {M € E, f(M)= M} I'ensemble des points invariants par f.

Alors soit Inv (f) est vide, soit ¢’est un sous-espace affine de E de direction Inv (f).

Exemple
— Reprenons un exemple déja utilisé. =2y —2:—1
Soit f 'application affine de R? dans R? définie par le systéme : (S) ¢ 3/ =2 +3y +2z +1
Soit M (x,y, z) un point quelconque de R3. d=—r -2y —z-1
r=—-2y—2z—-1
Ona f(M)=M < {y:x+3y+2z—|—1 S r+2y+22=-1.
z=—xr—2y—z2—1
Ainsi 'ensemble des points invariants par f est le plan P d’équation z 4 2y 4+ 2z = —1.

Ce résultat est normal quand on sait que f est une projection affine sur le plan P.

IV.4 Projections, symétries, affinités

Rappel
Soient F et G deux sous-espaces affines de F, de directions F' et G.
Si E = F & G, alors l'intersection F N G se réduit a un point.
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Proposition (Projections affines)

Soient F et G deux sous-espaces affines de F, de directions F, G telles que E = F' & G.
Pour tout point M de E, notons G, le sous-espace affine de direction G et passant par M.
Soit p(M) I"unique point d’intersection de Gy et de F.

L’application M — p(M) est appelée projection affine de E sur F, parallelement a G.

C’est effectivement une application affine, et son application linéaire associée est la projec-
tion vectorielle de E sur F, parallelement a G.

L’application p vérifie pop = p, et on a F = Inv (p) = Im (p).
On a illustré ici la définition précédente. Gkt / / g
M

Pour une projection parallelement a G,

seule compte la direction G.

C’est pourquoi il est préférable de parler

de projection sur F parallelement a G. pitd)
:’E

Proposition (Caractérisation des projections affines)

Soit f : E — E une application affine.
f est une projection affine si et seulement si fo f = f.

Dans ce cas, f est la projection sur Inv (f), parallelement a kerfv.

Exemples

— Reprenons un exemple déja utilisé plusieurs fois. =2y —22—1
Soit f 'application affine de R? dans R? définie par le systeéme : (S) ¢ ¢/ =2 + 3y + 2z + 1
On veut montrer que f est un projection affine, et la caractériser. Z=—r—-2y—2-1

Soit M(x,y, z), son image M'(2',y,2") et M" = f(M') = (2", y", 2").
=2y — 22 —1
y”:x’+3y’+22’+1

"

=2 =2y — 2 —1

' =-2x+3y+2z+1)—2(—x—2y—2—-1)—1
= Y =(-2y—22-1)+3+3y+22+1)+2(—2—-2y—2z—-1)+1
2=—(2y—22—-1)-2(x+3y+2z2+1)—(—x—2y—2—-1) -1

"

2 =-2y—2z—1=1
= YV'=x4+3y+2z2+1=y
= —-2y—2—-1=2

Ainsi M"” = M'. Donc f o f = f : Iapplication f est une projection affine.

On a vu (page 30) que Inv (f) est le plan P : z + 2y + 2z = —1. ¥ = -2y — 22
Enfin, application fest définie (dans la base canonique) par le systeme ¢ 3/ = x + 3y + 22
—2y—22=0 v Z=—x—-2y—2z
Ainsi u(z,y, z) € ker f & {x+3y+2z:0 & {yz .
—x—2y—2=20

On peut donc conclure. L’application f est la projection affine :
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¢ Sur le plan P d’équation x + 2y + 2z = —1.

o Parallelement a la droite vectorielle engendrée par le vecteur (1, —1,1).
r+y—z=1
r—2y—22=0
On cherche la projection p sur D parallelement a P.

Soit M (x,y, z) un point quelconque de R?. On note p(M) = M' = (z',y/, 2').

D passe par Q = (2,0,1) et est dirigée par u = (4, —1, 3). { o — 2 4 AN

— Soit D la droite définie par { et P le plan d’équation = + 2y + 2z = 0.

Puisque M’ appartient a D, il existe A tel que M = Q4+ Ay, donc ¢ ¢/ = —\
Z=1+3\
—_—
On exprime que MM’ = (2' — x,y' —y, 2’ — z) est dans le plan vectoriel P.

(@' —2)+2(y —y) +2(' —2) =06 4+8 A =1 +2y + 2 & A= §(v+2y + 22 — 4)

= 1
On en déduit gyc = 2_; 4A o = Lz + 8y + 82)
Iexpression analytique 2 =143\ =y = %(—x — 2y —2z+4)
de la projection p : \ = g(a:+2y+2z—4) Z':%(3x+6y+6z—4)

Proposition (Symétries affines)

Soient F et G deux sous-espaces affines de F, de directions F, G telles que £ = F & G.
Soit p la projection affine sur F, parallelement a G.

Pour tout point M de E, soit s(M) le point défini par s(M) = M + QJ\W.
L’application M +— s(M) est appelée symétrie affine par rapport F, parallelement a G.

C’est effectivement une application affine, et son application linéaire associée est la symétrie
vectorielle par rapport a F', parallelement a G.

L’application s vérifie s o s = Id, et on a F = Inv (s). g

On a illustré ici la définition précédente. /
On voit comment, pour tout point M,
le point p(M) est le milieu du segment [M, s(

On a les relations s =2p —Id et p = (S + Id).

(ﬂﬂ

Proposition (Caractérisation des symétries affines)
Soit f: E — FE une application affine.
f est une symétrie affine si et seulement si f o f = Id.
Notons Opp (f) = {u € E, f(u) = —u} (vecteurs changés en leur opposé par f.)
Alors I'application f est la symétrie par rapport a Inv (f), parallelement & Opp (f)

Remarques et exemples

— Les symétries affines sont donc les applications affines involutives.
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— Les symétries affines sont des éléments particuliers du groupe affine.
En revanche, seule la projection affine p = Id est bijective.

— La symétrie affine par rapport a un point 2 (donc parallelement a ’espace E tout entier,
mais il est inutile de le préciser) est en fait 'homothétie de centre 2 et de rapport —1.

De méme, la projection affine sur €2 est ’application constante f : M — €.
— Dans R3, cherchons la symétrie affine s par rapport au plan P d’équation = + 2y + 2z = —1,
et parallelement a la droite vectorielle engendrée par le vecteur u(1, —1,1).
Soit M (x,y, z) un point quelconque, et M’ = s(M) = («',y/, 2') son image.
Il existe un réel \ tel que MM = A, donc ' =x+ Ny =y— X\ 2/ =z+ A\
On écrit ensuite que le point %(M + M) appartient a P.

laotd)+(y+y)+(z+2)= -1 A= 2@ +2y+22+1)

On en déduit I'expression analytique de s :

r=x+ A ¥=—x—4y—4z -2
Z=z4+ A 2= —-2x—4y — 32— 2

Proposition (Affinités)

Soient F et G deux sous-espaces affines de F, de directions F, G telles que E = F @ G.
Soit p la projection affine sur F, parallelement a G. Soit « un réel.

Pour tout point M de E, soit f(M) le point défini par f(M) = p(M) + QW.
L’application M — f(M) est une application affine.

On lappelle affinité de base F, de direction G (ou G) et de rapport .

On illustre ici la définition précédente. /f{'M} / G

On a choisi par exemple o = 2.

Pour a = 1, on trouverait f = Id. / M /
Pour oo = 0, f serait la projection p. P
:'E

Pour @ = —1, f serait la symétrie s = 2p — Id.

Remarques
— Soit f laffinité de base F, de direction G (ou G) et de rapport a.
Si p est la projection affine sur F et parallelement a G, on a f = ald + (1 — a)p.

— L’application f? est I'affinité de base F, de direction G (ou G) et de rapport o?.

— Si a # 0, application f est une transformation affine (elle est bijective.)
Son inverse est I'affinité de base F, de direction G (ou G) et de rapport é.
~Onaf=ad+(1—a)pet f2=a?ld+ (1 - a?)p.
On en déduit f2 —1Id = (1 —a?)(p — Id) = (1 + a)(f — 1d).
Ainsi f2 = (1+ «a)f — ald, ce qui généralise les relations p* = p et s* = Id.
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Un exemple o' =2r+2y+22+1
Soit f:R3 — R3 qui & M(x,y, 2) associe M'(x',y/,2') défini par ¢ o = —x —y — 2z — 1
On va montrer que f est une affinité. Y =r4+2y+32+1
Il faut écrire f = ald + (1 — a)p, ot p est une projection (donc f2 —Id = (1 + «a)(f — Id).)

' =224+ 2y + 22+ 1=4x + 6y + 62+ 3 2" —x =3 —x)
SiM"=f(M), S y'=—a' —y —22—1=-3x—-5y—62—-3=¢ vy —y=3U —y)
=2 +2y+32+1=3x+6y+7z+3 2 —z=3(2—2)

Ainsi f2 —1d = (1 4+ «)(f — Id), avec v = 2.

On trouve ensuite p en écrivant f = ald + (1 — a)p = 2Id — p, donc p = 21d — f.
¥=2r—2rx+2y+2z+1)=-2y—2z-1

pest définiepar ¢ v =2y — (—x—y—22—1)=x+3y+22+1
Z=22—(r+2y+3z2+1)=—0—-2y—2—-1

On reconnait la projection affine étudiée page 31. On peut donc conclure : f est I'affinité de

rapport 2, de base le plan P d’équation = + 2y 4+ 2z = —1, de direction la droite vectorielle
engendrée par le vecteur (1,—1,1).

IV.5 Barycentres et applications affines

Proposition (Conservation du barycentre)

Soit f : E — F une application affine.

Soit (A1, A1), (A2, A2), ..., (Ap, Ap) une famille de points pondérés, de poids total m # 0.
Soit G le barycentre des (Ag, A).

Alors f(G) est le barycentre des points pondérés (f(Ag), Ax)-

On exprime cette propriété en disant qu’une application affine conserve le barycentre.

Remarques ) ) )
— On retiendra que si > A\g = 1, alors f(>_ MeAr) = D0 A f(Ax).
k=1 k=1 k=1

En particulier, on a les égalités f(AMA + (1 = A\)B) = Af(A) + (1 — \) f(B).

— L’image par f du milieu du segment [A, B] est le milieu du segment [f(A), f(B)].
Plus généralement, l'image de l'isobarycentre des Ay est l'isobarycentre des f(Ag).

— Supposons que : V (A, B) € E2VAeR, f(AMA+ (1 —A)B) = XMf(A)+ (1 -\ f(B).
Alors on montre que f est une application affine.
Ainsi la réciproque de la proposition ci-dessus est vraie.
Autrement dit, si f conserve les barycentres, alors c¢’est une application affine.

— Sidim E = p > 1, une application affine f : F — F est déterminée de maniére unique par
les images des p + 1 points Ay, Ay,..., A, d'un repere affine de E (ces images pouvant étre
choisies de fagon quelconque dans F'.) Par exemple :

Sidim F =2, f est déterminée de maniere unique par les images de 3 points non alignés.

Sidim E = 3, f est déterminée de maniere unique par les images de 4 points non coplanaires.
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Proposition (Applications affines et parties convexes)
Soit f: E — F une application affine.
L’image par f d’une partie convexe de E est une partie convexe de F.

L’image réciproque par f d’une partie convexe de F' est une partie convexe de E.

Remarques
— On rappelle la définition (hors-programme) de I’enveloppe convexe d’une partie A de E : c’est
le plus petit convexe contenant A, ou encore l'intersection de tous les convexes contenant A.

On rappelle que si A = {4y, As,..., A}, alors I'enveloppe convexe de A est 'ensemble des
barycentres des points Aj affectés de coefficients > 0.

— L’image par f (affine) de I'enveloppe convexe de A est I'enveloppe convexe de f(A).
En particulier, 'image d’un segment [A, B] est le segment [f(A), f(B)].
De méme I'image du triangle “plein” ABC' est le triangle “plein” f(A)f(B)f(C).
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