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1 Introduction

Au début des anńees 1870 Sophus Lie, motivé par la ŕesolution des systèmes
d’équations aux d́erivées partielles et inspiré par les id́ees de Galois, d́egage la
notion de ”groupe continu de transformations” ou pseudogroupe de Lie.

Si V est une varíet́e analytique de dimension finie, un pseudogroupe de Lie de
transformations deV est essentiellement une collectionΓ d’homéomorphismes
analytiques locaux stable par l’inversion et par la composition qui est partielle-
ment d́efinie,Γ constituant la solution ǵeńerale d’un syst̀emeS déquations aux
dérivées partielles analytiques assujettià certaines conditions de régularit́e (S
est involutif au sens de Cartan). Ainsi l’ensemble des transformations locales
conformes du plan complexeC constitue un pseudogroupe de Lie d’ordre 1
assocíe auxéquations de Cauchy-Riemann.

Si S est un syst̀eme de Mayer-Lie, c’est-à-dire si toutes les d́erivées partielles
d’ordre suṕerieur ouégalà r s’expriment en fonction des dérivées d’ordre stricte-
ment inf́erieur,Γ est localement représent́e par un nombre fini de paramètres.
On a un ”groupe continu fini”. C’est le point de départ de la th́eorie classique
des groupes de Lie.

Par exemple, siV = R et S est l’équation diff́erentielle d’ordre 3

dx̄
dx

d3x̄
dx3

− 3
2

(
d2x̄
dx2

)2 = 0,

le pseudogroupe de LieΓ (S ) correspondant consiste en les transformations
homographiques et peutêtre regard́e comme une action locale deZ2×SL(2,R).
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Si S n’est pas complètement int́egrableΓ est dit de type infini. On montre
alors queΓ est localement paraḿetriśe par un nombre fini de fonctions. Le

syst̀eme involutifélémentaire∂x̄
∂y = 0 ; ∂

2ȳ
∂y2 = 0 admet, par exemple, pour solutions

x̄ = φ(x); ȳ = /υ(x)y + ρ(x) et d́efinit un pseudogroupe de Lie de type infini sur
R

2.
La théorie des pseudogroupes de Lie de type infini n’a pas connu un dévelop-

pement aussi ǵeoḿetrique que celle des pseudogroupes de type fini. Le point
de vue infinit́esimal si efficace pour la théorie classique s’est toujours heurté
dans le cadre de la dimension infinieà de grandes difficultés. C’est ce que
rappelle Élie Cartan dans son exposé de 1937 [Car 37] : ”La ǵeńeralisation
aux groupes infinis de la théorie de la structure des groupes finis dueà Lie
et fond́ee sur la consid́eration des transformations infinitésimales s’est montrée
très difficile, pour ne pas dire impossible, malgré les travaux consacrés à cette
question par S. Lie, F. Engel, Medolaghi, etc.”. A l’aide d’un principe toutà
fait diff érent et en quelque sorte dual, celui deséquations de d́efinition mises
sous une forme convenable,Élie Cartan trouve au commencement de ce siècle
un nouveau point de départ. A cet effet il introduit la notion de prolongement.
Etant donńe un pseudogroupeΓ opérant localement surn variablesx1, . . . , xn,
un pseudogroupeΓ ′ est dit prolongement deΓ s’il opère simultańement sur les
variablesx1, . . . , xn augment́ees des variablesy1, . . . , yp de telle sorte que son
action sur les premières variables soit identiqueà celle deΓ . A une transformation
deΓ correspond donc au moins une transformation deΓ ′. Le prolongement est
dit holoédriquesi cette correspondance est biunivoque etmériédriquedans le cas
contraire. Deux pseudogroupesΓ1, Γ2 sont alors dits isomorphes (holoédriques)
s’ils admettent deux prolongements holoédriques semblables. E. Cartan géńeralise
aux pseudogroupes de type infini les trois théor̀emes fondamentaux de S. Lie.

– (Cartan I) Tout ”groupe continu”Γ admet un prolongement holoédriqueΓ ′

du premier ordre (prolongement normal) opérant sur un espace de dimension
r et caract́eriśe par la propríet́e de laisser invariantes certaines variables (cas
intransitif) et une collection der formes de Pfaff (̀a coefficients ǵeńeralement
indétermińes).

– (Cartan II) Ces formesωi vérifient deséquations de structure

dωi =
1
2

Ci
jkω

j ∧ ωk + ai
jsω

j ∧ ω̄s,

les formes ¯ωs étant d́efinies sur un prolongement de l’espace où op̀ereΓ ′.
Les coefficientsai

js forment un tableau involutif.
– (Cartan III) A la donńee des coefficientsCi

jk et ai
js vérifiant certaines condi-

tions de compatibilit́e correspond un ”groupe infini” ou pseudogroupe de Lie
de type infini.

Voir par exemple [KaS 88]. Ainsi, le pseudogroupe des transformations
conformes du plan complexeC s’identifie à la collection des transformations
locales deR2 de coordonńees x, y qui pŕeservent les deux formes de Pfaff



Théorie locale des pseudogroupes 595

ω1 = Pdx + Qdy, et ω2 = −Qdx + Pdy où x, y,P,Q sont les coordonńees du
prolongementR4 deR2. Seséquations de structure sont donc(

dω1

dω2

)
=

(
ω̄1 ω̄2

−ω̄2 ω̄1

)
∧
(

ω1

ω2

)
où ω̄1 = 1

P2+Q2 (PdP + QdQ), ω̄2 = 1
P2+Q2 (−QdP + PdQ) modulo (ω1, ω2).

De façon ǵeńerale, les coefficientsCi
jk , ai

js dépendent des invariants deΓ . Un
pseudogroupe transitif́etant caract́eriśe par une absence d’invariant (essentiel)
voit ses coefficients de structure se réduireà des constantes. Si le pseudogroupe
est de type fini lesai

js n’apparâıssent pas.
La notion moderne de pseudogroupe de Lie est dégaǵee dans les années 1950

[Chn 54]. On revient sur l’aspect infinitésimal et alǵebrique. C’est la th́eorie des
faisceaux d’alg̀ebres de Lie [Lib 59].

Dès les anńees 1960 les besoins d’une autre géńeralisation se font sentir.
Il s’agit de fournir un cadre th́eorique d́ecrivant à la fois groupes de jauge,
groupes de diff́eomorphismes, algèbres de Kac-Moody etc. qui envahissent
alors la physique-mathématique. En 1974 [Omo 74] H.Omori expose sa théorie
sṕecifique des groupes de Lie de type ILB/ILH. Mais le bon cadre conceptuel ne
veut pas se fixer. En 1981 [Omo 81] H.Omori et al. expriment leur embarras: ”it
continues to be a basic question when one may call a group G an infinite dimen-
sional Lie group.”. J.Milnor dégage dans [Mil 83] les concepts fondamentaux.
Un groupe de Lie de dimension infinie est, selon J.Milnor, un groupe muni d’une
structure de variét́e C∞ compatible avec les opérations de groupe; i.e. telle que
le produit (g, g′) 7→ g · g′−1 estC∞. Les espaces modèles sont des espaces vec-
toriels topologiques localement convexes Hausdorff et (séquentiellement) com-
plets et le calcul diff́erentiel utiliśe dans le cadre de ces espaces de dimension
infinie est celui de Ĝateaux. SiV est une varíet́e compacte le groupe Diff∞(V )
des diff́eomorphismesC∞ de V est un groupe de Lie modelé sur l’espace de
Fréchetχ∞(V ) des champs de vecteurs lisses surV . Bien ŝur ce point de vue
se heurteà nouveau aux difficultés qui ont rendu l’approche infinitésimale de
Sophus Lie quasiment ”impossible” pour reprendre le sentiment d’Élie Cartan
et que l’on interpr̀ete, aujourd’hui, par l’absence de théor̀emes fondamentaux du
calcul différentiel hors du cadre banachique. Le problème de l’extensioǹa ce
cadre-l̀a des second et troisièmes th́eor̀emes fondamentaux de Lie demeure tout
particulìerement ouvert. Et la recherche de s’orienter dans de nouvelles directions
[Sou 85, Daz 93].

La théorie de Cartan des pseudogroupes de Lie de type infini et la théorie
des groupes de Lie réguliers au sens de Milnor peuventêtre regard́ees comme
deux extensions de natures différentes de la notion classique de groupe de Lie.
La premìere est certes trop spécifique. D’une part en s’appuyant sur le théor̀eme
de Cauchy-Kovalevskaı̈a elle concerneessentiellementles ”groupes” de trans-
formations analytiques. D’autre part elle contient des limitations structurelles:
ainsi la classe des ”groupes” qu’elle décrit n’est pas stable par rapport aux
repŕesentations ou bien par passageà un sous-groupe d’isotropie. Sophus Lie
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soulignait par exemple que la double représentation du ”groupe” ǵeńeral à une
variable x̄ = f (x), ȳ = f (y) n’est pas d́ecrite par cette th́eorie. Par contraste, la
seconde s’av̀ere encore trop ǵeńerale pour̂etre efficace et se résume souvent̀a un
rôle purement descriptif. Mais quelles sont très pŕeciśement leurs diff́erences et
en particulier ne peut-on pas réinterpŕeter toute la th́eorie de Lie-Cartaǹa partir
du point de vue moderne exposé par J.Milnor? C’est là l’objet de notre śerie
d’articles. On constate que le rapprochement de ces deux extensions fournit un
doubleéclairage profitable aux deux théories.

Cette premìere partieétablit quelques bases nécessaires̀a un tel rapproche-
ment. La notion de ”formal Lie group” introduite par M.Kuranishi [Kur 59]
et voúee à la description abstraite d’un pseudogroupe de Lie est interprét́ee
géoḿetriquement comme une algèbre de Lieformellement pŕe-int́egrableen un
groupe de Lie de type Campbell-Baker-Hausdorff (voir section 4.2). Cela situe
le travail de Kuranishi dans le cadre des groupes et algèbres de Lie de type
CBH. L’analyse locale et formelle des pseudogroupes de Lie est ensuite pro-
longée par l’investigation du groupe formel d’isotropie. On montre en particulier
que le groupe formel d’isotropieG∞

O (n) d’un espacèa n ≥ 2 dimensions ŕeelles
est un groupe de Lie de dimension infinie de seconde espèce (voir section 4.3)
homotopeà O(n,R) (théor̀eme 4), tandis queG∞

O (1) est un groupe de Lie de
premìere esp̀ece non analytique homotopeàZ2. Il résulte de cette analyse que la
théorie locale et formelle d’une large classe de pseudogroupes de Lie contenant
les pseudogroupes transitifs s’inscrit dans un cadre d’algèbres de Liepresque
de seconde espèce. Plus pŕeciśement,à tout pseudogroupe de LieΓ de cette
classe est canoniquement associé une alg̀ebre de LieL∞(Γ ) décomposable en
une somme directeL∞(Γ ) = A

⊕
G . Dans cette d́ecompositionG est une

algèbre de Lie de type CBH de codimension finie qui s’intègre en un groupe de
Lie G de type CBH. Par suiteL∞(Γ ) est virtuellementintégrable au sens de
Lie III en le produitA

⊗
G où A “int ègre” A.

Les parties ult́erieures aborderont les problèmes plus d́elicats de la th́eorie
locale et non formelledes pseudogroupes de Lie et de la théorie globale.

2 Pseudogroupes de Lie

Soit V une varíet́e de dimension finie ind́efiniment diff́erentiable (resp. analy-
tique). Unpseudogroupe de transformationsΓ de V consiste en une famille de
difféomorphismes locaux, i.e. paires de la formep = (Dp, p̄) où Dp est un ouvert
de V et p̄ : Dp → V un difféomorphismeC∞ (respCω), satisfaisant en outre
aux quatre propriét́es suivantes:

1. p, q ∈ Γ implique p ◦ q = (q̄−1(Dp ∩ q̄(Dq)), p̄ ◦ q̄) ∈ Γ ,
2. p ∈ Γ implique p−1 = (p̄(Dp), p̄−1) ∈ Γ ,
3. (V , Id ) ∈ Γ ,
4. si p̄ est un diff́eomorphisme local d’un ouvertD ⊆ V à valeurs dansV et si

D = ∪αDα où lesDα sont des ouverts deV , alors (D , p̄) ∈ Γ si et seulement
si (Dα, p̄|Dα

) ∈ Γ pour tout indiceα.
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De la m̂eme fac¸on qu’un groupe de transformations, un pseudogroupe de trans-
formations d́etermine une relation d’équivalence surV ; les classes d’équivalence
sont appeĺees sesorbites. Un pseudogroupeΓ de transformations d’une variét́e
V est dit transitif si V est son unique orbite, et est ditprimitif si V n’admet pas
de feuilletageΓ -invariant non trivial (sinon il est ditimprimitif).

Un pseudogroupeΓ de transformations d’une variét́e analytique est ditpseu-
dogroupe de Lie de transformationss’il existe un syst̀emeS involutif [Car 45]
d’équations aux d́erivées partielles tel queΓ consiste exactement en l’ensemble
des transformations localesCω qui satisfontS . L’ ordre d’un pseudogroupe de
Lie est l’ordre minimum de son système d’́equations diff́erentielles de d́efinition.

3 Pseudogroupes abstraits de type F

L’objet de ce chapitre est de rappeler le cadre conceptuel dégaǵe par M. Kuran-
ishi. Il dérive du th́eor̀eme de Cartan-K̈ahler [Car 45] et donne lieùa une approche
abstraite et formelle. Bien qu’offrant une géńeralisation de la th́eorie classique
des groupes de Lie, ce point de vue est resté sans applications. On retrouve
néanmoins l’influence de cette approche formelle dans l’analyse de Singer et
Sternberg [SiS 65].

3.1 La classe des espaces modèles

Le théor̀eme de Cartan-K̈ahler fournit par voie purement technique un espace
”naturel” H de paraḿetrisation des transformations locales analytiques d’un
pseudogroupe de Lie. La première id́ee de Kuranishi consistèa ”formaliser”
l’espaceH en H , c’est-̀a-direà renplacer fonctions analytiques par développe-
ments de Taylor (voir exemple 2 et définition I.2 p. 229 [Kur 59]).H est un
espace vectoriel caractériśe par une structure de type F. Rappelons ce dont il
s’agit.

Soit H un espace vectoriel et pour tout entierl , Bl ⊆ H un sous-espace
vectoriel de dimension finiedl auquel on associe une basehl = {hl

1, . . . , h
l
dl }.

Définition 1 Une collection(H l ,Bl , hl ) constitue unestructure de type Fas-
socíeeà H si les conditions suivantes sont satisfaites:

1. · · · ⊆ H l +1 ⊆ H l ⊆ · · · ⊆ H 1 ⊆ H 0 = H ,
2. Hl = Bl

⊕
H l +1 pour tout l ∈ N,

3. Pour toute suite(ξl )l∈N où ξ l ∈ Bl , il existe un uniqueξ ∈ H tel queξ −
(ξ0 + · · · + ξ l ) ∈ H l +1, ∀l ∈ N. On noteξ la somme formelle

∑∞
l =0 ξ

l .
4. On peut trouver des entiers p, k et un ŕeel positif m1 ∈ R+ tels que pour l

assez grand

m1(l − k)p ≤ dim(H /H l ) ≤ m1(l + k)p.
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Il est clair que tout espace vectoriel de dimension finie admet une structure
de type F. Pour les applications qui nous concernentp caract́erise le nombre
maximal de variables ind́ependantes etm = m1p! la multiplicité de l’espace des
fonctions à p variables ind́ependantes. On vérifie aiśement quep et m1 sont
uniquement d́etermińes par la structure. Le couple (m, p) est ditcaract́eristique
de la structure. SiH s

p désigne la somme directe des copies deHp, l’espace des
séries formelles̀a p variables ind́ependantes, alorsH s

p admet pour caractéristique
(s, p).

Un syst̀eme S de caract̀eres est selon Kuranishi une collection finie et or-
donńee d’entiers non ńegatifs{s0, s1, . . . , sp} où sp /= 0. On noteH (S) la somme
directe H (S) = H s0

0

⊕
H s1

1

⊕ · · ·⊕H sp
p . H (S) est un espace vectoriel muni

d’une structure de type F de caractéristique (sp, p).
Selon Kuranishi, la structure de type F est une structure fondamentale qu’il

convient de ”conserver”. Cette idée lui permet de donner un sens précis au
commentaire suivant que fait E. Cartan [Car 45, no 69]: ”il convient de ne pas
donner un sens trop absolu(à la paraḿetrisation explicit́ee dans le th́eor̀eme
de Cartan-K̈ahler) [...].En réalité, le seul de ces entiers qui ait un sens absolu
est le nombre des fonctions arbitraires au nombre maximum de variables (σp si
σp /= 0).”

Définition 2 Soient H = (H l ,Bl , hl ) et H′ = (H ′l ,B′l , h′ l ) deux espaces vecto-
riels munis de structures de type F. Une application linéaireΛ : H → H ′ est un
morphisme de F-structures s’il existe un entier k tel queΛ(H l ) ⊆ H ′(l−k) pour
tout l .

H et H ′ sont alors dits isomorphes s’il existe une application linéaire bijective
Λ : H → H ′ telle queΛ et Λ−1 sont des morphismes de structures de type F.
Ainsi, l’application Λ : H1 × H1 → H1 qui à (

∑∞
n=0 anxn,

∑∞
n=0 bnxn) associe

(
∑∞

n=0 anx2n + bnx2n+1) est un morphisme bijectif qui n’est pas un isomorphisme
de F-structures. Pour la démonstration du th́eor̀eme suivant voir [Kur 62, prop.
9].

Théorème 1 Deux espaces vectoriels munis de F-structures sont isomorphes si
et seulement si ils ont m̂emes caract́eristiques.

A tout espace vectorielH muni d’une structure de type F on associe l’espace
cH des chemins formelsγ sans terme constant (i.e.γ(0) = 0). C’està nouveau
un espace vectoriel muni naturellement d’une F-structure. La caractéristique de
cH est (m, p + 1) si celle deH est (m, p).

3.2 La notion d’analyticit́e

Soit nl la dimension deH /H (l +1). On a nl = d0 + d1 + · · · + dl . On ŕeindexe
la famille {hl

j } en posanthnl−1+j = hl
j . Si hj ∈ Bl convenons avec Kuranishi

de noter| j |H l’entier l . Finalement associons̀a tout hj une variableaj
H et
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notonsI (H ) la collection desaj
H . Soit K [H ] l’anneau des polyn̂omes ayant pour

variables deśeléments deI (H ). Les polyn̂omes des variablesaj
H où | j |H≤ l

forment un sous-anneauK [H , l ]. Bien ŝur,

K [H ] = lim
→
l

K [H , l ].

La notion suivante d’application analytique formelle (Formal analytic map-
ping) està la base du travail de Kuranishi.

Définition 3 Une application analytique formelleΦ : H → H ′ est la donńee
pour tout entier m∈ N

? et pour toute variable aiH ′ de I(H ′) d’un polyn̂ome
Φi

m ∈ K [H ] vérifiant en outre la condition suivante: il existe un entier k fixé
tel queΦi

m est un polyn̂ome homog̀ene de degŕe m et de poids inférieur ouégal
à | i |H ′ +km, i.e.Φi

m est une combinaison linéaire de mon̂omes aj1H . . . ajm
H où

| j1 |H + · · ·+ | jm |H≤| i |H ′ +km.

Il faut concevoir une telle application comme une correspondance formelle

ξ ∈ H
Φ−→

∞∑
i =1

(
∞∑

m=1

Φi
m(ξ))h′i ,

laquelle n’a pas toujours un sens.Φ estdéfinieouconvergenteenξ si et seulement
si
∑∞

m=1Φ
i
m(ξ) converge pour touti . L’entier k est appeĺe degŕe deΦ.

Remarque.Les fonctions consid́eŕees ici sont sans terme constant, c’est-à-dire
que l’on restreint l’investigation aux fonctionsΦ telles queΦ(0) = 0.

Comme exemples importants notons que la dérivation est de degré +1, tan-
dis que l’int́egration est de degré −1. Le degŕe n’est cependant pas détermińe
univoquement. SiΦ est de degŕe k, Φ est de degŕe k′ pour tout entierk′ ≥ k.

La différentielle d’une application analytique formelle se définit sans diffi-
culté. Cela permet̀a Kuranishi d’́etendre dans ce contexte analytiquenon con-
vergent tous les th́eor̀emes fondamentaux du calcul différentiel (voir chap. I
§3 p. 236-241 [Kur 59]). Malheureusement, et comme le souligne (p. 248) M.
Kuranishi lui-m̂eme, ces th́eor̀emes n’ont qu’une portée tr̀es limit́ee et ne sont
certainement pas valides dans un contexte convergent.

Notons encore que toute application analytique formelleΦ : H → H ′ induit
naturellement une application analytique formelle etconvergentecΦ de l’espace
des chemins formels sans terme constantcH danscH ′.

3.3 Groupes et alg̀ebres de Lie de type F

La multiplication dans un pseudogroupe de Lie n’est pas toujours définie. De
fait, c’est essentiellement par passageà l’espace des chemins formels sans terme
constant que Kuranishi parvientà ǵeńeraliser la notion classique de groupe de
Lie.



600 T. Robart, N. Kamran

Définition 4 Soit H un espace vectoriel de type F. Une application analytique
formelle G : H ×H → H définit ungroupe de Lie formel de type Fdans l’espace
de paraḿetrisation H si elle satisfait aux conditions suivantes:

1. cG :c H ×c H →c H est associative et admet0 pour unit́e,
2. il existe une application analytique formelleI : H → H telle que

γ−1 =c I (γ)

pour toutγ ∈c H .

LorsqueH est un groupe de Lie formel de type F,H est naturellement mu-
nie d’une structure d’alg̀ebre de Lie formelleconvergente. Le calcul diff́erentiel
formel permetà Kuranishi d’́etendreà ce cadre les th́eor̀emes fondamentaux
de Sophus Lie (voir le chap. II p. 253-260 [Kur 59]). Toutefois, ces nouveaux
théor̀emes ne sont pas valides dans le contexte convergent de la théorie.

4 Groupes de Lie au sens de Milnor

Par groupe de Lie de dimension infinie on entend un groupe muni d’une struture
de varíet́e ind́efiniment diff́erentiable modelée sur un espace vectoriel localement
convexe Hausdorff śequentiellement complet compatible avec les opérations de
groupe. Le calcul diff́erentiel usuellement utilisé dans le cadre des espaces de
dimension infinie est celui de Ĝateaux. C’est́egalement celui que nous adoptons.
Nous renvoyons le lecteur̀a [Mil 83] et ses ŕeférences pour les définitions et
propríet́es fondamentales.

4.1 Groupes de Lie réguliers

L’ensembleC∞([0, 1],L (G)), des chemins lisses de l’algèbre de LieL (G), est
muni de la topologie de la convergence uniformeC∞. Selon J.Milnor [Mil 83],
un groupe de Lie est ditrégulier si l’ équation diff́erentielle ordinaire

g−1 · dg(t)
dt

= v(t) avecg(0) = e (1)

admet une solution lisseγv quel que soit le chemin lissev deL (G), et si la cor-
respondancev 7→ γv(1) deC∞([0, 1],L (G)) à valeurs dansG est ind́efiniment
diff érentiable. On dit alors, quev est ladérivée logarithmiquèa gauchedu chemin
γv. Remarquons que tous les groupes de Lie connus sont réguliers.
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4.2 Groupes et alg̀ebres de première esp̀ece

De nombreux groupes de Lie de dimension infinie admettent une carte canonique
de premìere esp̀ece; i.e. l’exponentielle est une carte au voisinage de l’élément
neutre. Ils d́efinissent une classeEXP de groupes de Lie de dimension infinie.
Un groupeG de EXP est ditde premìere esp̀ece.

Si L est une alg̀ebre de Lie topologique ayantZ pour centre, le quotient
K = L /Z est naturellement structuré en alg̀ebre de Lie topologique. On peut
identifierK à une sous-alg̀ebre de Lie topologique de l’algèbre de LieEnd (L )

des endomorphismes continus deL par l’injection K
ad
↪→ End (L ).

Définition 5 L est une alg̀ebre de Lie de première esp̀ece si la fonction expo-
nentielle est d́efinie dansK et structure

⋃∞
n=1(ExpK )n en un groupe de Lie de

premìere esp̀ece.

La classe des algèbres de Lie de première esp̀ece, not́ee L (EXP ), est
préciśement la classe associée à EXP .

Lorsqu’un groupe de première esp̀ece est analytique au sens de Gâteaux on
dira avec J.Milnor [Mil 83] qu’il est de type Campbell-Baker-Hausdorff ou de
type CBH. Cela d́efinit la classeCBH des groupes de Lie de type CBH. A
cette classe est naturellement associée la classeL (CBH ) des alg̀ebres de
Lie de type CBH caractériśees par l’analyticit́e locale de la śerie formelle de
Campbell-Baker-Hausdorff.

Les groupes de Lie banachiques, les nouvelles classes de groupes de Lie
construites dans [NRW 94], Les groupes de Lie nilpotents, les groupes de jauge,
et les groupes de Lie formels de type Campbell-Baker-Hausdorff construitsà
partir d’un ensemble fini d’éléments sont des exemples importants de groupes de
Lie de type CBH.

4.3 Groupes et alg̀ebres de Lie de seconde espèce

Soit G un groupe de Lie de dimension infinie d’algèbre de LieG . On dira que
G est un groupe de Lie de seconde espèce s’il existe pourG une d́ecomposition
en somme directeG =

⊕m
i =1 Gi de telle sorte que l’application

∏m
i =1 Expi , qui

à (x1, . . . , xm) ∈ G1 × · · · × Gm associe le produit Exp(x1) · · · · · Exp(xm) ∈ G,
définisse une carte de variét́e au voisinage de l’élément neutre. Afin de préciser
la ”multiplicit é” m de la d́ecomposition, on dira queG appartientà la classe
EXP m. Il est clair queEXP ⊂ EXP m ⊂ EXP m′ pour tout m < m′.
La définition de la classe associée d’alg̀ebres de Lie est analoguèa celle de
L (EXP ). Si L est une alg̀ebre de Lie topologique ayantZ pour centre,
notonsK = L /Z l’algèbre de Lie quotient. En identifiant naturellementK
à son image par la représentation adjointe, on a

Définition 6 L est une alg̀ebre de Lie de seconde espèce lorsque la fonction
exponentielle est d́efinie dansK et permet de structurer

⋃∞
n=1(ExpK )n en un
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groupe de Lie de seconde espèce. La classe des algèbres de Lie de seconde espèce,
not́ee ǵeńeriquementL (EXP m), est pŕeciśement la classe associéeà EXP m.

Lorsqu’une alg̀ebre de LieL admet une d́ecomposition en somme directe de
m algèbres de Lie de première esp̀ece et d’un sous-espaceA de dimension finie,
L = A

⊕m
i =1 Li , nous dirons qu’elle estpresquede seconde espèce d’ordre

m. Si en outre chaqueLi est int́egrable au sens de Lie III en un groupe de
premìere esp̀eceGi , L sera diteintégrable par parties. Cette alg̀ebre est alors
virtuellement int́egrableselon le produitA

⊗m
i =1 Gi .

4.4 Sous-alg̀ebres et sous-groupes de Lie

Un plongemententre deux varíet́esM et N de dimension infinie est une applica-
tion différentiableπ : M → N injective, telle que (dπ)x est injectif pour toutx.
Soit G une alg̀ebre de Lie topologique de dimension infinie. Une sous-algèbre
H (au sens alǵebrique du terme) deG est dite sous-alg̀ebre de Lie si l’injection
de H dansG est un morphisme continu. Il en est de même pour la notion de
sous-groupe de Lie. Il est clair que siH est un sous-groupe de Lie deG, son
algèbre de LieL (H ) est une sous-algèbre de Lie deL (G). Notons qu’alors la
topologie deH (resp.H ) est plus fine que celle deG (resp.G ).

4.5 Sur les th́eor̀emes fondamentaux de Lie

En dimension finie nombre de résultats de la th́eorie des groupes de Lie s’obtien-
nent facilement en raison de la très bonne correspondance entre groupe de Lie et
algèbre de Lie associée : le point de vue global (propriét́es du groupe de Lie) est
très largement refĺet́e par le point de vue infinitésimal (propríet́es de l’alg̀ebre de
Lie). C’est ce qu’illustrent parfaitement les second et troisième th́eor̀emes de Lie.
En revanche le situation en dimension infinie est très diff́erente. Le problème de
l’extension des second et troisième th́eor̀emes de Lie reste encore, dans une large
mesure, un problème ouvert.

Problème 1 (Lie II) Etant donńe un groupe de Lie G d’alg̀ebre de LieG , com-
ment caract́eriser les sous-alg̀ebres de LieH deG pour lesquelles il existe un
sous-groupe de Lie H de G admettantH pour alg̀ebre de Lie?

Problème 2 (Lie III) Caract́eriser les alg̀ebre de Lie topologique de dimension
infinie int́egrables en un groupe de Lie, en un schéma de groupe de Lie.

La notion de sch́ema de groupe de Lie, duèa van Est [Van 84], ǵeńeralise
la notion de groupe de Lie. Elle permet de traiter complètement Lie III pour
une large classe d’algèbres de Lie. Voir par exemple [Van 64, Van 84, Daz 95,
Les 92, Les 93, Rob 96].
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5 Pseudogroupes de Lie abstraits formels

L’objet de ce chapitre est de reprendre les idées de Kuranishi sous une forme
géoḿetrique. Cette approche offre un double avantage. Elle permet d’une part
de pŕeciser en quel sens la théorie de Kuranishi est non convergente et d’autre
part de fixer un cadre naturel d’étude valide aussi bien pour les pseudogroupes
de Lie de transformations analytiques que pour les pseudogroupes de Lie de
transformations seulement indéfiniment diff́erentiables. Il ŕesulteégalement que
la théorie formelle des pseudogroupes de Lie est une théorie d’alg̀ebres de Lie
de dimension infinie assez particulières. Tout pseudogroupe de LieΓ défini par
un syst̀eme involutif S d’équations aux d́erivées partielles est caractériśe par
une alg̀ebre de Lie formelleL = L (Γ ). Bien queL ne soit pasnaturellement
intégrable en un groupe de LieL au sens de Lie III, on montre que, dans une large
classe,L admet toujours une décomposition en somme directeL = K

⊕
H

telle queK est une alg̀ebre de Lie de dimension finie etH est une alg̀ebre
de Lie de dimension infinie intégrable pour Lie III. Dans ce casL est virtuelle-
ment int́egrable en un produit de groupes de LieK ⊗ H où K et H intègrent
respectivementK et H .

5.1 Alg̀ebres (formellement) pré-int́egrables

Une condition ńecessaire pour qu’une algèbre de Lie topologique séquentielle-
ment compl̀eteL soit int́egrable au sens de Lie III est qu’elle soitpré-int́egrable
(pour reprendre la terminologie introduite par J. Leslie [Les 93]), c’est-à-dire
qu’elle soit telle que l’espace des cheminsC∞(I ,L ), muni de la topologie de
la convergence uniforme et du crochet de Lie

[u, v](t) = [
∫ t

0
u(τ )dτ, v(t)] + [u(t),

∫ t

0
v(τ )dτ ]

soit une alg̀ebre de Lie int́egrable en un groupe de LieG diff éomorpheà son
algèbre de LieC∞(I ,L ). Si en outreG est de type Campbell-Baker-Hausdorff
nous dirons queL est une alg̀ebre de Lie pŕe-int́egrable de type CBH. Par
exemple, les alg̀ebres de Lie banachiques et plus géńeralement les alg̀ebres de
Lie de type CBH sont pré-int́egrables de type CBH. Les algèbres de Lie de
premìere esp̀ece sont toujours pré-int́egrables.

L’analyse formelle de Kuranishi utilise implicitement la notion d’algèbre
de Lie formellement pŕe-int́egrable. Soit L une alg̀ebre de Lie topologique
séquentiellement complète Hausdorff. On identifie l’espace des courbes formelles
de I = [0, 1] à valeurs dansL à l’espaceJ∞0 (I ,L ) des jets d’ordre infini de
source le point 0 des applications lisses deI à valeurs dansL . J∞0 (I ,L ) '∏∞

i =0 L est naturellement structuré en espace vectoriel séquentiellement complet
via la topologie Tychonov. Un chemin formelu ∈ J∞0 (I ,L ) est repŕesent́e
par la śerie formelleu(t) =

∑∞
n=0 untn où un ∈ L pour tout n. Définissons∫ t

0 u(τ )dτ par
∫ t

0 u(τ )dτ =
∑∞

n=0
1

n+1untn+1. Il est facile de voir que le crochet
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[u, v](t) = [
∫ t

0 u(τ )dτ, v(t)] + [u(t),
∫ t

0 v(τ )dτ ] est bien d́efini dansJ∞0 (I ,L ) et
fait de cet espace une algèbre de Lie topologique de dimension infinie.

Il est naturel de dire qu’une algèbre de LieL estformellement pŕe-int́egrable
(resp. de type CBH)si l’algèbre de LieJ∞0 (I ,L ) des chemins formels est
intégrable en un groupe de Lie (resp. de type CBH). En fait on a

Théorème 2 Pour toute alg̀ebre de Lie topologiqueL , l’algèbre de Lie
J∞0 (I ,L ) est int́egrable en un groupe de Lie exponentiel de type CBH. Par
conśequent toute alg̀ebre de Lie topologique est formellement pré-int́egrable de
type CBH.

Preuve. Soit J∞0,0(I ,L ) le sous-espace deJ∞0 (I ,L ) des chemins formels sans
terme constant.J∞0,0(I ,L ) muni du crochet naturellement induit par celui deL
est une alg̀ebre de Lie topologique de dimension infinie de type CBH intégrable
en un groupe de Lie CBH exponentiel. La dérivée logarithmique gauche quià
γ ∈ J∞0,0(I ,L ) associeΛγ = d

dτ |0H (γ−1, γ(t +τ )), où H désigne la śerie formelle
de Campbell-Baker-Hausdorff, réalise un isomorphisme d’espaces vectoriels

Λ : J∞0,0(I ,L )
'−→ J∞0 (I ,L ).

On d́emontre [Les 93] qu’il s’agit en fait d’un isomorphisme d’algèbres de
Lie. ut

Il r ésulte alors du th́eor̀eme 2 et du th́eor̀eme II.1 p. 255 de [Kur 59] que

Proposition 1 Tout groupe de Lie de type F est une algèbre de Lie de type
F formellement pŕe-int́egrable de type CBH, i.e. associée au produit formel de
CBH.

5.2 Quelques notations

Soit Gλ
O(n) = Diff O,loc(Rn) le groupe des germes de difféomorphismesC∞

définis au voisinage de l’origineO ∈ R
n, et qui fixent O. On montre que

Gλ
O(n) est muni d’une structure de groupe de Lie de dimension infinie modelé

sur χλO,0(n), l’algèbre de Lie des germes de champs de vecteurs indéfiniment
diff érentiables d́efinis au voisinage de l’origine dansRn et s’annulant enO. La
topologie naturellement associée à χλO,0(n) est de typeLF (limite inductive
d’espaces de Fréchet).

Soit G∞
O (n) la formalisation du groupe préćedentGλ

O(n). G∞
O (n) s’identifie

à l’image deGλ
O(n) par l’homomorphisme surjectifJ ∞ = π∞λ . Chacun de ses

éléments est un d́eveloppement de Taylor formel projeté dansGL(n,R) parπ1
∞.

Pour tout entierr > 1 on a donc la suite de groupesGλ
O(n)

J ∞
→ G∞

O (n)
πr
∞→

Gr
O(n)

π1
r→ GL(n,R) → 1.

De même d́esignons parχ∞O,0(n) la formalisation deχλO,0(n). C’est l’image
de χλO,0(n) par l’homomorphisme d’alg̀ebres de Lie surjectifJ ∞. Avec des
notationsévidentes on a la suite associée d’alg̀ebres de Lie
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χλO,0(n)
J ∞
→ χ∞O,0(n)

πr
∞→ χr

O,0(n)
π1

r→ End(n,R) → 0. (2)

5.3 L’algèbre de Lie locale

Soit χλO,0(n) l’algèbre locale d’isotropièa l’origine O de Rn. Pour tout entier
naturelq, désignons parχλO,q(n) la sous-alg̀ebre de Lie des germes de champs
de vecteurs tangents̀a l’ordre q au pointO avec le champ nul. On montre que
pour tout couple d’entiers 0≤ q ≤ q′, χλO,q′ (n) est un id́eal deχλO,q(n). De plus
[χλO,q′ (n), χλO,q(n)] ⊆ χλO,q+q′ (n). CommeχλO,q+1(n) ⊂ χλO,q(n) pour tout entier
q et

⋃
q∈N χ

λ
O,q(n) = χλO,0(n), on a unefiltration décroissantede l’algèbre locale

d’isotropie par lesχλO,q(n).
L’algèbreχλO,0(n) est munie d’une topologie naturelle. SoitF = {Bk}k∈N un

filtre décroissant de voisinages compacts de l’origine et soitTRn =
⋃

x∈Rn TxR
n

le fibré tangent trivial de la variét́eRn. Pour tout indicek, notonsΣk l’ensemble
des sections localesσ : Bk → TRn de classeC∞ du fibŕe trivial définies au-
dessus deBk . Identifions canoniquementTRn au produit cart́esien base par fibre
R

n × Rn et munissons la fibreRn d’une base (e1, . . . , en) à laquelle correspond
la base duale (dx1, . . . , dxn). Chaque section localeσ : Bk → TRn est main-
tenant perc¸ue comme une applicationC∞ de Bk à valeurs dans la fibre typeRn.
Pour tout multipletα = (α1, . . . , αn) d’entiersαi ∈ N notons∂α l’opérateur de
dérivation

∂α1
1 · · · ∂αn

n où ∂i désigne ∂
∂xi . A toute paire (j , α) constitúee d’un indice

j ∈ {1, . . . , n} et d’un multiplet d’entiersα associons la semi-normepj ,α définie
dansΣk par

pj ,α(σ) = sup
x∈Bk

| dxj (∂ασ(x)) | .

On montre que l’ensembleΣk muni de la famille{pj ,α} j∈N
α∈A

, où A est l’ensemble

des n-multiplets d’entiers, et de ses structures algébriques naturelles est une
algèbre de Lie topologique localement convexe Hausdorff et complète. La topolo-
gie Θk de Σk est une topologie de type Fréchet. Pour toutk < k′, Σk se pro-

jette linéairement et contin̂ument dansΣk′ , Σk
i k′
k
↪→ Σk′ . On a la projection na-

turelleΣk
iλk
↪→ χλO(n) etχλO(n) =

∑
k∈N i λk (Σk). L’algèbre de Lie locale s’identifie

algébriquement̀a la limite inductive des espacesΣk pour le syst̀eme diriǵe {i k′
k }.

Munissons
⊕

k∈N i λk (Σk) de sa topologie localement convexe de somme directe
[Köt 69]. La projection naturelle

⊕
k∈N i λk (Σk) → χλO(n) a un noyau ferḿe H0.

Par suiteχλO(n) muni de sa topologieΘ de limite inductive d’espaces localement
convexes est un espace localement convexe Hausdorff.Θ est une topologie de
type LF non stricte [K̈ot 69]. On montre

Proposition 2 L’algèbre de Lie localeχλO(n) munie de sa topologie de limite in-
ductive desΣk est une alg̀ebre de Lie topologique localement convexe Hausdorff
compl̀ete.
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La sous-alg̀ebre de Lie ferḿeeχλO,0(n) des germes de champs qui s’annulent
en l’origine est munie de la topologie induite. Il en est de même des sous-algèbres
χλO,q(n) pour tout entierq.

5.4 L’algèbre de Lie formelle

Il est clair que la structure de filtration décroissante présente dans l’alg̀ebre de Lie
locale est conservée par passagèa la formalisationχ∞O,0(n), c’est-̀a-direà l’algèbre
de Lie formelle d’isotropie. Considérons l’espace vectoriel gradué assocíe

γ(χ∞O,0(n)) =
∞∑

q=0

χ∞O,q(n)/χ∞O,q+1(n).

L’espace vectorielχ∞O,q(n)/χ∞O,q+1(n) s’identifie au noyau de la projectionπq
q+1 :

χq+1
O,0(n) → χq

O,0(n). Chaqueélément deχ∞O,q(n)/χ∞O,q+1(n) est repŕesent́e par un
champ de vecteurs dont les composantes sont des polynômes de degré q + 1. On
munitχ∞O,0(n) de la topologie Tychonov naturellement induite sur l’espace vecto-
riel gradúe assocíe. Cela fait de l’alg̀ebre formelle d’isotropie une algèbre de Lie
topologique de dimension infinie localement convexe Hausdorff et complète.
L’espace vectoriel sous-jacent est un espace vectoriel adapté. La projection

χλO,0(n)
J ∞
→ χ∞O,0(n) est clairement continue de sorte que la suite (2) est une

suite d’homomorphismes continus d’algèbres de Lie.

5.5 Le groupe local d’isotropie

Théorème 3 Le groupe d’isotropie GλO(n) des germes de diffémorphismes C∞

définies au voisinage de l’origine deRn est un groupe de Lie d’alg̀ebre de Lie
χλO,0(n). Il a le même type d’homotopie que O(n,R).

La démonstration du th́eor̀eme 3 d́epend du lemme suivant

Lemme 1 L’id éal Gλ
O,1(n) des germes de difféomorphismes C∞ ayant un contact

d’ordre 1 avec la transformation identique est un groupe de Lie difféomorphèa
son alg̀ebre de LieχλO,1(n).

Preuve. Consid́erons comme unique carteφ : χλO,1(n) → Gλ
O,1(n) qui au germe

de champ de vecteursX associe le germe de difféomorphismeφ(X) : x 7→ x +
X(x), not́e Id +X. Il est clair queφ est bijective. Dans cette carte la multiplication
de groupe prend la formeX ? Y = Y + X ◦ (Id + Y). On v́erifie que le produit et
l’inversion sont ĜateauxC∞. ut

Finalement le th́eor̀eme 3 s’obtient en modelant localementGλ
O(n) sur la

somme directeEnd (n,R)
⊕

χλO,1(n) via l’application Exp
⊗

φ qui associeà
(A,X) ∈ End (n,R)

⊕
χλO,1(n) le germe de transformation Exp(A) ◦ φ(X). ut
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5.6 Le groupe formel d’isotropie

Dans cette section on démontre que le groupe d’isotropie formelG∞
O (n) est muni

d’une structure de groupe de Lie de seconde espèce modeĺe sur l’alg̀ebre de Lie
topologique formelleχ∞O (n). Le groupe formelG∞

O (n) se d́ecompose naturelle-
ment selon le produit semi-directG∞

O (n) = GL(n,R) / GO,1(n), où GO,1(n) est
le sous-groupe d’isotropie constitué des transformations formelles tangentesà
l’ordre 1 avec l’identit́e. Rappelons qu’un groupe de LieG d’algèbre de LieG
est ditexponentielsi l’exponentielle de groupéetablit un diff́eomorphisme deG
sur G. Il se trouve queGO,1(n) admet une structure canonique de groupe de Lie

Campbell-Baker-Hausdorff de type exponentiel: Exp :χO,1(n)
∼=→ GO,1(n). Par

suite son homotopie est trivialeGO,1(n) ' (∗) et O(n,R) apparâıt comme un
rétract fort du groupe d’isotropie formelG∞

O (n) ' O(n,R).

5.6.1. Structure de seconde espèce. On commence paŕetablir le lemme suivant

Lemme 2 Pour tout entier r, le groupe d’isotropie GrO,1(n) est un groupe de Lie
de dimension infinie de type CBH exponentiel.

Preuve. Pour cela il suffit de montrer que les groupes quotientGr
O(n) = G∞

O (n)
/G∞

O,r (n) sont exponentiels pour tout entierr . Fixons unr arbitraire. Comme
l’algèbre de LieL r

1 = χr
O,1(n) est nilpotente,L r

1 munie de la śerie de Campbell-
Baker-Hausdorff est un groupe de Lie exponentielLr

1 de dimension finie. D’autre
part, chaqueGr

O,1(n) est simplement connexe. Pour le voir il suffit de considérer
l’unique carteφr : χr

O,1(n) → Gr
O,1(n) qui à X associeId + X. L’injection

canonique de l’alg̀ebre de LieL r
1 deLr

1 dans l’alg̀ebre de Lieχr
O,1(n) deGr

O,1(n)
se rel̀eve donc en un isomorphisme de groupes de Lie. Autrement dit, on a

L r
1

Id−→ χr
O,1(n)

Id ↓ ↓ Exp

Lr
1

∼=−→ G+,r
O,1(n)

pour tout entierr . Il en résulte que le groupe de dimension infinieGO,1(n)
est un groupe de type Campbell-Baker-Hausdorff difféomorphe via la fonction
exponentiellèa son alg̀ebre de Lie, ce qui achève la d́emonstration. ut
Théorème 4 Le groupe formel d’isotropie G∞O (n) d’un espacèa n dimensions
réelles est un groupe de Lie de dimension infinie de seconde espèce d’ordre 2
modeĺe sur χ∞O,0(n) = End (n,R)

⊕
χO,1(n). Il est homotopèa O(n,R), i.e.

G∞
O (n) ' O(n,R).

Preuve. La premìere assertion est une conséquence de la structure de produit
semi-direct pourG∞

O (n) décrite par la suite courte exacte de groupes de Lie

1−→ GO,1(n) −→ G∞
O (n) −→ GL(n,R) −→ 1.

La seconde partie est déduite du lemme 2. ut
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5.6.2. Traitement analytique.Nous avons montré que pour tout entiern, le
groupe formel d’isotropieG∞

O (n) est un groupe de Lie de seconde espèce d’ordre
2, c’est-̀a-dire qu’appartient̀a EXP 2. Il est important de savoir dans quels
cas G∞

O (n) est en fait un groupe de première esp̀ece. Lorsque ce n’est pas le
cas, il est toujours intéressant de pouvoir caractériser les sous-groupes de Lie de
premìere esp̀ece. Cet objectif est atteint par intégration de l’́equation diff́erentielle
de d́efinition d’un groupèa un param̀etre.

Soit g : (xi )i∈{1,...,n} → (Xj )j∈{1,...,n} une transformation formelle deG∞
O (n)

définie par

Xj =
∞∑

d=1

∑
il∈{1,...,n}
l∈{1,...,d}
i1≤···≤id

aj
i1···id xi1 · · · xid .

Supposons queg préserve l’orientation, c’est-à-dire que le d́eterminant det(aj
i )

soit strictement positif. Nous voulons savoir dans quelle mesure il existe un
unique champ formel de vecteursW =

∑n
k=1 Wk∂k avec

Wk =
∞∑

d=1

∑
il∈{1,...,n}
l∈{1,...,d}
i1≤···≤id

bk
i1···id xi1 · · · xid ,

et un arc analytiqueγ : t ∈ [0, 1] 7→ γt de transformations formelles qui
préservent l’orientation satisfaisantà l’équation diff́erentielle

∂tγ(t , x1, . . . , xn) = W ◦ γ(t , x1, . . . , xn) (3)

et aux conditions aux limitesγ0 = Id et γ1 = g. S’il existe une telle solution,
l’arc γt : (xi )i∈{1,...,n} → (Xj )j∈{1,...,n} prend la forme

Xj =
∞∑

d=1

∑
il∈{1,...,n}
l∈{1,...,d}
i1≤···≤id

αj
i1···id (t)xi1 · · · xid ,

les coefficientsαj
i1···id (t) étant des fonctions analytiques de la variablet . Pour

tout jet analoguèa α nous utiliserons la notation suivante : quel que soit l’entier
d on d́esignera par [α]d la matrice

(αj
i1···id ) j∈{1,...,n}

il∈{1,...,n}
l∈{1,...,d}
i1≤···≤id

à n lignes et Cd
n+d−1 colonnes. En comparant les coefficients d’ordre 1 de

l’ équation (3) on obtient
d
dt

[α]1 = [b]1 · [α]1, (4)
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le point ”·” représentant la multiplication matricielle. NotonsV le voisinage
de l’origine dansEnd (n,R) constitúe des matrices dont les valeurs propresλi

ont une partie imaginaire qui satisfaità | =(λi ) |< π. On sait que l’application
exponentielle du groupeGL(n,R) restreinteà V est un isomorphisme. Donc si
(aj

i ) ∈ ExpV l’ équation (4) admet une unique solution analytique qui satisfait
aux conditions aux limites imposées. Soit [α]1(t) = Exp(t [b]1) cette solution. En
comparant les coefficients d’ordrem dans l’́equation (3) on obtient

d
dt

[α]m = [b]1 · [α]m + [b]m · [Am] + [c]m (5)

où [Am] est une matrice carrée d’ordreCd
n+d−1 dont les coefficients sont des

polynômes homog̀enes d’ordrem uniquement des coefficients de [α]1 et [c]m

est une matrice dont les coefficients sont des polynômes des coefficients de [α]k

pour 1≤ k ≤ m− 1 et [b]k pour 2≤ k ≤ m− 1. Supposons que nous ayons
détermińe par induction les [α]d et [b]d pour tout entierd ≤ m− 1. L’équation
(5) s’intègre selon

[a]m = [k]m + e[b]1
∫ 1

0
e−t [b]1

[b]m · [Am](t)dt

où [k]m est une matrice constante. Pour pouvoir intégrer (3) avec l’unique re-
striction (aj

i ) ∈ ExpV et ce en toute ǵeńeralit́e il est ńecessaire et suffisant de
s’assurer que les opérateurs lińeaires

Λm : [b]m 7→
∫ 1

0
e−t [b]1

[b]m · [Am](t)dt

sont inversibles pour tout entierm.

Proposition 3 La transformation formelleg admet au moins un logarithme si le
spectre de [b]1 est ŕeel.

Avant de prouver cette proposition notons un corollaire immédiat. Pour cela,
nous dirons qu’un sous-groupeH de transformations formelles deG∞

O (n) est
scalaire si le spectre de [b]1 est ŕeel pour toutW de l’algèbre de LieH de
H . Par exemple le produit semi-direct deT(n,R) avecGO,1(n) où T(n,R) est
le groupe trigonal large supérieur (ou bien inf́erieur) est un sous-groupe de Lie
scalaire deG∞

O (n) pour toutn.

Corollaire 1 Tout sous-groupe de Lie scalaire de transformations formelles de
G∞

O (n) est un groupe de Lie de première esp̀ece.

En revanche on a

Proposition 4 Pour tout entiern ≥ 2 le groupe formel d’isotropieG∞
O (n) est un

groupe de Lie de seconde espèce qui n’est pas de première esp̀ece. Cela prouve
que l’inclusionEXP ⊂ EXP 2 est stricte.
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Preuve. (des propositions 3 et 4) Le complexifiéΛm
C

deΛm se triangularise avec
[b]1 et admet pour valeurs propes

{ eλi1+···+λim−λk − 1
λi1 + · · · + λim − λk

}1≤i1≤···≤im≤n

k∈{1,...,n}

où {λk}1≤k≤n est le spectre de [b]1 ut
Remarque.Les oṕerateursΛm s’interpr̀etent ǵeoḿetriquement en terme de la
diff érentielledExpb où b désigne le champ de vecteur formel linéaire de com-
posante [b]1. En effet on a l’identit́e [Gra 93]

Exp(−b)?dExpb =
∫ 1

0
Ad(Exp(−tb))dt,

pour tout b appartenant̀a l’algèbre de Lie d’un groupe de Lie de dimension
infinie au sens de Milnor.

Proposition 5 Le groupe formel d’isotropieG∞
O (1) de la droite ŕeelle est un

groupe de Lie de première esp̀ece non analytique qui est exponentiel. Cela prouve
que l’inclusionCBH ⊂ EXP est stricte. Bien ŝur G∞

O (1) = Z2
⊗

G+,∞
O (1)

est homotopèa Z2.

Preuve. C’est essentiellement une conséquence du corollaire 1. Pour la non an-
alyticité au sens de Ĝateaux on montrera que la série formelle d́efinie dans
χ∞0 (1)× χ∞0 (1) par (x, y) 7→ c(adx)y =

∑∞
k=0(adx)ky, n’est pas analytique dans

un voisinage de (O,O). ut

5.6.3. Second th́eor̀eme de Lie.

Théorème 5 (Lie II EXP ) Toute sous-alg̀ebre de Lie ferḿeeH de l’algèbre
de Lie G d’un groupe de Lie G de première esp̀ece (resp. CBH) est l’alg̀ebre
de Lie d’un unique groupe de Lie H de première esp̀ece (resp. CBH) connexe et
plonǵe dans G.

Ce th́eor̀eme s’applique trivialement̀a G∞
O (1). Il n’est pas valide pour la

classe ǵeńerale des groupes de Lie de seconde espèce dont font partie lesG∞
O (n)

pour n ≥ 2. Toutefois on a pour tout entiern

Théorème 6 (Lie II G∞
O (n)) Toute sous-alg̀ebre de Lie ferḿee H de χ∞O,0(n)

est l’algèbre de Lie d’un unique groupe de Lie H de seconde espèce connexe et
plonǵe dans G∞O (n).

Preuve. Soit G l’intersection H ∩ χ∞O,1(n). C’est une sous-algèbre de Lie
fermée deH de dimension infinie siH est de dimension infinie. Comme
c’est également un id́eal il existe un sous-espaceK de dimension finie tel que
H = K ⊕ G . L’algèbre de LieH s’intègre donc en un sous-groupe de Lie
connexeH de seconde espèce (pour cette d́ecomposition) qui est une extension
centraleK / G d’un groupe de Lie de dimension finieK par le groupe de Lie
connexeG qui intègreG . ut
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5.7 Pseudogroupes de Lie formels et abstraits

La théorie formelle et abstraite des pseudogroupes de Lie de type infini, pour
n’être pas une th́eorie de v́eritables groupes, n’entre certainement pas dans le
cadre de la th́eorie des groupes de Lie au sens de J.Milnor. Cependant elle
s’interpr̀ete toujours et de fac¸on tr̀es satisfaisante en termes d’algèbres de Lie
topologiques de dimension infinie. Ce point de vue est clairement illustré par le
travail de Kuranishi. C’est un corollaire du théor̀eme de Cartan-K̈ahler. Le but
de cette section est de préciser pour une large classe de pseudogroupes de Lie
de type infini la structure de l’alg̀ebre de Lie topologique formelle naturellement
assocíeeà un tel pseudogroupe.

Définition 7 Un pseudogroupe de Lie localΓ sera ditplat s’il est isomorphèa
un pseudogroupe de Lie normal caractérisé par des constantes de structure Ck

ij

et ai
js indépendantes des invariants.

Bien ŝur, tout pseudogroupe de Lie transitif est plat.

Théorème 7 Tout pseudogroupe de Lie platΓ est formellement caractérisé par
une alg̀ebre de Lie topologiqueL∞(Γ ) presquede seconde espèce int́egrable par
parties. Plus pŕeciśementL∞(Γ ) admet toujours une d́ecomposition en somme
directe

L∞(Γ ) = A
⊕

G où G est une sous-alg̀ebre de Lie de type CBH de
codimension finie. En outreG est int́egrable au sens de Lie III en un groupe de
Lie G de type CBH. Par suiteL∞(Γ ) estvirtuellementintégrable en un produit
A
⊗

G.

Preuve. Soit Γ̃ un ”groupe continu” normal agissant au voisinage d’un pointO
d’un espace de dimensionr de coordonńeesx1, . . . , xr et isomorphèa Γ . On
peut toujours choisir les coordonnées de telle fac¸on queΓ̃ soit d́efini comme
l’ensemble des transformations locales qui laissent invariantes lesν dernìeres
coordonńeesxr−ν+1, . . . , xr (ν valant 0 dans le cas transitif) etr formes de Pfaff
ω1, . . . , ωr dont les coefficients d́ependent dep indétermińees suppĺementaires.
Les équations de structure dẽΓ sont

dωi =
1
2

Ci
jkω

j ∧ ωk + ai
jλω

j ∧ ω̄λ,

les formes ¯ωλ, au nombre dep, étant d́efinies sur le prolongement d’ordre 1 de
dimensionr + p de l’espace òu op̀ere Γ̃ . Par hypoth̀ese, les coefficientsCi

jk et
ai

js peuventêtre suppośes constants. Le tableauai
js étant involutif, il est toujours

possible de choisir [Car 04, no 21] les ω̄λ de telle sorte que

dω̄λ =
1
2
γλαβω̄

α ∧ ω̄β + δλkαω
k ∧ ω̄α +

1
2
ελij ω

i ∧ ωj ,

où les coefficientsγλαβ , δλkα et ελij sont constants.
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L’espace compĺementaireA est constitúe des transformations infinitésimales
de Γ̃ qui, lorsqu’elles sont prolongées au premier ordre (l’espace de dimension
r + p), laissent invariantes lesp formesω̄λ.

Par constructionA repŕesente la partie affine dẽΓ . Il en résulte queL∞(Γ )
admet la d́ecomposition en somme directe

L∞(Γ ) = A
⊕

G où G ' L∞(Γ )O,1 est repŕesent́e par les champs de
vecteurs formels deL∞

O (Γ ) tangents̀a l’ordre 1 avec le champ nul.ut
La théorie formelle des pseudogroupes de Lie plats est donc une théorie

d’algèbres de Lie topologiquespresquede seconde espèce d’ordre 2. Le produit
trivial A

⊗
G (écrit dans cet ordre) est l’objet qui représente de fac¸on abstraite

le pseudogroupe de Lie platΓ assocíe. On peut le regarder comme un fibré en
groupes de Lie de dimension infinie au-dessus d’un espaceA qui est souvent
un groupe de Lie de dimension finie. La théorie classique des groupes de Lie
correspond̀a une fibre triviale.
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J.Math. vol.5, N2, (1981), 365-397

[Rob 94] T. Robart, Th̀ese, Universit́e Aix-Marseille II, 1994
[Rob 96] T. Robart, C. R. Acad. Sci. Paris, t.322, Série I, p. 1071-1074, 1996
[SiS 65] I.M. Singer, S. Sternberg: The infinite groups of Lie and Cartan. I. The transitive groups,

J. d’Anal. Math.15 (1965), 1-114
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