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D�edi�e �a R. Thom

Soit f une fonction analytique r�eelle sur un ouvert de Rn et soit ∇f son
gradient pour la structure euclidienne canonique de Rn. Au d�ebut des ann�ees
soixante S. Lojasiewicz et R. Thom prouvent dans [Lo1], [Th1] que les ensem-
bles limites des courbes int�egrales de ∇f sont constitu�es de points singuliers
isol�es de f. Ainsi l’�etude de la dynamique de ∇f se ram�ene essentiellement
�a l’�etude des bassins d’attraction de ses points singuliers. Pour construire une
strati�cation raisonnable d’un tel bassin, R. Thom a propos�e d’�etudier tout
d’abord la conjecture suivante:

Conjecture du gradient. Les courbes int�egrales de ∇f poss�edent des tangentes
en leurs points limites.

Cette conjecture est prouv�ee lorsque le cône tangent de f n’est pas “trop”
d�eg�en�er�e. Apr�es avoir �enonc�e ce r�esultat nous le d�emontrons en utilisant des
�eclatements sph�eriques des points singuliers de f. Ceci est ensuite utilis�e pour
prouver le r�esultat suivant.

Th�eor�eme d’existence de vari�et�es invariantes. Soit a un point singulier de f.
Il existe une famille de courbes analytiques lisses � passant par a qui sont
tangentes �a ∇f. Leur r�eunion S est un sous-ensemble sous analytique. Le
cône tangent de S au point a est un sous-ensemble semi-alg�ebrique C dont
les �equations-in�equations sont d�etermin�ees par la partie initiale de f. En�n; il
existe un isomorphisme sous-analytique de S sur C qui envoie chaque courbe
� sur sa tangente au point a.

L’ensemble S joue un rôle central dans la dynamique de ∇f au voisi-
nage de a. Il permet une description partielle du bassin d’attraction de a.
Par exemple, lorsque a est un maximum local de f on peut dire, avec le
langage de R. Thom, que S est un “centre organisateur” du bassin d’attraction
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de a pour ∇f. Notons que ce r�esultat illustre la sp�eci�cit�e des champs de
gradient puisque qu’un champ de vecteurs analytique r�eel ne poss�ede pas en
g�en�eral de courbes invariantes analytiques passant par ses points singuliers.
Le plan de ce travail est le suivant. Dans le chapitre I, nous �xons les

notations qui seront utilis�ees dans toute la suite et rappelons le th�eor�eme de
Lojasiewicz-Thom. Dans le chapitre II, nous �etudions “l’�eclat�e sph�erique” d’un
gradient et nous d�emontrons des r�esultats d�ej�a connus sur la conjecture de Thom
qui nous sont utiles dans la suite. Dans le chapitre III, nous �enon�cons de fa�con
pr�ecise le th�eor�eme ci-dessus en termes d’�eclat�e sph�erique et nous le prouvons.
En�n, dans le chapitre IV, nous montrons que les r�esultats classiques sur la
conjecture de Thom et ce th�eor�eme restent vrais pour les champs de gradient
d�e�nis �a partir d’une structure riemannienne quelconque.
Ce travail doit beaucoup �a l’atmosph�ere stimulante que j’ai rencontr�e �a

l’I.M.P.A. lors d’un trop bref s�ejour, plus particuli�erement �a J. Palis et �a
C. Camacho. Ce sont des discussions avec N. Kuiper [Ku2] et la lecture de la
th�ese de Hu [Hu] qui m’ont incit�e �a m’int�eresser aux gradients.

I Propri�et�es topologiques et m�etriques des orbites d’un gradient

Dans les trois premiers chapitres, Rn est muni de sa structure euclidienne
canonique. Dans toute la suite f d�esigne une fonction analytique sur un
voisinage U de l’origine 0 de Rn qui s’annule en 0. On note Singf =
{x ∈ U=df (x) = 0} son lieu singulier et on suppose que 0 appartient �a Singf.
Dans les coordonn�ees canoniques x = (x1; x2; : : : ; xn) de Rn on note:

∇f(x) = @f
@x1
(x) · @

@x1
+
@f
@x2
(x) · @

@x2
+ · · ·+ @f

@xn
(x) · @

@xn
le champ de gradient de f pour la structure euclidienne. Si t → (t) est une
courbe int�egrale maximale de ∇f, la fonction t → f((t)) est strictement
croissante puisque:

d
dt
(t) = ∇f((t)); d

dt
f((t)) = ‖∇f((t))‖2 :(1)

Chaque courbe int�egrale de ∇f coupe l’hypersurface de f−1(0) en un point
au plus. La dynamique de ∇f au voisinage du point 0 se d�eduit clairement
de celle de ∇(−f2). Nous supposerons dans toute la suite que: f 5 0 et
Singf ⊂ f−1(0), ce qui n’est pas restrictif pour une �etude, au voisinage de 0,
de la dynamique de ∇f.
Th�eor�eme de S. Lojasiewicz et R. Thom [Lo1], [Th1]. Il existe un voisinage
V de 0 contenu dans U tel que les courbes integrales maximales t → x (t)
de ∇f; de conditions initiales les points x (0) = x de V; poss�edent les pro-
pri�et�es suivantes:
i) x est d�e�nie sur R+ et x (R+) ⊂ V a une longueur �nie.
ii) x poss�ede un unique point !-limite !(x) = limt→∞ x (t) et r : x → !(x)
est une r�etraction de V sur Singf ∩ V .
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Certains arguments de la preuve de ce th�eor�eme �etant utilis�es dans les
chapitres suivants, nous allons la rappeler bri�evement. Les d�e�nitions et les
propri�et�es �el�ementaires sur la dynamique des champs de vecteurs peuvent-être
vues dans [Me, Pa]. Rappelons cependant que !(x) =

⋂
t¿0 ((t;∞)).

Preuve. Supposons que U = V (�; �) = {x=|x|¡ �; |f(x)|¡ �} et que l’on
a l’in�egalit�e de Lojasiewicz [Lo1] sur U : il existe �; � ¿ 0 avec � ¡ 1 tels
que |f(x)|� ¡ �‖∇f(x)‖, pour tout x ∈ U . En utilisant (1), on en d�eduit la
majoration suivante:∥∥∥∥ ddt x (t)

∥∥∥∥¡ �
‖f(x (t))‖� · d

dt
f(x (t))

si x est d�e�ni sur [0; t0] et t appartient �a [0; t0]. Il existe �′, �′¿0 avec �′¡1
tels que:

t0∫
0

∥∥∥∥ ddt x (t)
∥∥∥∥ dt¡�′|f(x)|�′ :(2)

D’apr�es l’argument de “majoration �a priori” des solutions d’une �equation
di��erentielle, il existe �′, �′ tels que, pour tout x appartenant �a V (�′; �′), x
est d�e�nie sur R+ et x (R+) est de longueur �nie. L’ensemble !(x) �etant
connexe, il est constitu�e d’un seul point not�e !(x) = limt→∞ x (t) = r(x).
Soit rc l’application de V (�′; �′) dans U d�e�nie par:

rc(x) = x si f(x)=c et rc(x) = f−1(c) ∩ x (R+) si f(x)5c :

D’apr�es (2), la longueur de l’arc de x joignant rc(x) �a r(x) est major�ee par
�′|c|�′ et on a ‖rc(x)− r(x)‖¡�′|c|�′ . La fonction r = r0 est limite uniforme
des rc pour c tendant vers 0. Ce qui prouve iii) en prenant pour V la r�eunion
des x (R+) pour x dans V (�′; �′):

II Eclat�e d’un gradient et conjecture de Thom

Dans ce chapitre et le suivant, on suppose que f v�eri�e ∗ (f 5 0, Singf
= f−1(0)) et les conclusions du th�eor�eme de Lojasiewicz-Thom sur un
voisinage V de 0 : toute courbe int�egrale  de ∇f est d�e�nie sur R+ et
r : (0) → !() = limt→∞ (t) est une r�etraction de V sur Singf ∩ V .
L’�etude locale de la dynamique de ∇f se ram�ene �a l’�etude des bassins
d’attraction r−1(a) des points a de Singf. Un outil fondamental dans cette
�etude est “l’�eclatement sph�erique de centre a de ∇f”. Nous allons le d�e�nir
dans le premier paragraphe et nous en d�eduirons deux propositions plus
ou moins connues sur la conjecture de Thom dans les paragraphes
suivants.
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1 Eclatement de centre 0 de ∇f
Dans toute la suite, on �ecrit f =

∑
k=2 fk; � = 2 le d�eveloppement de

Taylor de f en 0. Les fk sont des polynômes homog�enes de degr�e k en
x = (x1; x2; : : : ; xn). Soit

� : R+ × Sn−1 → Rn; �(r; X ) = rX

l’�eclatement sph�erique du point 0, Sn−1 d�esignant la sph�ere de rayon 1 pour
la m�etrique euclidienne. On pose F(r; X ) = f(rX ) =

∑
k=� r

kFk(X ) o�u les
Fk sont les restrictions des fk �a Sn−1. La restriction de � �a (R+\{0})× Sn−1
est un isomorphisme sur Rn\{0}. L’image r�eciproque par cette restriction de
la structure euclidienne (canonique) e = 〈 ; 〉 est une structure riemannienne
E = �∗(e). La restriction de ∇f �a Rn\{0} est l’image par � du champ de
gradient ∇F de F pour cette structure. Ceci se traduit par les formules suivantes
(pour r¿0):

∇f(rX ) = D�(∇F)(r; X ); E(r; X )(∇F(r; X ); •) = dF (r; X )(•) :
Calculons E en fonction de dr et des dX i o�u X = (X1; X2; : : : ; Xn) avec∑
X 2i = 1:

E(r; X ) = �∗
(∑

(dxi)2
)
= dr2 + r2

∑
(dX i)2 :

Posons E1 =
∑
(dX i)2 la structure riemannienne (canonique) de Sn−1 induite

par la structure euclidienne e. En “dualisant” par E la di��erentielle de F on
obtient:

∇F(r; X ) = ∑
k=�

kr k−1 Fk(X ) · @=@r + r k−2∇Fk(X ) ;

o�u ∇Fk(X ) est le dual de dFk(X ) pour E1; c’est-�a-dire le gradient de Fk
pour E1.

2 Eclat�e divis�e d’un gradient

La restriction de ∇F au diviseur 0× Sn−1 est identiquement nulle pour �=2.
Il existe un entier p=0 et un champ de vecteurs ∇̃f analytique sur R+×Sn−1,
non identiquement nul sur le diviseur, tel que ∇F = rp∇̃f. Les champs ∇F
et ∇̃f ont le même portrait de phases pour r ¿ 0. Pour les comparer sur le
diviseur, distinguons deux cas.

a) F� est constante. Le polynôme homog�ene f� est une fonction de
∑
x2i et �

est pair. Il existe a¡ 0 tel que f�(x) = a(
∑
x2i )

�=2. On a alors p = � − 1 et
le champ ∇̃f s’�ecrit:

∇̃f = �a @
@r
+∇F�+1 + 0(r) ;

o�u 0(r) d�esigne un “in�niment petit d’ordre 1” en r. Les courbes int�egrales
de ∇̃f coupent transversalement le diviseur. Par chaque point X du diviseur
passe une unique courbe int�egrale ̃X de ∇̃f. La courbe image �( ̃X )\{0}
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est une courbe int�egrale X de ∇f tangente au vecteur X en 0. La r�eunion
�X = X ∪ −X ∪ {0} est une courbe analytique invariante de ∇f tangente �a
la direction X . Ceci prouve �evidemment le th�eor�eme dans ce cas particulier et
permet de d�ecrire compl�etement le bassin d’attraction du point 0.

b) F� n’est pas constante. Dans toute la suite, on suppose que cette condition
est r�ealis�ee. On a alors p = �− 2 et:

∇̃f(r; X ) = ∑
k=�

k r k−� Fk(X ) · r @
@r
+ r k−�∇Fk(X )(3)

est un champ de vecteurs tangent au diviseur 0×Sn−1. Sa restriction au diviseur
identi��e �a Sn−1 est ∇F�. L’�equation di��erentielle correspondant �a ∇̃f s’�ecrit:

dr
dt
= r(�F(X ) + 0(r)) ;

dX
dt

= ∇F�(X ) + 0(r) ;(4)

o�u les 0(r) sont des fonctions analytiques sur un voisinage du diviseur nulles
pour r = 0. Nous allons utiliser ∇̃f pour �etudier la conjecture suivante.

3 Conjecture de Thom [Th2, Th3]: Les courbes int�egrales de ∇f poss�edent
des tangentes en leurs points !-limites.

Soit t → (t) une courbe int�egrale  de ∇f dont 0 est l’ensemble !-limite.
Il existe une unique courbe int�egrale ̃ de ∇̃f dont l’image par � est la courbe ,
�a un changement de param�etrage pr�es. L’�etude du bassin d’attraction de 0 se
ram�ene �a l’�etude des courbes int�egrales de ∇̃f:

t → ̃(t) = (r(t); X (t)) avec lim
t→∞ r(t) = 0 :

L’ensemble !-limite de ̃ not�e !( ̃) est l’ensemble des points (0; X ) du diviseur
tels que:

X = lim
n→∞ X (tn) o�u lim

n→∞ {tn} =∞ :

En identi�ant le diviseur et Sn−1; !( ̃) s’identi�e �a l’ensemble D() ⊂ Sn−1

des directions limites (unitaires) des s�ecantes en 0 pour la courbe ; c’est-�a-
dire, X appartient �a D() si et seulement si il existe une suite {tn} tendant vers
l’in�ni telle que X = lim (tn)=‖(tn)‖. On sait ainsi que: D() = !( ̃) est un
ensemble connexe; compact et invariant par ∇F�(X ). La conjecture de Thom
s’�enonce: !( ̃) est un singleton.
Les r�esultats classiques sur la conjecture sont contenus dans les deux

th�eor�emes suivants. Je crois que l’on peut attribuer le premier �a Thom-Martinet
et le second �a Thom-Kuiper. Dans leurs �enonc�es  est une courbe int�egrale de
∇f telle que !() = 0; ̃ est la courbe int�egrale correspondante de ∇̃f et
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D() = !( ̃) est l’ensemble !-limite de ̃. Ainsi,  poss�ede une tangente en
0 = !() si et seulement si D() = !( ̃) est un singleton.

Th�eor�eme 1. L’ensemble !( ̃) est contenu dans SingF� = {X ∈ Sn−1=
dF�(X ) = 0}.
Ainsi, la conjecture de Thom est vraie en dimension 2, les points singuliers de
F� �etant des points isol�es de S1 compte tenu de l’hypoth�ese dF� 6≡ 0. D’autre
part, !( ̃) �etant un connexe contenu dans SingF�, la fonction F� est constante
sur !( ̃).

Th�eor�eme 2. L’ensemble D() = !( ̃) est un singleton si F�(!( ̃))-0:

Ainsi, la conjecture de Thom est vraie pour ∇f en 0 si l’ensemble Z� =
SingF� ∩ F−1� (0) est form�e de points isol�es. Cette condition ne d�epend pas de
la structure euclidienne choisie pour d�e�nir Sn−1. En e�et, Z� est l’intersection
de Sn−1 et de la “partie singuli�ere” S� de f−1� (0) : S� = f−1� (0) ∩ {x ∈
Rn=df� (x) = 0}. En juxtaposant ces deux r�esultats on a:
Corollaire [Th3]. La conjecture de Thom est vraie pour ∇f en 0 si S� est une
union �nie de droites.

4 Preuve du th�eor�eme 1

Montrons tout d’abord que !( ̃) est contenu dans un niveau critique de F�.
Supposons le contraire, c’est-�a-dire qu’il existe X ∈ !( ̃) tel que c = F�(X )
ne soit pas une valeur critique de F�. Consid�erons la fonction c(t) = F�(X (t))
o�u ̃(t) = (r(t); X (t)). D’apr�es l’expression (4) de ∇̃f on a:

dF�(∇̃f)(r; X ) = ‖∇F�(X )‖2 + 0(r) :
Puisque limt→∞ r(t) = 0, il existe T ¿0; �¿0 tels que si t¿T et |c(t)− c|
¡� on a:

c′(t) = dF�(X ′(t)) = ‖∇F�(X (t))‖2 + 0(r(t))¿0 :
Le graphe de c coupe la bande R+×]c − �; c + �[ selon un connexe et c
prend une fois au plus les valeurs de l’intervalle ]c − �; c + �[. Ceci contredit
l’hypoth�ese X ∈ !( ̃).
Supposons que !( ̃) contienne un point X non singulier pour F�. L’orbite

de X par ∇F� est une courbe � transverse aux hypersurfaces de niveau F�. Elle
coupe au moins un niveau non critique F� = c. Ceci contredit la premi�ere partie
de la preuve puisque !( ̃) est un ensemble invariant par ∇F� qui contient �.

5 Preuve du th�eor�eme 2

Soit X un point de !( ̃) tel que c = F�(X ) soit strictement n�egatif. Fixons
� appartenant �a ]0;−c[ et notons 0(e−� t) les fonctions ’ analytiques sur R+
telles que e� t’(t) soit born�e. Si on �ecrit ̃(t) = (r(t); X (t)) et c(t) = F�(X (t))
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on a:

dr
dt
(t) = r(t)(c(t) + 0(r(t))) ; lim

t→∞ c(t) = c ; lim
t→∞ r(t) = 0 :

On en d�eduit que r(t) = 0(e−� t). D’apr�es (4), on a:∥∥∥∥dXdt (t)
∥∥∥∥ = ‖∇F� (X (t))‖+ 0(e−� t) ; ‖∇F� (X (t))‖2 = d

dt
c(t) + 0(e−� t) :

On a la majoration suivante:

‖∇F� (X (t))‖5 c′(t)
‖∇F� (X (t))‖ + 0(e

− �
2 t)5�

c′(t)
|c(t)− c|� + 0(e

− �
2 t) ;

d’apr�es l’in�egalit�e de Lojasiewicz, avec �, �¿0 et �¡1. On en d�eduit que:

∞∫
0

∥∥∥∥dXdt (t)
∥∥∥∥ dt5�′|c(0)− c|�′ + ∞∫

0
0(e−

�
2 t) dt

avec �′; �′¿ 0. La courbe t → X (t) a une longueur �nie. Elle poss�ede un
seul point limite pour t tendant vers l’in�ni.

III Existence de vari�et�es invariantes

Dans tout ce chapitre nous reprenons les notations et les hypoth�eses du
chapitre pr�ec�edent :f est analytique sur un voisinage V de 0, f v�eri�e ∗
(f 5 0; Singf = f−1(0)), la restriction F� de f� �a Sn−1 n’est pas con-
stante, V v�eri�e la conclusion du th�eor�eme de Thom-Lojasiewicz. Nous faisons
l’�eclatement sph�erique, � : R+× Sn−1 → Rn de 0 et d�esignons par ∇̃f l’�eclat�e
divis�e de ∇f correspondant (voir formules II- (4), II- (4)′).
Nous �enon�cons, dans le paragraphe suivant, le th�eor�eme de l’introduction

pour ∇̃f. Sa version pour ∇f s’en d�eduit imm�ediatement. Dans le para-
graphe 2, nous d�emontrons un lemme de courbes invariantes pour une famille
de di��eomorphismes holomorphes qui d�ependent holomorphiquement d’un
param�etre. Nous en d�eduisons dans le paragraphe 3 la preuve du th�eor�eme
en complexi�ant une famille de champ de vecteurs obtenue �a partir de ∇̃f. Le
passage de l’analytique r�eel �a l’analytique complexe simpli�e (via le th�eor�eme
de Weierstrass) la preuve de l’analyticit�e des courbes invariantes.

1 Th�eor�eme des courbes invariantes

A�n de pouvoir �enoncer de fa�con pr�ecise le th�eor�eme, nous allons tout
d’abord d�e�nir le cône C des droites passant par 0 tangentes aux courbes
invariantes pour ∇f. Plus exactement, nous d�e�nissons l’intersection de C
avec la sph�ere Sn−1. Soit X un point du lieu singulier SingF� de F�. La
Hessienne D2F� (X ) de F� en X est une forme quadratique sur l’espace tan-
gent �a Sn−1 au point X , not�e TX Sn−1. Cet espace vectoriel est muni de la
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structure euclidienne induite par la structure euclidienne e = 〈 ; 〉 de Rn, ou,
plus pr�ecis�ement, par la structure riemannienne E1 de Sn−1 induite par e. Dans
la suite, nous consid�erons que D2F� (X ) est un endomorphisme auto-adjoint de
TX Sn−1 muni de E1; X . Son spectre {�1(X ); �2(X ); : : : ; �n−1(X )} est r�eel et on
pose �(X ) = inf{�k(X )}. Le sous-ensemble super attractant de ∇̃f est le
sous-ensemble de Sn−1:

Sa = {X ∈ SingF�=F� (X )¡0 et �F� (X )¡�(X )} :

C’est un sous-ensemble semi-alg�ebrique de Sn−1 non vide. En e�et, F� 5 0
est non constante. Elle poss�ede des minimaux locaux sur Sn−1. Si X est un
tel point, D2F� (X ), consid�er�ee comme forme quadratique, est positive. Les
valeurs propres de D2F� (X ) consid�er�e comme endomorphisme auto-adjoint sont
positives. Ainsi {X ∈ SingF�=X est un minimum local de F�} est un sous-
ensemble semi-alg�ebrique non vide de Sa. En�n, � �etant pair, Sa est invariant
par l’involution X → −X .

L’�eclat�e divis�e ∇̃f est �a priori d�e�ni sur le voisinage Ṽ = �−1(V ) du
diviseur dans R+ × Sn−1. Il se prolonge en un champ de vecteurs analytiques
sur un voisinage de 0×Sn−1 dans R+×Sn−1, not�e encore ∇̃f, en posant pour
r¡0; ∇̃f(r; X ) = ∇̃f(−r;−X ). Le th�eor�eme est �enonc�e pour ce prolongement
avec les hypoth�eses ∗; dF� 6≡ 0.
Th�eor�eme 3. Par tout point X de Sa passe une unique courbe �X tangente �a
∇̃f analytique; lisse; transverse au diviseur. La r�eunion SA des �X pour X
appartenant �a Sa est un sous-ensemble semi-analytique de R×Sn−1; invariant
par l’involution (r; X ) → (−r;−X ) et isomorphe (semi-analytiquement) au
cylindre R × Sa. Plus pr�ecis�ement; pour tout point X0 de Sa il existe un
voisinage W de X0 dans Sn−1 et un plongement analytique H de R×W dans
R× Sn−1 tels que:

H (R×W ) ∩ SA = H (R× Sa) avec H (0; X ) = (0; X )

et les applications partielles r → H (r; X ) param�etrisent les courbes �X pour
X ∈ Sa ∩W .
Le th�eor�eme �enonc�e dans l’introduction est �evidemment une cons�equence

de ce th�eor�eme. On l’obtient en prenant “l’image directe” par l’application
d’�eclatement du th�eor�eme pr�ec�edent. Les courbes invariantes � sont les courbes
�(�X ). Elles sont lisses puisque les �X coupent transversalement le diviseur.
Leur r�eunion est l’ensemble �(SA) = S. C’est �a priori un ensemble sous-
analytique. Son cône tangent en 0 est le cône C de sommet 0 construit sur
Sa et c’est aussi la r�eunion des tangentes aux courbes invariantes �. En�n,
l’isomorphisme semi-analytique entre SA et R × Sa se redescend en un iso-
morphisme sous-analytique entre S et C qui envoie chaque courbe � sur sa
tangente au point 0. (Pour les d�e�nitions et les propri�et�es �el�ementaires des
ensembles semi-analytiques voir [Lo2].)
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2 Courbes invariantes pour des di��eomorphismes holomorphes

Dans ce lemme et dans la preuve du th�eor�eme, nous allons utiliser des objets
holomorphes obtenus par complexi�cation d’objets analytiques r�eels. Pr�ecisons
tout d’abord les notations que nous allons utiliser dans ce cadre. On note z
les points de C; Z = (Z1; Z2; : : : ; Zn−1) ou Y = (Y1; Y2; : : : ; Yn−1) les points
de Cn−1. On munit Cn−1 de la norme ‖Z‖ = sup |Zi| et on pose:

D�(0) = {z ∈ C=|z|¡�} ; P�(0) = {Z ∈ Cn−1=‖Z‖¡�} :

Nous notons �2(z; Z) les applications holomorphes ’ : (z; Z; Y ) → ’(z; Z; Y )
sur des ouverts de C× Cn−1 × Cn−1 du type D�(0)× P�(0)×W telles que:

’(0; 0; Y ) = @’=@z (0; 0; Y ) = @’=@Z1 (0; 0; Y ) = : : : = @’=@Zn−1 (0; 0; Y ) = 0 :

Nous dirons que ’ est r�eelle si pour (z; Z; Y ) ∈ R × Rn−1 × Rn−1 ses com-
posantes sont r�eelles. La preuve du lemme suivant repose sur un argument de
Hadamard [Ha].

Lemme. Soit � une application holomorphe d�e�nie sur un ouvert D�(0) ×
P�(0) × W de C × Cn−1 × Cn−1; �a valeurs dans Cn qui est r�eel sur le
r�eel. On suppose que; pour Y ∈ W; les applications partielles �Y sont
des di��eomorphismes holomorphes sur un voisinage de 0 dans Cn du type
suivant:

�Y : (z; Z)→ �Y (z; Z) = (s(Y )z; ’Y (z; Z))

o�u s : Y → s(Y ) est holomorphe avec |s(Y )|=s ¿ 1. De plus ’Y s’�ecrit

’Y (z; Z) = ’(z; Z; Y ) = A(Y )Z + �2(z; Z)

o�u Y → A(Y ) est une application holomorphe de W dans GL(n− 1; C) telle
que:

‖A(Y )‖5s′¡s5 |s(Y )| :
Alors; il existe �′¿ 0 et une application holomorphe h de D�′(0) ×W dans
Cn−1

h : (z; Y ) 7→ h(z; Y ) = hY (z) avec hY (0) = h′Y (0) = 0

telle que; pour chaque Y dans W; le graphe de hY est l’unique courbe holo-
morphe invariante de �Y transverse �a l’hyperplan 0×Cn−1. En�n; h est r�eelle.

Preuve. Soit H l’ensemble des applications holomorphes h : z → h(z) de
D�(0) dans P�(0) telles que ‖h(z)‖5 |z|. Le transform�e par �Y du graphe
de h est le graphe de l’application h1 d�e�nie pour z ∈ D�(0) par:

h1 : z → ’Y (z=s(Y ); h(z=s(Y ))) = A(Y )(h(z=s(Y ))) + �2(z=s(Y ); h(z=s(Y ))) :
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Fixons � dans l’intervalle ]s′=s; 1[. Il existe � ¿ 0 tel que pour (z; Z; Y ) ∈
D�(0) × P�(0) × W on ait les majorations suivantes pour la fonction �2 des
hypoth�eses du lemme:

‖�2(z; Z)‖¡1=2(|z|+ ‖Z‖) (�s− s′) ;
‖�2(z; Z)− �2(z; Z ′)‖5‖Z − Z ′‖ (�s− s′) :

On a alors la majoration suivante de h1 le transform�e de h:

‖h1(z)‖¡s′ · |z|
s
+
|z|
s
(�s− s′) = �|z| :

Etudions l’application �
Y
: h → h1 de H dans H ainsi d�e�nie. Soient h; h

deux �el�ements de H et soit:

� = �(h; h) = sup
{∥∥∥∥ h(z)− h(z)z

∥∥∥∥/z ∈ D�(0)} :
Montrons que �1 = �(h1; h1) est inf�erieur �a ��:

‖h1(z)− h1(z)‖5s′�
∣∣∣ z
s

∣∣∣+ � ∣∣∣ z
s

∣∣∣ (�s− s′) = ��|z| :
L’application �

Y
est une contraction de H. Pour h0 ∈ H �x�e la suite des

{hn} d�e�nies par hn = �
Y
(hn−1) si n= 1 tend uniform�ement pour (z; Y ) ∈

D�(0)×W vers h(z; Y ) = hY (z). D’apr�es le th�eor�eme classique de convergence
de Weierstrass, la fonction h est holomorphe. Par construction, hY est l’unique
point �xe de �

Y
pour Y ∈ W; hY est r�eelle sur le r�eel et h′Y s’annule en 0.

Son graphe est une courbe invariante de �Y transverse �a 0 × Cn−1. Soit �Y
une courbe invariante pour �Y transverse �a 0×Cn−1. Alors �Y est tangente �a
C×0 puisque ‖A(Y )‖¡ |s(Y )|. Pour � assez petit c’est le graphe d’un �el�ement
de H. Ainsi �Y est le graphe de hY .

3 Preuve du th�eor�eme des courbes invariantes

Nous allons montrer l’assertion suivante pour tout X0 appartenant �a Sa.

Assertion. Si X0 appartient �a Sa; il existe un plongement analytique H
de I ×W dans R × Sn−1 o�u I est un voisinage de 0 dans R; W un voisi-
nage de X0 dans S n−1 qui s’�ecrit:

H : (r; X )→ (r; H (r; X )) avec H (0; X ) = X

tel que pour tout point X de W ∩ Sa; la courbe �X : r → �X (r) = H (r; X )
est tangente �a ∇̃f et c’est l’unique courbe tangente �a ∇̃f passant par (0; X )
transverse au diviseur.

Ceci prouvera �evidemment que la r�eunion SA des �X0 pour X0 ∈ Sa est un
sous-ensemble semi-analytique de R × Sn−1, semi-analytiquement isomorphe
�a R × Sa. L’invariance de SA par l’involution (r; X ) → (−r;−X ) est une



Sur la dynamique des gradients 455

cons�equence de l’invariance de ∇̃f par cette involution et de l’unicit�e des
courbes tangentes �a ∇̃f, transverses au diviseur et passant les points de Sa.
Supposons que X0 soit le pôle nord (0; 0; : : : ; 0; 1) de Sn−1 ⊂ Rn. Notons

(X1; X2; : : : ; Xn−1) les (n − 1) premi�eres coordonn�ees des points X de l’h�emi-
sph�ere nord N = {X ∈ Sn−1=Xn¿0}. L’espace tangent en X0 �a Sn−1; TX0 Sn−1
est muni de la structure euclidienne E1; X0 . Dans la carte (X1; X2; : : : ; Xn−1) elle
s’�ecrit

E1; X0 = dX
2
1 + dX

2
2 + : : :+ dX

2
n−1 :

Consid�erons D2F� (X0) comme un endomorphisme auto-adjoint de
(TX0 S

n−1; E1; X0 ). Modulo un changement de base orthonormal de R
n−1 × {0},

on peut supposer que la matrice B(X0) de D2F� (X0) dans la base
(@=@X1; @=@X2; : : : ; @=@Xn−1) de TX0S

n−1 est diagonale. Dans la suite nous identi-
�ons N �a Rn−1 et TN �a Rn−1×Rn−1 via la carte (X1; X2; : : : ; Xn−1) ainsi d�e�nie.
Le �br�e tangent �a R × N est muni de la trivialisation correspondante. Nous
consid�erons la restriction de ∇̃f �a R×N comme une application de R×Rn−1
dans R× Rn−1. Pour chaque Y appartenant �a N nous posons

∇̃Yf(r; X ) = ∇̃f(r; X )− ∇̃f(0; Y ) :
L’application (r; X; Y ) → ∇̃Yf(r; X ) est une famille de champs de vecteurs
∇̃Yf sur R× N qui d�epend analytiquement de Y ∈ N . Remarquons que, pour
Y �x�e, le point (0; Y ) est un point singulier de ∇̃Yf et que ∇̃Yf = ∇̃f si Y
est un point de SingF� puisque ∇̃f(0; Y ) = ∇F�(Y ).
Pour �etudier ∇̃f au voisinage de (0; Y ) posons (X − Y ) = T =

(T1; T2; : : : ; Tn−1). D’apr�es II. (4) l’�equation di��erentielle correspondante �a ∇̃Yf
s’�ecrit alors:

EY


dr
dt
= r(�F�(Y + T ) + 0(r))

dT
dt
= ∇F�(Y + T ) + r(∇F�+1 (Y + T ) + 0(r))

o�u les 0(r) sont des fonctions analytiques en (r; T ; Y ) nulles pour r = 0.
Soit B(Y ) la matrice jacobienne de l’application T → ∇F�(Y + T ) dans les
coordonn�ees (T1; T2; : : : ; Tn−1). La partie lin�eaire de EY s’�ecrit dans les coor-
donn�ees (r; T1; T2; : : : ; Tn−1)

dr
dt
= r�F� (Y ) ;

dT
dt
= B(Y )T + r∇F�+1 (Y ) :

Naturellement, l’application Y→B(Y ) est analytique. D’apr�es le choix des co-
ordonn�ees (X1; X2; : : : ; Xn−1); B(X0) est diagonale de diagonale (�1(X0); �2(X0);
: : : ; �n−1(X0)). Puisque X0 est un point de Sa on sait que �F� (X0) ¡ 0 et
�F�(X0)¡ inf{�k(X0)}. Soit W0 un voisinage de X0 dans Sn−1 tel que pour
Y appartenant W0 on a toujours �F�(Y )¡ 0 et �F�(Y ) n’est pas une valeur
propre de B(Y ). Notons (u; e1; e2; : : : ; en−1) la base de R×Rn−1 correspondant
aux coordonn�ees (r; T1; T2; : : : ; Tn−1). Pour chaque Y ∈ W0 il existe un unique
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�el�ement (�1(Y ); �2(Y ); : : : ; �n−1(Y )) ∈ Rn−1 tel que:

vY = u+ �1(Y )e1 + · · ·+ �n−1(Y )en−1
soit un vecteur propre associ�e �a la valeur propre �F� (Y ) pour l’endomorphisme
correspondant �a J 1EY . Soient (r; Z) = (r; Z1; Z2; : : : ; Zn−1) les coordonn�ees des
points de Rn dans la base (vY ; e1; : : : ; en−1) : Zk=Tk−�k(Y )r, k=1; 2; : : : ; n− 1.
Ce changement de coordonn�ees d�epend analytiquement de Y ∈ W puisque les
�k : Y → �k(Y ) sont analytiques sur W . Dans les coordonn�ees (r; Z) on a:

EY :
dr
dt
= �F� (Y )r(1 + 0(r)) ;

dZ
dt
= B(Y )Z + �2(r; Z)

o�u �2(r; Z) d�esigne une application analytique en (r; Z ; Y ) qui s’annule aux
points (0; 0; Y ) ainsi que ses d�eriv�ees partielles premi�eres en r; Z1; Z2; : : : ; Zn−1.
En faisant un changement de temps du type t → t(1 + 0(r)) nous pouvons
�ecrire EY sous la forme

EY :
dr
dt
= �F� (Y )r ;

dZ
dt
= B(Y )Z + �2(r; Z) :

Consid�erons Z = (Z1; Z2; : : : ; Zn−1); Y = (Y1; Y2; : : : ; Yn−1) comme des points
voisins de l’origine de Rn−1. Les composantes de EY sont des s�eries enti�eres
r�eelles convergentes en les variables (r; Z1; Z2; : : : ; Yn−1). Nous notons encore
EY l’�equation di��erentielle holomorphe en (z; Z) ∈ C × Cn−1 �a param�etre
holomorphe Y ∈ Cn−1 obtenue en consid�erant ces s�eries comme des s�eries
enti�eres complexes. Nous conservons les notations Z; Y pour les complexi��es
de Z; Y et notons z le complexi��e de r. Nous �ecrirons encore:

EY :
dz
dt
= �F� (Y )z ;

dZ
dt
= B(Y )Z + �2(z; Z) :

Il existe �¿ tel que les seconds membres de ce syst�eme soient des fonctions
holomorphes en (z; Z ; Y ) sur D�(0) × P�(0) ×W o�u W d�esigne un voisinage
de X0 = 0 dans le complexi��e C

n−1 de N ≡ Rn−1. Munissons l’espace Cn−1
de la norme ‖Z‖ = sup |Zi|, posons

s(Y ) = exp(−�F�(Y )) ; A(Y ) = exp(−B(Y ))

et notons ‖A(Y )‖ la norme de A(Y ) (consid�er�e comme un endomorphisme
de Cn−1) associ�ee �a la norme ci-dessus. X0 appartenant �a Sa et la matrice
B(X0) �etant diagonale on a: s(X0) ¿ 1; s(X0) ¿ exp(−�(X0)) = ‖A(X0)‖.
On choisit W de telle fa�con que ces in�egalit�es soient encore v�eri��ees par
s(Y ); ‖A(Y )‖ pour Y appartenant �a W ; c’est-�a-dire qu’il existe s; s′¿0 tels que
pour Y ∈ W

1¡s et ‖A(Y )‖5s′¡s5s(Y ) :
Soit �Y le di��eomorphisme obtenu en prenant le temps −1 du ot de
l’�equation di��erentielle EY . Il s’�ecrit dans les coordonn�ees (z; Z) :�Y : (z; Z)→
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(s(Y )z; ’Y (z; Z)). Compte tenu de la forme de EY , l’application (z; Z; Y ) →
’Y (z; Z) est holomorphe et

’Y (z; Z) = A(Y ) + �2(z; Z) :

Pour �¿0 assez petit, les hypoth�eses du lemme de Hadamard du paragraphe
pr�ec�edent sont v�eri��ees par la famille de di��eomorphismes ’Y ; Y ∈ W . Soit
h : (z; Y )→ hY (z) l’application holomorphe qui appara�̂t dans la conclusion du
lemme. Notons encore h : (r; Y ) → hY (r) sa restriction �a la partie r�eelle de
son domaine de d�e�nition. D’apr�es un argument classique (voir [Me, Pa]), pour
chaque Y ∈ W , le graphe de hY dans les coordonn�ees (r; Z) est l’unique courbe
invariante de EY transverse �a 0×Rn−1. Elle est en fait tangente �a R× 0: Pour
obtenir le plongement H de l’assertion il nous faut revenir aux coordonn�ees
initiales (r; X ) de R × N . Rappelons que nous avons pos�e X = Y + T; Tk =
Zk + �k(Y )r. Notons � l’application de W dans Rn−1 de composantes les �k
et soit H l’application H : (r; Y )→ (r; Y + hY (r) + r�(Y )). Le d�eterminant de
sa matrice jacobienne est �egale �a 1 sur 0 ×W . Pour �′¿0 assez petit H est
un plongement analytique de ]− �′; �′[×W dans R×Rn−1 v�eri�ant H (0; Y ) =
(0; Y ). Pour chaque Y ∈ W , la courbe �Y : r → HY (r) est l’unique courbe
invariante de ∇̃Yf transverse �a 0×Rn−1 et passant par (0; Y ). Supposons que
Y appartienne �a Sa. Alors �Y : r → HY (r) est l’unique courbe tangente �a
∇̃f = ∇̃Yf passant par (0; Y ) transverse �a 0× Rn−1:

IV G�en�eralisation des r�esultats dans le cas riemannien

Nos r�esultats sur la dynamique des champs de gradient sont locaux. Pour mon-
trer qu’ils restent vrais pour les champs de gradient des fonctions analytiques
sur des vari�et�es riemanniennes, on peut se placer dans une seule carte. Dans la
suite, f d�esigne une fonction analytique sur un voisinage ouvert V du point 0
de Rn et gx =

∑
ai; j(x) dxi⊗dxj une m�etrique riemannienne analytique sur V .

On choisit les coordonn�ees (x1; x2; : : : ; xn) de telle fa�con que g0 = e soit la
structure euclidienne canonique de Rn ≡ T0Rn. On note encore Sn−1 la sph�ere
de rayon 1 de Rn pour cette structure. Le champ de gradient ∇gf de f pour
g est d�e�ni par g(∇gf; •) = df . Soit t → (t) une int�egrale maximale de ∇gf.
La fonction f((t)) est (comme dans le cas euclidien) croissante et on peut
supposer que f v�eri�e la condition ∗ (f50; Singf = f−1(0)).

L’in�egalit�e de Lojasiewicz est vraie dans le cadre riemannien et ainsi le
th�eor�eme de Lojasiewicz-Thom du chapitre I dont la preuve repose sur cette
in�egalit�e est vrai pour le champ de gradient ∇gf. Dans la suite, nous supposons
que V v�eri�e le point iii) de la conclusion de ce th�eor�eme.

1 Eclat�e G = �∗(g) de la structure riemannienne

Notons comme pr�ec�edemment � : R+× Sn−1 → Rn; (r; X )→ rX , l’�eclatement
sph�erique de l’origine 0 de Rn. La sph�ere S n−1 est munie (comme pr�ec�edem-
ment) de la structure riemannienne E1 induite par la structure euclidienne e=g0.
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Calculons G(r; X ) �a partir de l’expression de gx =
∑

i; j ai; j(x) dxi ⊗ dxj o�u les
ai; j sont des fonctions analytiques r�eelles sur V . En utilisant les “coordonn�ees”
sph�eriques (X1; X2; : : : ; Xn) avec

∑
X 2i = 1 on obtient

G(r; X ) =
∑
ai; j(r; X )(Xidr + rdXi)⊗ (Xjdr + rdXj) :

Puisque e = g0, on a ai; j(0) = �i; j et ai; j(r; X ) = �i; j + rAi; j(r; X ) o�u les Ai; j
sont des fonctions analytiques sur Ṽ = �−1(V ), on obtient

Gr; X = dr
2 + r2E1 + r Ai; j(r; X )(XiXjdr

2 + rdr ⊗ d(XiXj) + r2dXi ⊗ dXj) :
Pour simpli�er cette �ecriture nous posons:

G = dr2(1 + 0(r)) + r2(E1 + rQ) + r2dr ⊗ L :
Qr;X =

∑
Ai; j(r; X ) dXi ⊗ dXj ; L(r; X ) =

∑
Ai; j(r; X )d(XiXj) :

Q est une forme quadratique sur T(r; X ) Sn−1 et L(r; X ) une 1-forme sur Sn−1.

2 Eclat�e de ∇gf
L’image inverse de ∇gf par la restriction de � �a Rn−1\{0} est le gradient
∇GF pour G de F(r; X ) = f(rX ) =

∑
k=� r

k Fk(X ). Notons R(r; X ) = R la
composante de ∇GF(r; X ) sur r@=@r et �(r; X ) sa composante tangente �a la
sph�ere {r}×S n−1. Ce sont les solutions de l’�equation G(r · @=@r · R+ �; •) =
dF . En utilisant l’expression pr�ec�edente de G elle s’�ecrit:

(1 + 0(r))rR+ r2L(�) =
@F
@r
; r2(E1(�) + rQ(�)) + r3RL = dXF :

En divisant la premi�ere �equation par r, la seconde par r2, on obtient:

R= r�−2(�F� + 0(r)) ; E1(�) = r�−2(dXF� + 0(r)) :

∇GF(r; X ) = r�−1
(
(�F� (X ) + 0(r))

@
@r
+ (∇F� (X ) + 0(r))

)
o�u ∇F� (X ) d�esigne toujours le champ de gradient de F� pour E1.

3 Eclat�e divis�e ∇̃gf de ∇gf
Il faut encore distinguer comme dans II- 2. les deux cas:

a) F� est constante. On a alors ∇̃gf = (�F�(X )+0(r)) @=@r+�(r; X ) o�u � est
un champ de vecteurs tangent aux sph�eres r× Sn−1. Les courbes int�egrales de
∇̃gf coupent transversalement le diviseur et on conclut comme dans II- 2. a).

b) F� n’est pas constante. On suppose cette condition r�ealis�ee dans toute
la suite. L’�equation di��erentielle correspondant �a ∇̃gf s’�ecrit encore sous la
forme:

dr
dt
= r(�F� (X ) + 0(r)) ;

dX
dt

= ∇F� (X ) + 0(r))(4′)
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Remarquons que la s�eparation en cas a), b) ne d�epend que de la structure
euclidienne e = g0 et non pas de la structure riemannienne.

4 Extension des r�esultats

Ils sont clairement vrais si F�=constante. Supposons F� non constante.
Soulignons tout d’abord que l’�ecriture (4′) ne d�epend que de e = g0. Pour
prouver les th�eor�emes 1 et 2 du chapitre II, nous n’utilisons que cette �ecriture
(modulo r) de ∇̃f. Tous les arguments de leurs preuves restent valables dans
le cadre riemannien: utilisation de F� comme fonction de “contrôle” crois-
sante sur les courbes int�egrales, approximation de la d�eriv�ee de F� (X (t)) par
‖∇F� (X (t))‖2, utilisation de l’in�egalit�e de Lojasiewicz (en rempla�cant la norme
euclidienne ‖v‖2 d’un vecteur v de T(r; X )(R × Sn−1) par G(r; X )(v; v)). Les
th�eor�emes 1 et 2 sont vrais dans le cadre riemannien et s’�enoncent de la même
fa�con que dans le cadre euclidien ainsi que leur corollaire. De la même fa�con,
la preuve du th�eor�eme 3 dans le chapitre III n’utilise ∇̃f que sous la forme
(4′) et ne s’appuie que sur la structure riemannienne E1 de Sn−1. Tous les
arguments de sa preuve sont encore valables pour ∇̃gf. Il s’�enonce comme
dans le cas euclidien.

Remarque. Cette g�en�eralisation au cas riemannien n’est pas gratuite. En e�et, je
crois que pour �etudier la conjecture de R. Thom il est n�ecessaire d’�eclater des
sous-emsembles alg�ebriques de SingF� ∩F−1� (0). On peut esp�erer, qu’apr�es un
certain nombre d’�eclatements, l’�eclat�e divis�e d’un gradient a des singularit�es
avec des jets d’ordre 1 non nuls et qu’il est alors possible de contrôler sa
dynamique (voir [Ca]). En utilisant cette m�ethode, d�es le deuxi�eme �eclatement,
on est amen�e �a travailler dans un cadre “riemannien singulier”.
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